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ITelier  triironoiiietrische  HOhen« 

messungr- 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

Profewor  der  Mathematik  ma  Tamow  in  Galisicn. 


1. 

Die  trigonoroetrische  H5henbestimmuog  dankt  ihr  grosses  In- 
teresse liaaptsächlich  ihrer  Vergleichung  mit  der  viel  leichter  aus- 
führbaren barometrischen,  die  an  ihr  den  Prüfstein  ihrer  Genauig- 
keit besitzt  Die  Behandlung  derselben  in  den  mir  zu  Gesiebt 
gekommenen  praktisch-geometrischen  Lehrbüchern,  als :  von  Bauer 
rngentlich  Stampfer),  Benzenberg,  Grelle,  Francoeur, 
Netto,  Stein,  Ulrich,  unter  denen  (nebenher  bemerkt)  das 
letzte  den  höchsten  Stand  wissenschaftlicher  Darstellung  seines 
gesammten  Lehrgegenstandes  einnimmt,  iässt  jedoch  in  Absicht 
auf  so^lältige  Untersuchung  mancherlei  zu  wünschen  übrig.  Da- 
hin gebort  namentlich:  die  Berücksichtigung  der  Instrumentshohe 
und  des  Gefälles  der  Standlinie ,  die  muglicnst  scharfe  Bemessung 
der  fardlschen  Strahlenbrechung,  die  Aufstellung  theils  ganz  schar- 
fer, theils  für  den  jeweiligen  Zweck  hinreichend  genauer  Rech- 
nuogsformeln ,  ganz  vorzüglich  aber  die  Erforschung  des  bei  trigo- 
nometrischen Huhenmesiiungen  erreichbaren  Grades  von  Genauig- 
keit. Denn  es  kann  einen  besonnenen  Mathematiker  nur  zum 
Liebeln  bewegen,  wenn  er  die  Lobpreisungen  der  Uebereinstim- 
Biung  mancher  barometrischen  Hohenmessung  mit  einer  oft  noch 
alten  und  mittels  mangelhafter  Instrumente  oder  Methoden  aus- 
gelUirten  trigonometrischen  liest,  nachdem  man  doch,  unbeküm- 
mert um  das  Wieweitsfcher  des  Endergebnisses,  beiderlei  Formeln 
darch  allerhand  Weglaasungen  von  sogenannten  unmerklich  kleinen 
Grossen  zu  beliebten  Filigranformeln  zugeschnitten  hat,  um  auch 
wissenschaftlichen  Dilettanten,  wie  wenig  sie  auch  von  Logarith- 
men und  Goniometrie  verstehen  mtigen,  das  Vergnügen  zu  ver- 
schaffen ,  derlei  HOhenberechnungen  vornehmen  una  mit  ihren 
Resultaten  prunken  zu  kOonen.  Viel  Schuld  an  der. Sucht,  diese 
HOhenformeln   so  suinstatzen,  hat  das  Vomrtheil    der  meisten 

Thttil  in.  .1 


iT 


praktischen  Mathematiker,  die  gee?uchte  Grosse  selbst  aus  cioeiii 
einzigen  geschlossenen  Ausdrucke  snuimtlicher  liechnungsangaben 
zu  berechnen ;  was  naturlicli  fast  immer  auf  vaste  Formeln  leiten 
muss,  in  deren  Aufstellung  vornehmlich  die  Verfasser  von  Ma- 
schinenknnden  ihre  Mei^terschad  bewahrt  haben.  Wiirdc  man 
den  Astronomen  nachgeahmt  haben,  so  wiirde  man  oft  statt  eines 
Formelungeheuers  zwar  Mehrere,  aber  dafiir  geschmeidige  Hilfs- 
bestimmungsgleichungen  —  von  denen  zuweilen  manche  sich  so- 
gar recht  leicht  in  bequeme  Tafeln  bringen  lassen  —  erhalten 
haben ;  deren  schrittweise  Verwendung  vielleicht  auch  kaum  mehr 
algebraische  und  goniometrische  Kenntnisse  als  jene  voraussetzen 
dürfte. 

Das  Folgende  soll  ein  Versuch  zu  einem  Fortschritt  in  der 
angezogenen  T#ehre  nach  dem  neueren  Stande  der  mathematischen 
Wissenschaften    sein. 

2. 

Der  Vorgang  bei  der  trigonometrischen  Hohenbestimmung  ist 
nach  der  Grosse  der  Horizontaldistanz  des  HOhenobjectes  von 
dem  Standorte,  an  welchem  Hohenwinkel  gemessen  werden,  in- 
sofern wesentlich  verschieden,  als  diese  Distanz  entweder  so 
gering  sein  kann,  dass  der  Einfluss  der  Krümmung  der  Erdober- 
fläche und  der  irdischen  Strahle ubrechung  ausser  Acht  gelassen 
werden  darf,  oder  als  die  Entfernung  so  gross  ist,  dass  diese  um- 
stände berücksichtiget  werden  müssen. 

3. 

ji.     Trigonometrische  HöhenmessuDg  auf  kurze 

Entfernungen* 

Hier  werden  alle  Verticallinien  für  parallel  unter  sich,  und 
die  zwischen  ihnen  enthaltenen  ebenen  Erdkrümmungsbogen  für 
gerade  Linien  angesehen ;  daher  sind  auch  die  (scheinbaren)  Ho- 
rizonte (senkrechten  Ebenen)  verschiedener  Verticalen  zu  einander 
parallel. 

4. 

Vor  Allem  betrachten  wir  die  Verwechslung  der  Hori- 
zonte oder  die  Ueberßihrung  der  Höhenunterschiede  von  einem 
Horizont  auf  einen  anderen. 

Zur  übersichtlichen  Darstellung  unserer  Forschnnsen  nnd  ihrer 
Ergebnisse  bezeichnen  wir  die  Erhöhung  eines  Punktes  oder 
Horizontes  3§  über  einen  anderen  Punkt  oder  Horizont-*^  durch 
{M-^A),  was  man  etwa  „M  über  A"*'  lesen  kann. 

Danach  finden  wir  leicht  folgende  Sätze: 

l.  Wenn  der  Punkt  oder  Horizont  M  nicht  höher  • —  wie  hier 
vorausgesetzt  worden  —  sondern  niedriger  als  A  ist;  so  ist  der 
Hybeaunterschied  zwischen  Jll  «nd  A 
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(M—A)  =  -(A^JU), 

d.  i.  die  negativ  geDomnieiie  Erhöhung  von  A  aber  M. 

2.  Aus  den  Erhöhungen  zweier  Punkte  oder  Horizonte  M 
lind  N  über  ebierlei  dritten  A  erfolgt  ihr  beider^eitigee  Gefälle 
von  M  (dem  höheren)  zu  N  (dem  niederen) : 

(ilf-iV)  =  (iPf-^)-(iV-^), 

nemBcb  In  Taf.  1.  Fig.  I. 

3w  Ans  der  Erhöhung  von  M  liber  A  und  aus  der  von  A  über 
£  6ndet  sich  die  von  M  über  B : 

(üf— Ä)  =  (Jf-J)  +  (^— Ä), 

nerolieb,  in  Taf.  I.  Fig.  2.,  QI^=:PM+QP, 

4.  Ingleicheu  ist 

(!U^C)  =  (M^A)+(A^B)  +  (B--C). 
(lli-^D)^(M--A)  +  (A--ß)  +  {B^C)+(C'D), 

u.  s.  f.  *) 

5.  Liegen  zwei  U  ö  h  e  n  p  u  n  ic  t  e  (Uöhenobjecte) ,  wie  M  und 
P  in  Taf.  f  Fig.  2.,  insbesondere  in  einerlei  verticallinie,  und 
zwar  ]U  höher  als  P,  so  ist  die  Höhe 

PM:={M-P)  und  auch  =(M—B)''iP^B). 

5. 

St&ndllnie  (Basis)  nennen  wir  diejenige  (gerade)  Strecke 
ABp  an  der  wenigstens  in  einem  ihrer  Grenzpunkte  -^  zumeist  iä 
ihrem  Anfangspunkte  A  —  Höhenwinkel  gemessen  werden« 
und  deren  Länge  entweder  unmittelbar  geraessen  oder  mittelbar 
(durch  Rechnung)  gefunden  worden  oder  sonst  wie  bekannt  ist. 

Im  Allgemeinen  ist  eine  solche  Basis  gegen  den  Horizont 
geneigt.  Ist  nun  ö  ihre  Länge,  b'  ihre  Horizontalprojec- 
tion,  V  ihr  Neigungswinkel  g«gen  den  Horizont,  und  g  ihr 
Gef&lle  (B  —  A)  oder  ihre  Verticatprojection;  so  gelten  —  wie 
Mcht  SU  sehen  —  die  Gleichungen 

Ä=— —  =-t2-  =  V^'*+o*,    |7=tanfcy; 
cosv     sbv  ^^'    b'      "•"ö^» 

raitteLs  derer  aus  jedem  Paar  dieser  vier  Grössen  das  andere  Paar 
gefanden  werden 


leaei 
kann. 


^  Man  tiehc  leiisht,   da««  diese  Höheoanterschiede   Moh  gerade  eo 
wie  CrrÖMenanterscliiede  behandela  JiMeii. 


6. 

Als  Grenzpunkt  A  der  Basis  (Tat  I.  Fig.  3.^»  wenn  an 
ihm  ein  Hdhenwmlcel  eenieiisen  wird,  oder  als  eigendiehen  Anf- 
stellnngspnnkt  A  des  Winkelmess-Instramentes,  wo  inuner 
ein  HOhenwinkei  gemessen  werde ,  kann  man  am  vortheilhaftesten 
den  Mittelpunkt  des  Hohenkreises ,  an  dem  des  Winkels  Grad- 
maass  abgelesen  wird,  oder  den  Einschnittspankt  der  Axe  dieses 
Kreises  in  die  Verticalebene  der  Höhenvisur  ansehen.  Denn  sehr 
oft  kann  hier  die  geringe  Centrirung  des  Huhenwinkels, 
d.  h.  die  Reduction  seines  mit  ihm  selbst  veränderlichen  Schei- 
tels auf  den  unwandelbaren  Mittelpunkt  A  des  Höhenkreises, 
vernachlässiget  werden. 

Wird  nemlich  ein  Höhenpnnkt  M  anvisirt  und  geht  die  Visur 
(optische  Axe  des  Femrohrs  oder  die  Visirlinie  der  Dioptern) 
nicht  durch  die  Axe  des  Uohenkreises,  sondern  steht  sie  von 
dieser  um  die  Länge  AC=c  ab;  so  muss,  wenn  b  den  HOhen- 
winkei der  eigentlich  sßin  sollenden  Visur  .^ilf,'defen  Länge  =d 
sein  mof^e,  und  b'  den  unrichtigen  am  Höhenkreise  abgelesenen 
Höhenwinkel  der  wirklichen  Visur  CJfi  vorstellt,  am  Höhenpunkte 
M  der  paralaktiscbe  Winkel  AMC^^iB-^t'  entstehen,  für  den 
'  das  an  C  rechtwinkelige  Dreieck  ACM  die  Bestimmungsgleichung 
liefert : 

sin(€ — €')=^. 

t 

Da. dieser  Winkel  immer  nur  sehr  klein  ist,  so  kann  man 

sin  (e^e')=— er- 


setzen ^),  wenn  T  die  natfirliche  analytische  W^inkeleinheit, 
d.  i.  denjenigen  Winkel  vorstellt,  dessen  bestimmender  Kreisbo- 
gen so  lang  wie  sein  Halbmesser  ist,  und  Rir  den  ich  (Im  Archiv. 
8.  Bd.  4.  H.  S.  406.)  die  Benennung  Gehren  vorgeschlagen  habe. 


*)  Gewöhnlich  cetzt  man,  wenn  der  Winkel  w  «ehr  klein  icC» 
•inctf  =  a»sinl'^  oder  i%ut=ztu%\n\".  Im  ietxteren  Falle  aber  «eilte  der 
Conseqoens  halber  oitgl'^  «teben,  und  jedenfall«  wäre  e«  klüger,  anaCatt 
•inl^  und  tgl'^  den  arcl^  zu  tetaen,  weil  jedermann  den  leteteren  tick 
leicht  zu  berechnen  versteht;  allein  man  hat  hier  nebat  dem  weitläufi- 
gen Schreiben  noch  die  Ungemächlichkeit ,  diese  kleinen  Winkel  jedes- 
mal  gerade  durch  die  Sekunde  aotmetaen  zu  mÜMen,  wogegen  man 
•ie  bei  meinem  Vorgange  durch  jede  beliebige  Winkeleinheit  meecen 
kann,  wenn  man  nur  den  Gehren  F  durch  diese  Einheit  antmitet.  Auf 
dieee  Weite  wurde  man  in  allen  solchen  praktisch -geometrischen  Reeh- 

nnngen  statt  sinl'^  und  tgl''^  nnrr;«  nnd  anstatt    .     u  und  — ^  biet  r 

zu  schreiben  haben ,   und  überdies  noch  eine  klarere  Einsicht  in  die  Be- 
deutung solcher  Ausdrücke  nnd  Gleiohangeii  gewinnen. 


Man  findet  demnach  die  Verbesserung  des  Hüben uinkeU 


wobei 


«-£'=§r; 


1800 
r=i^=57<»- 29578     =3437'-747      =206264''-8, 

TT 


Iog=l-75812,  tog=:3-53627,  log=5-31443 
ist    Dann  ist  der  verbesserte  oder  eigentlicb  gesuchte  Hobenwinkel 

Ist  9e  der  Susserste  Fehler  des  Höhenwinkels  e,  den  man  bei 
einer  Visur  mit  dem  zu  Gebote  stehenden  Höhenwinkelmesser 
nocli  zulassen  will;    so  wird  man   diese  Verbesserung  so  lange 

anbringen    müssen ,   als  e — s'^Sb,  folglich 

2r=&,    also  iZ=c^ 
ist.     Z.  B.  betrfigt  c  4  Linien  und  de  10  Sek. ,   so  ist  in  Klaftern 

daher  muss^  so  lange  die  Distanz  d  nicht  über  95  Klafter  beträgt, 
die  angedeutete  Verbesserung  eintreten. 


7. 

Steht  das  Stativ  des  Höbenwiukelmessers  auf  freiem  Boden, 
ttttd  Degt  lothrecht  unter  seinem  Mittelpunkte  A  auf  dem  Erdboden 
der  Punkt  A' ,  so  nennt  man  die  Verticale  A'A  gewöhnlich  die 
lostrumentsböbe.  Sie  oder  viebnebr  eine  ihr  gleich  lange 
ptTH*^»!^  (verticale)  Strecke  kann  in  einem  solchen  ralle  leicnt 
durch  einen  vertical  gehaltenen  Maassstab  (Klafterstab)  gemessen 
werden.  Wäre  aber  A'  nur  ein  Punkt  oder  eine  kurze  Ebene  am 
Erdhoden  in  der  Nähe  des  aufgestellten  Winkelmessers,  etwa  der 
Kopf  eines  eingeschlagenen  Pflockes,  die  obere  Fläche  eines 
Marksteines  9  oder  einer  unverrückbaren  Steinplatte  im  Pflaster 
mer  Strasse,  Kirche  u.  dgl.,  zur  Feststellung  eines  Verglei- 
ebnngshorizontes;  so  wärde,  gleichviel  ob  der  Winkelmesser 
auf  einem  Stative  frei  am  Boden  oder  auf  einem  Fenster  u.  dgl. 
steht,  der  Höhenunterschied  (A  —  A')  die  Instrunientshöhe  sein.  — 
Es  kann  aber  auch  umgekehrt  der  Mittelpunkt  A  des  Höhenkrei- 
sea  Unter  einem  gewissen  voraus  festgesetzten  Veraleichungsho- 
rizonte  A'  liegen ,  z.  B.  unter  der  Spitze  eines  Tnurmes  oder 
Signala,  unter  der  Axe  der  Zeiger  einer  Uhr  an  einem  Thurme 
n.  a.  n.  Dann  ist  die  Instrumentshöhe  (A-^A')  negativ,  nem- 
licb  eigentlift  eine  Instrumentstiefe. 
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Werden  au  zwei  Punkten,  A  and  B,  etfi-a  an  den  Grens- 
puiikteo  einer  Basis  Hohenwinkel  gemessen,  wo  wieder  A  und  B 
die  Mittelpunkte  der  Hrihenwinkelniesser  vorstellen,  und  sind  A\ 
B'  Vergleicbunespunkte  in  der  Nachbarschaft  von  A  und  B\  so 
findet  man  das  Gefalle  der  Mittelpunkte  A  und  Bi 

g^{B^A):zz{B^B)^r{B^A')^-{A'^A) 


8. 

Uebergehen  wir  nun  zur  eigentlichen  trigonometrischen 
Huhenbestimmung,  und  setzen  wir: 

I.    Die  Basis  liejge  mit  dem  Huhenpunkte  im  Aligoe- 
ment  (in  einerlei  Vertical ebene); 

d.  h.  man  habe  in  einer  Verticalebene  des  Huhenpunkts  eine  mess- 
bare oder  schon  gemessene  oder  sonst  wie  bekannte  gerade  Linie ; 
ferner :    ' 

1.    Die  Basis  endige  in  der  Lothrechten  des  Höhen- 
punktes,' 

und  zwar: 

a)  Die  Basis  sei  wagrecht.    (Taf.  I.  Fig.  4.) 

Lässt  sich  im  Terrain  von  einem  gewissen  Orte  bis  an  das 
Höhenobject  eine  wagrechte  Gerade  messen,  so  stelle  man  an 
jenem  Orte  den  Winkelmesser  auf  und  lothe  seinen  Mittelpunkt 
A  auf  den  Boden  nach  dem  Punkte  A'  ab.  Nun  messe  man  die 
Horizontaldistanz /4'^=: 6',  die  Instrunientsbuhe  ^'il  =  t,  und  den 
Hubenwinkei  MAB=ze  oder  die  Zenithdistanz  MAV=^.  Dann 
ist  die  eigentliche  Basis  AB^=^b  gleich  ihrer  Horizontalprojection 
A'B'^zb°:  und  sonach  hat  man  trigonometrisch  ans  der  Ho-» 
rlzontaldistanz  6',  und  dem  Hubenwinkei  s  oder  der  Zenith- 
distanz ^  des  HOhenpunktes  M  Erhöhung  A  über  den  Mittelpunkt 
A  des  Hohen  Winkelmessers  zu  bestimmen ;  diese  ist  demnadi  aus 
dem  Dreieck  AB  Mi 

Ä=ilfÄ=(ilf  —  ^)=6' tangc  =4' cotf. 

Sofort  ist  die  Höh«  MB  oder  die  Erhöhung  von  M  über  B' 
oder  A* 

MB'=:(M--B')=z(M'^A')z:zMB+{BB'=iAA') 

Sei  nun  6'  um  6b' ,  ferner  b  um  dB  und  in  Folge  dessen  A  um 
dk  gefehlt  oder  unsicher,  so  erbSit  mian,  wenn  man  die  Gleichung 
A  =  A'tge  oder  ihren  natffrilchen  Logarithmen  differenzirt  und  das 
Differentiationszeicben  d  mit  d  vertauscht,  des  Höhenunter- 
schiedes A  Fehler  oder  Unsicherheit: 


I"    .. 


Sind  diese  Fehler  8b' ,   is»   8h  die  mittleren  p^er  die  w.^br 
scheinlichsten^  so  ist  '     .  '       . 


a*  =  V(tge.W')«+(,-^,.*^) 


and 


h 


=^m<My 


9. 

6)   Die  Basis  sei  geneigt  (nicht  wagrechtV 
und 

o)  endige  sich  im  Hühenpunkte  selbst  (Taf.  I»  Fig«  4;)» 

d.  L  man  kenne  aus  anderweitigen  MesBiyigefi  und  Berechnungen 
die  eigentliche  (gerade)  Entfernung  e^=AM  des  Hchenpunk- 
tes  M  vom  Mittelpunkte  A  des  Höhenwinkelroessers. 

In  diesem  Falle  flndet  man  den  HChenunterschied 
h=z3IB  =  (M — ^)  =  e.slne=e.cos^, 
daher  ihre  Unsicherheit  uberhaufit 

«nd  ^^beson^erelhf emittiere  oder  wahrschelQlichste  Ungewüi^heit 

•  •  i  X  ■< 

und 

öh      4  r/de\*  dT" 

• « 

10. 

j3)  die  Basis  endige  sieh  nicht  im  HOkelipvnkte     •: 

(Taf.  I.  Fig.  5.), 

d.  L  das  Terrain  sei  geneigt  und  man  koone  von  A'  bis  nach  B 
lothrecht  unter  M  die  geneigte  Basis  A'B=6  messen.  In  diesem 
Falle  messe  man  die  Instrumentshohe  A'A:=i,  den  Huhenirinkel 


BAP=i6   des   Endpunktes  B  der   Basis   und  den   Hohenwink 
MAP=:b  des  Huhenpanktes  M. 

ZnnSchst  findet  man,  wenn  v  den  Neiguneswinkel  der  »Bai 
gegen  den  Bhrizont  vorstellt,  im  Dreiecke  AA'B  fUr  den  WInl 
V— d  an  B, 


i 


daher  ist 


sin  (v  -  ö)  =  ^  sin  (90<>+ö)=  g  cos  ö 


v=(v-ö)  +  ö. 


und  die  Horizontaldistanz  A*B'  =  AP=^V=^bcoav.   Dann  ist  (g 
mSss  ä)  der  Höhenunterschied 

(ilf— ^=6'tang€=6cosv.tang£. 
Ingleichen  ist  noch  die  Erhöhung 

(fi— J)=6'tang0i=6cosv.tang0; 
folglich  die  Hlihe 

Ä^=(^-J)-.(Ä-^)=6'(tge-tge)=6'?^^^ 

-cosvsin(c  — ö) 
=  0 — . 

cosscosd 


11. 

[2.    Die  Basis  endige  sich  nicht  in  der  Lothrechten 
des  HShenpunktes.    (Taf.  I.  Fig.  6.) 

Ist  die  Höbe  PM  unzugänglich »  so  messe  man  an  zwei  n 
M  im  Alignement  liegenden  Punkten  A  und  B  die  Höhenwiol 
MAP=s  und  MBQ=iv,  lothe  die  Mittelpunkte  A  und  B  d 
Winkelmessers  auf  das  Terrain  nach  A'  und  B'   ab,    messe  d 


folglich  die  Basis 


-5 


und  f&r  ihre  Neigung  v  ist  tangv=:^,- 
Nun  ist  im  Dreiecke  ABM 


MAB=t''V,  *i?J=:180o-iy+v,  AMB=fj-B; 


daher 
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8iii(iy — B)  sin(iy — e) 

So  siod  die  Abetftnde  des  HOhenpunktes  M  yod  d«D  Grenzpunk- 
teD  A  und  B  der  Basis  oder  von  den  Scheiteln  der  gemessenen 
HObeDwiokel  bekannt,  daher  findet  man  (nach  6,a)  die  Höhen- 
unterschiede 

iwt      A\      AHM    '         ^ sin (iy~v) sing 

/!#     i>\      DM    •  ^sin(c— v)siniy 

^  ^  '  sin(i^ — B) 

Zur  Controle  dient  die  Gleichung 

(M-'A)^(M-B)=(B'-A):=zg. 


12. 

n.    Die  Basis  befinde  sich  mit  dem  Huheopunkte 
nicht  im  Alignement.    (Taf.  I.  Fig.  7.) 

Finden  sich  im  Terrain  keine  zwei  geeigneten  Standorte  mit 
dem  Hohenpunkte  M  im  Alignement,  so  wählt  man  zwei  andere 
passliche  Punkte  A'  und  B*.  Lothrecht  über  ihnen  in  A  und  B 
misst  man  einerseits  die  Huhenwinkel  MAP=b  und  MBQ=fi, 
mid  andererseits  entweder,  wenn  man  mit  einem  Horizontalwin- 
kehnesser  (Theodoliten)  versehen  ist,  die  Horizontalwinkel« 
und  A,  die,  wie  hoch  auch  A  über  A'  und  B  über  B"  liegen 
mag,  den  zu  ihnen  parallelen  Winkeln  RA'B"  und  RB"A'  gleichen, 
oder,  wenn  man  einen  Borda'schen  Kreis  hat,  die  geneigten 
l¥inkel  MAB^ssa  und  MBA=ß.  Nebstbei  misst  man  noch  die 
iBsimmentenhdhen  A'A=^i  und  B'B^j,  so  wie  das  GefHIle 
(B'^A'):=g',  und  endlich  die  Horizontaldistanz  A'Bf—V  der 
Anfsteliangspiuikte. 

Aach  hier  ist  wie  vorhin  das  Gefälle  der  Basis 

folgnch  die  Basis  AB=b=W b'^  +  g^. 

1.    Hat  man  die  Horizontal  winke!  %  und  A  gemessen,  so 
ist  im  horizontalen  Dreiecke  A'B"R 

RA'Bfz=zx,  RBfA'^l', 
daher 

sin  iL 


die  Horizontaldistanz  A'R-AP^V-r 


sin(j(+il)' 

BTR^BQ^V-.^^'. 

^       sm(x-f  A) 

daher  findet  man  (gemäss  a): 


»»  »» 


» 
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•        « 

den  Ufiheuuuterschied  (M^A)  =  AP .  tg  c = 6'  -r-; — t-t.  tu  t , 

2.     Hat  man  daf^es^en  die  {geneigten  Winkel  o.  and  ß  ge 
messen,  so  ist  im  geneigten  Dreiecke  ABM 

die  Distanz   AM=zb  — 


BM=b- 


sina 


8in(a-fj8)'     ' 
dalier  Gndet  man  (gemäss  b  ,a) 

-*    Ä 

den  Höhenunterschied  (^~^)=/4ilf.sinf  =  ^   .    .    ,  ^^sing, 

^  '  sm  (« +  p) 

Jedenfalls. gilt  wie  vorhin  die  Controlgleichung 
(M^A)—iia—ß)MB''A)^g. 

13.  . 

B.    Trigonometrische  Hohen messiuig  auf  ii'eite  . 

Entfernangen. 

Liegen  die  Punkte »  deren  Höhenunterschiede  ia  Betracht  ee 
Bommen  werden»  schon  weiter  als  eloe  halbe  Stunde  oder  9\w 
geographische  Viertelmeile  auA  einander;  so  darf  man»  um  gentue 
au  sein,  das  ParaileUein  ihrer  V<ertiealen  nicht  mehr  zugestehen 
sondern  man  muss  berücksichtigen,  dass  die  Verticalen  entwede 
allesammt  in  Einem  Punkte ,  dem  Mittelpunkte  der  Erde^  siel 
durchschneiden  oder  im  Allgemeinen  sich  kreuzen  und  nu 
unter  gewissen  Bedingungen  sich  schneiden.  ErM^eitert  man  näm 
lieh  in  Gedanken  die  Oberfläche  des  ruhigen  Meeres  über  di« 
ganze  Erde  zur  s.  g.  Meeres-  oder  Erd fläche,  so  ist  diese  in 
Allgemeinen  eine  Ümdrehungsfläche,  deren  Axe  die  Erdaxe  (Um 
drehungsaxe  des  ganzen  Erdkörpers)  ist.  Nun  ist  die  Vertical 
(Richtung  der  Schwerkraft)  in  was  immer  fiir  einem  Punkt  dl 
durch  ihn  gehende  Normale  der  Erdfläche,  und  als  solche  schnei 
dei  sie  die  Axe  der  Erdfläche;  mithin  müssen  zwei  solche  Vei 
ticalen  sich  überhaupt  kreuzen,  ausser  sie  gehen  durch  einerU 
Parallelkreis (-linie)  oer  Erdfläche,  wo  sie  sicn  in  der  Axe  durch 
schneiden,  oder  sie  befinden  sich  im  selben  Meridjan.  Nur  in  den 
besonderen  Fälle,  wo  man  die  Erde  für  eine  Kugel  ansieht 
schneiden  sich  alle  Verticalen  im  Mittelpunkte  derselben.  Gewohn 
lieh  nimmt  man  an»  die  Erdfläche  sei  ein  abgeplattetes  Umdre 
hungsellipsoid,  obschon  auch  ein  solches  mit  den  bisherigei 
Erfahrungen  wenig  übereinstimmt. 
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Zor  VereiDfachnng  der  schwierigen  UOheoberedinuog  bei  der 
Annahme,  dass  die  Erdfläche  ein  abgepiattetes  Umdrehun^sellip- 
seid  sei,  benutzt  man  den  Umstand ,  dass  die  weitesten  Entternun- 

fent  auf  welche  man  Huhenmessuogen  ausfuhrt,  oder  geodätische 
^reiecksspltzen  von  einander  entfernt  nimmt,  fast  nie  über  zebo 
Meilen  oder  l  Breitengrad  reichen.  In  einem  solchen  verhaltniss- 
mässig  engen  Bereiche  kann  man  nemlich  das  betreffende  Stiick 
der  Erdfläche  mit  zureichender  Genauigkeit  als  ein  sphärisches 
ansehen,  dessen  Halbmesser  der  s.  g.  Erdhaibmesser  eines 
Punktes  der  Erdfläehe  von  mittlerer  geographischer  Breite,  d.  i. 
das  Stuck  seiner  Normale  von  ihm  bis  ap  ihren  Eanschnitt  in  die 
Erdaxe  ist. 

Denn  da  ist  jeder  Erdmeridian  eine  Ellipse,  deren  grosse 
Halbaxe  der  Halbmesser  a  des  Erdäquators  und  die  kleine  Halb- 
axe  der  Halbmesser  b  des  Erdpols  ist.   Wenn  daher  die  Abplat- 

tung  der  Erde   =  a,  ihr  Axenverhäitniss   — =a  =  l — a, 

®  a  a      ^ 

ihre  Excentricität  (c=  Vä^  —  a^):a=^s  gesetzt  wird ;  so  ist  in  Taf.  I. 
Fi^.  8,  an  jepem  Punkte  M,  dessen  geographische  Breite  q>  ist« 
seine  biÄ  ^n'die  grosse  Axe  reichende  s.  g.  Normale* 

iV=:p JfATsjz -^~7 ,  wofern  (ainqi=^intü  ist; 

cos  ip  7-  X 

sein  Erdbaltmesser  r=::il!fQ=' ?,  und  sein  Krüramunas- 

cosil;  ® 

u^a  '  '    ' 

Halbmesser  R=^MO='^-—-%.    Daraus  folöt  " 

cosi/;^  ^     , 

iV=Ä(l-a«sin92)=r(l— £«;,  also  iV<Ä<r; 

mitliln  lieirt  O  immer  zwischen  iV  und  Q,  und  weg<en  R<,r  rnuss 
der  um  Q  mit  r  beschriebene  Kreis  zwischen  den  Kriinuuungs- 
kreis  und  die  Tangente  von  M  fallen.    Zugleich  ist 

OQ=r^Rz=R,---l^,  CQ=zrB^siu<p; 

mithin  liegt,  weil  s  sehr  klein  ist,  Q  sehr  nahe  an  C  und  O,  und 
zwar  ist  Rlr  y;=:0  CQ-0,   OQ^t^a  und  für  g)=90«  <^'^==?«* 

Aus  all  diesem  erhellt  demnach,  dass  man  in  der  kurzen  Aus* 
dehniiiig  von  i  Breitangrad  noch  mit  genfigender  Q^nauigkeit  die 
Eillpse  durch  den  Kr^is  des  Erdbalbmessers  ersetzen  l^Oone,  und 
dabefbei  der  trigonometrisoben  H0henmes5^ng  daf  in  Beitraciit 
konmende  Stiick  4er  Erdflä^be  immerhin  für  sphürisch  anheben 
d^rfe.    Zudem  ist  unsere  Kenntniss  der  Erdabplattun^  noch  s^r 

unsicher»  da  sie  zwischen  kg  und  ^rr  schwankt;  daher  n*ürdcefne 
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•elbst  Dach  den  «trengstaD  FormelD  berechnete  Hßhe  noch  immer 
höchst  bedenkfich  bleiben. 

Im  Folgeoden  nehme  ich  nach  J.  C.  E.  Schmidt  (Math,  nnd 
phya.  Geographie.  1.  Bd.  8.  V.)  nachatehende ,  sehr  sorgfldtig  be- 
rechnete Werthe  an: 

«=5g7?j7g  =000336168,  6<=0*00671186, 

0=3271862-318  Toiaen  =037696897  Meter, 
6=3260853  708      „      =6366622-27      "    , 

13*863 
indem  der  Meter  =443*296  Lin.=:    ^      Toiae   ist.     Danach  ist 

der  mittlere  Halbmesser  der  Erde  =6366241  Meter. 


14. 

Bei  dieser  Voraossetzunj^  betrachten  wir  als  wahren  Hori- 
zont eines  Punktes  der  Erd-  oder  Meeresflftche  die  als  ihre 
Stellvertreterin  annehmbare  Kugel  fläche,  bei  einem  höheren 
Punkte  die  concentrische  Kugelfläche;  daher  ist  der  Höhen- 
unterschied jeglicher  zwei  (wie  hier  vorausgesetzt  nicht  allzu  weit 
von  einander  entfernter)  Punkte  M  und  A  in  Taf.  I.  Fig.  9.  der 
Unterschied  der  Halbmesser  ihrer  Horizonte  oder  Ihrer  Radien- 
vectoren  OM  und  OA;  also,  wenn  wir  auch  da  die  obige  Be- 
zeichnung beibehalten,  ist 

(jif— i4)=0Ar-0A 

Demgemäss  gelten,  wie  leicht  nachweisbar,   die  oben  (in  4.)  zur 
Umtauschung  der  Horizonte  aufgestellten  Gleichungen  auch  hier. 

Die  Erhöhung  eines  Punktes  Ober  die  ErdflSche  oder  über 
die  Meeresfläche  wird  auch  seine  absolute  Hohe  genannt  Da- 
her besteht  der  Radiusv^ctor  eines  über  die  Erdfläche  erhöhten 
Punktes  aus  seinem  Erdhalbmesser  und  seiner  absoluten  H5he. 


15. 

Die  in  einem  Punkte  auf  seine  Verticale  senkrecht  aufgerich- 
tete Ebene  heisst  desselben  scheinbarer  Horizont.  Das  Stück 
der  Verticale  eines  Punktes  dieses  scheinbaren  Horizontes  zwischen 
ihm  und  dem  wahren  Horizonte  wird  die  Erhöhung  des  schein- 
baren Horizontes  über  den  wahren  an  jenem  Funkte  genannt. 

Der  Einschnitt  der  Verticalen  eines  Punktes  in  einen  gewissen 
(wahren  oder  scheinbaren)  Horizont  heisst  dieses  Punktes  Ho- 
TlzontaJprojection.  Der  Inbegriff  der  Horizontalprojectionen 
sSmmtlicher  Punkte  einer  Linie  heisst  die  Horizontalprojec- 
tlon  dieser  Linie.  Wird  die  Distanz  zweier  Punkte  in  einen 
wahren  oder  scheinbaren  Horizont  projicirt,  so  heisst  ihre  Pro- 
jeetion  danach  auch  die  wahre  oder  scheinbare  Horizontal- 
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distanz  der  beiden  Punkte.    Jene  int  ein  Kreisbogen,  diese  eine 
Strecke. 

Sei  nun  in  Taf.  I.  Fig.  10.  eines  Punktes  A  RadiusTector  A,  sein 
Abstand  yoq  einem  in  seinem  scbeinbaren  Horizonte  gelegenen  Pnnlcte 
7oderdessenscheinbareHorizontaldistanza,  und  sucht  man 
f&r  diese  Distanz  die  Erhöhung  h  des  scheinbaren  Horizontes ;  so 
ist  des  Punktes  T  Radiusvector  z=iR'{-h,  daher  in  dem  von  jK-f  A, 
R  und  d  gebildeten  rechtwinkligen  Dreiecke 

(Ä  +  A)*=lP  +  cP. 

Hieraus  findet  man,   falls  man   sich  der  Fourier 'sehen  Division 
bedienen  will, 

uDd  Oberhaupt  A=V"Ä*  +  rf*— Ä. 

Entwickelt  man,  da  et:  12  immer  nur  klein  ist,  die  Wurzel  in 
eine  Reihe,   so  ist 

A— —  -  ^* 


2Ä     8Ä» 

WO  meist  schon  das  erste  Glied  allein  genilgt. 

Wäre   die  wahre  Horizontaldistanz  D  des  Punktes  T 

liekannt,  so  wäre  sein  Radiusvector  =/2sec-n9  daher  die  Erhöh- 
ung des  scheinbaren  Horizontes  h=^R(8ec^ — 1),  und  in  eine 
Reibe  entwickelt 

wo  auch  meistens  das  einzige  erste  Glied  genügt. 

Ist  der  Neigunsswinkel  m  der  Verticalen  von  A  und  T  bekannt, 

8o   ist  in   T  der   Kadiusvector   =Rsec(a,    daher   die   Erhöhung 

sin  ^  oty^ 
A  =  Ä(secw  — 1)  =  2Ä. — - — .     Es   ist   aber  R=dcota,    daher 

auch  h=zdtB,ngim,  was  ebenso  aus  dem  Dreieck  ACT  folgt. 


16. 

Bekanntlich  gelangt  ein  Lichtstrahl  von  einem  irdischen  Punkte 
M  (Ted  1.  Fig.  11.)  in  das  Auge  A  eines  Beobachters  nach  einen 
lo  der  Verticidebene  beider  Punkte  befindlichen  Bogen ,  dergegea 
die  Erdoberfläche  hin  hohl  ist,  und  das  Auge  versetzt  diesen 
Punlct  in  die  Richtung  AF  des  auf  selbes  treffenden  Bogenele- 
mentes  oder  der  letzten  Tangente  dieses  Strahlenbogens.  Der 
Winkel  FAM  dieser  Richtung  mit  der  geraden  Entfernung  AM 
des  anvisirten  Punktes»   heisst  der  torrestrisclie  Refraotionswin- 


u 

I 

kel,  auch  kurx  die  terreätrische  Uefractioo  (irdiAtcbe  Stral 
lenbrecbung). 

Die  praktiachea  Geometer  neblien  gei^Cbnlicb  au,  dieser  g< 
krfimlttle  LiGhtsIralil  eei  ein  Kreiebogeii  voo  eifieiii  6  bie  12  übe 
hanpt  mmal  eo  grossen  Halbmesser  2t  als  der  Radiusvector  R  d< 
Beobacbtungsortes. 

1.  Kennt  man  nun  die  (serade)  Distanz  e^AHt  des  ai 
visirten  Punlctes  Tom  Augenpunkte  A ,  also  die  Sehne  lenes  Kreu 
bogeus,  und  bezeicbnet  man  mit  0  den  RefractionKwmlkei  FAA 
so  ist  bekanntlich  e  =  2^.8111^5  daher 


sing  = 


e 


2Ä' 


oder,  weil  2C =iiijK,  auch 


1     c_      e 

wenn  man  5— =n  setzt. 

Da  die  Distanz  e  in  Vergleich  mit  R  schon  sehr  klein  ist  un 
2m  wenigstens  =12  erachtet  wird,  so  muss  der  Winkel  p  so  kiel 
ausfallen,    d^s  mau   immerhin,   wenn   die   genäherte  Gleichhe 

durch  =  angedeutet  wird,  sin ^=:p:jr  setzen  kann;    dann  ist 


2m   R 


R 


II.  Kennt  man  den  Winkel  (o=:AOM  der  Verticale 
von  A  und  ilf,  und  ist  i=VAF  die  gemessene  Zenithdistan 
des  Punktes  M  &n  A^  folglich  t+Q=^  vAM  die  verbesserte  ZenitI 
distanz  desselben,  so  ist  im  Dreieck  AOM 


sino 


e  _  AM     sin  AOM 

R'^  OA  ""sin  ÜMA~siü(t+Q-fo) ' 


daher  liat  mc^n 


Sinprrf^— =:w)-T 

^      \üm       J  si 


smo) 


8iD({;+^— w) 


oder 


j_/  1 \         sin  CD  _^     CO. 

^      \^m~~  /sin(J+p — (o)      ~"     sin(f+p  — 00)' 

wofeni  im  zweiten  Theil  der  Gleichung  g  einen  genäherten  Wert 

der  gesuchten  Refraction  vorstellt    Ein  solcher  ist 

•-.■'.  ■  •  '  ' 

(_1 \  (D 

2;Ä-v«in(J:-ö>)' 

welcher  sich  auf  die  Amiahmen  sinpislnttss^:«  grfiodet 


^  Da^  die  Zenithdistanz  meist  nahe  an  90^  Ist  und  o>,p  nur  sehr 
klein  sind,  so  pflegt  man  gev% uhulich  auch  noch  den  letzten  Sinus 
=1  zu  setzen;    und  erhält  sonach 

Ich  elaube  jedoch,  dass  hier  der  Abkflrzuneseifer  zu  weit  geht, 
zumal  die  vorletzte  Rechnungsweise  mit  5  oaer  4stelligen  Loga- 
rithmen gar  nicht  schwierig  ist. 

Ul.  Ueber  die  Verhäitnisszahlen  der  Strahlenbrechung  m<=z^:H 

und  n=:^   hat  man   von    verschiedenen  praktischen  Geometern 

mancherlei  sehr  von  einander  abweichende  Angaben. 

Bouguer        setzt  7/i=9,  also  7t^|^=0'0556, 
Tob.  Mayer      „     /w=8,     „    n=j^=: 00625, 

Lambert    -        „    iii=i7,    „    n=i  12=0-0714, 

1 

Laplace  und  Delambre  bestimmten  n^tO'Q6:^^9 

also  m=6i, 
Gauss' fand  »t=:0-0653=  ^ 


also  911=7}. 


Uebrigens  äussert  die  Beschaffenheit  der  Atmosphäre  auf  die 
GrosSjC  dieser  Zahlen  einen  namhaften  Einfluss,  der  jedoch  noch 
nicht  genau  ermittelt  ist. 

Ist  die  n  mit  der  Unsicherheit  *ön  behaftet,  so  ist  die  der  q 
anhaftende  Unsicherheit  6q,  wenn  man  obige  Gleichungen  ioga- 
rithroirt  und  nach  n  und  q  differenzirt,  verhaltnissmässig 

do 9n 

Q        n' 

Nan  schwankt  n  Von  006  bis  008,    also  kann  man  in:n=^l^,l 

und  daher  8Q=]Q=0'SiQ  setzen.     Selbst   wenn   man   die  beiden 
letzten  genauestens  bestimmten  Werthe  nimmt,  hat  man 

^71  •   15  •  l  •        • 

*t=0-080-pO«=(H)15,  daher  — =jg=^ond«e=l?=^»?* 

Der  Refiractionswinkei  kann  daher  nach  dieser  Bestimmung  bis  auf 
I  oder  l  Heiner  Grosse  unsicher  sein. 

Bezeichnen  wir  noch  die  durch  die  vorletzte  Form  bestimmte 
Refraction  durch  p'»- so  ist 


1« 


^=cosec(f— »),  aUo  * — ^=cosecö; — «)  — 1. 
Nhd  findet  roan  (z.  B.  mittels  Uutton's  mathem.  Tafeln)  i&r 

2^=00038,  0O164,  (M»53,  00642. 
Bis  zu  dieser  Grenze  z  — (o=70^  ist  demnach  der  aus  der  Wc 


I  

laasnDg   von  sin(z — u)  herrorgebende  Fehler 


9'-9 


bedeute 
dp 


kiemer  als  der  von  der  Unsicherheit  der  n  herrührende  -^,  und  i 

sofern  dürfte  die  Benützung   der  letzten  und  einfiichsten  Beiec 
nungsweise  von  q  gerechtfertiget  sein. 

Besehen  wir   noch  den  absoluten  Werth  von  q' — q,   so 

Qz=nm .  [cosec  (f —  c»)  —  1] , 
K^erthe  von  {;— c»  Ist  zunächst 


p'  —  (j=n(o. [cosec (f — c»)— 1],   folglich  filr  n=:0'08  und  für  obi 


q'—q^ 


U) 


=(H)00304,  0001232,  0002824,  0O05136,  daher 


3^4, 

6''2 

61, 

9-2 

6-8. 

122. 

filr  01=20'  ist  p'-^=^%     l-^'ö, 
=30  =^-5,     2-2, 

.     =40  =i0-7,      30, 

Man  wird  demnach  aus  dieser  Zusammenstellung  leicht  übersehe 
ob  der  Fehler  q' — 'q  in  Rücksicht  des,  bei  dem  zu  Gebote  stehe 
den  Höhenwinkelmesser,  zu  befürchtenden  mittleren  Fehlers  B 
achtung  verdiene  oder  nicht.  ^ 


17. 

Wegen  dieser  Unsicherheit  in  der  Berechnung  des  ßefra 
tionswinkeLs  bleibt  es  rathsam,  an  beiden  Punkten  A  und  . 
(Taf.  I.  Fig.  ll.j,  deren  Höhenunterschied  aufgefunden  werd< 
soll ,  gleichzeitig  oder  wenigstens  bei  gleichem  Zustande  der  Atm 
Sphäre,  die  Zenithdistanz  i  und  i'  zu  inessen.  Sind  dann  q, 
die  Refractions Winkel  und  z,  z'  die  um  sie  verbesserten,  aL 
eigentlichen  Zenithdistanzen  des  ilT  in  ^  und  des  A  in  M;  so  i 

Dazu  gibt  noch  das  Dreieck  AOM  die  Gleichung 

z  +  s'=180o  +  (o. 

Letztere  verwandelt  sich  durch  die  Substitution  der  Ausdrücke  ▼< 

z  und  z'  in 

tt+n +  (*  +  ?') =1800+0.. 
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NuD  kann  man  aber  bei  einerlei  Zustand  der  Atmosphäre  die 
Refractionswinkel  q  und  q'  fär  gleich  annehmen,    dann  ist 

p=9oo+|-;-+i:. 

Sonach  sind  die  eigentlichen  Zenithdistanzen 

«=900  +  1  +  ^,  ,'=900  +  1  +  ^. 

Auch  lässt  sich  zu  diesem   Werthe  Ton  q   die  Verhältnisszahl  n 
fiodeo,  denn  nach  Obigem  ist 

nr=—  oder  genauer  n  =  — sin(z— ©). 


18. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wenden  wir  uns  zur  eigentlichen 
Höhenbestimmung  selbst. 

I.    Die  Basis  liege  mit  dem  Huhenpunkte  im  Aiig- 
Dement. 

Jedenfalls  setzen  wir  als  bekannt  voraus:  a)  die  Polhohe 
des  Standortes  A,  um  danach  den  Erdhalbmesser  desselben 
(nach  13.)  zu  berechnen,  und  6)  die  absolute  Hübe  desselben, 
um  ans  beiden  Längen  die  des  Radiusvectors  R  jenes  Standortes 
in  linden. 

Nun  kann  für  den  Hohenpunkt  gegeben  oder  gemessen  sefai, 
eotweder 

1)  die  gerade  Entfernung  vom  Standorte,  AM=:e,  oder 

2)  seine  scheinbare  Horizontaldistanz  im  scheinbaren 
Horizonte  von  A,  d.  i.  die  Tangente  AT'=^d, 

3)  seine  wahre  Horizontaldis  tanz  im  wahren  Horizonte 
▼<m  il,  d.  i.  der  Kreisbogen  AC=D,  oder 

4)  seine  anf  die  Sehne  reducirte  Distanz  im  wahren 
Horizonte  von  A,  d.  i.  die  Sehne  ^C:^^,   oder  endlich 

5)  der    Neigungswinkel    beider  Verticalen,     nemlich    * 
AOM=-  CIO. 

Zugleich  sei 

1.  nur  Eine  Zenithdistanz  gemessen  worden,  nem- 
Bch  in  A  die  Zenithdistanz  i  von  M,  so  dass,  wenn  q  den  (nach 
10.  berechneten)  Refractionswinkel  vorstellt,  die  eigentliche  ver- 
besserte Zenithdistanz  z={;-f  ^  ist. 

Zwischen  diesen  GrOssen  besteben  nun  bekanntlich  folgende 
Besiehnngsgleichungen : 

Thefl  HL  2 
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Aus  ihnen  folgt 

L—  I    ^^*^^ n  ^**"i^  f^ 8in (z  —  a) 

COSi»  4<*  CO^iOi 

,      cosw           «.sinco  ^  1 

6  =  fl-7-; r=/> r.T 


sin  (2  —  w)  (0       *  sin  (»  —  «»)' 

Ist  nun   der  Höhenunterschied  (M — ä)t=iCM^=  H^    so    ist   des 
HOhenpunktes  Radiusvector  OJll=zR+  //,  daher  im  Dreiecke  JOM 

R+H  R  e 


sin  :        sin  (z  —  co)      sin  o' 
Sofort  ist  jedes  dieser  Verhältnisse  auch  noch 

H  B 


sini  —  sin(2— cö)      >^  .    w        ^       w. 

28in^co9(z — s^) 

HiMaas  folgt,  weil  8inci  =  2sin^cos^  ist, 


t  • 


119  ■•.     li  -•■.:• 

(1)  £r=  e 


'  ed8(x— 2")  ' 


(0 

cosr 


mid  weil  ^ßsin^^^  1^: 


Q>. 


C08(2  — ^) 

Sin  (z— (öl 

So  denselben  Aosdrfickeo  leitet  auch  das  Dreieck  ACM.    Denn 
es   Ut   AM  =  e,   AC=k,    CM  =  H.    0.4C=  OCJ  =  90» —  |; 

F^C=AfC/<=90»+|,  üf^C=90<»— (i— |),  ^ilfC=z-a.,  und 
C/lf:fiiBJIf^C=^iV:6iiiilfC^=^C:siQ^^C, 

MIM 

]  .     i 

^  e  k 


cos(z— ö)      cos« 


2^      ^«o  2 
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Drückt  man  sofort  k  oder  e  durch  d  und  D  aus,  so  erfolgt 


(3) 


H-d 


cos  CO 


C08(Z— ^) 


cosioi'  sin(z— w) 

■ 

00. 


(4) 


io  sin(r  —  co) 


.    1  cos 


19. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  die  zwei  letzten  Ausdrücke  des  H 
verwickelter  als  jene  in  (1)  und  (2)  sind;   wesswegen  es  rathsam 
Udbt,  vorerst  aus  d  oder  D  die  k  oder  e  zu  berechnen,  und  sich^ 
dann  nur  Berechnung  von  U  der  Gleichungen  (1)  oder  (2)  zu  be-' 
dieato. 

Zu  jenem  vorbereitenden   Uebergange  (von  d  oder  D  auf  k 

oder  e)   kann  man,    weil  o  immer  sehr  klein  ist^   viel  bequemer 

fol^eDde   Reihenentwickelungen    benfitzen^    da   man    in   den 

meisten   Fällen   nur   das   erste   Glied   derselben    zu    nehmen 

haben  wird. 

Es  ist  nemlich  nach  dem  Vorigen  -7  = 

sieht  auf  n=tgo>,.auch  J=''T^ »  aI«o  anch 

Femer  ist  1— cosa)  =  l— (l  +  tga)*)-i,  daher 


;— ,  oder  mit  Rück- 

cosi»       .__^_____ 

V  2(1  — cos  (o) 


k       cosw  ,-      3.      „  ,  3.5 

j  = r-  =  V(l —  1  tg  fl>*  +  7-ß  tg  ©*...) 

<2      cosiw         ^       4  ®  4.6  °         -^ 

1     13^     ,  .    1.3.31,     ^ 

=1-274  tgcö^H- 2X6:8  tga,r 


und 


also  wegen  p=jg  sogleich  *  =  'ö— 5(2«)  '''■'"129(25/  ^"" 
Eben  so  bat  mau 


lagleidien 


e 


^sin  (z  —  cö)  =  cos  Q>  =  (1  +  tg  «o*)-4 

1  13 

=rl— 2tg(»2+2^tgG)*. 


ddier 


2^ 
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Endlich  ist  noch 

e  (ö     -  1      /«\*  1         /a\* 


also 


=si5(ii^[^-e(?y  ^  +  laCfiX^-  •  1- 


20. 

Obige  geschlossene  Hohenformelo  Qn  18.)  lassen  sich  auf  «ehr 
mannigfwige  Weisen  in  gegliederte  und  Näherunfl^sausdrficke  tui* 
gestalten,  um  dies  iiberschaulich  darzustellen,  wird  es  gut  seia» 
vorerst  die  in  ihnen  vorkommenden  Quotienten 

cos(2— g)  cos(z— 2") 

(0  Sin  12— (ö) 

cos  o 

in  solcher  Weise  umzustalten. 

I.    LOst  man  in  u  den  Dividend  aaf>  so  ist 

(1)  ti=cos2-f-sinztgÄ-* 

Setzt  man  hier  z={;4*p  und  lost  auf,  so  wird 

GO  CO 

tt=(cosf +  8inftg2)co8p— (sinf— cosftg  rt)s»n^;     " 

wobei  man  die  Glieder  —  wie  auch  in  der  Folue  jederzeit  -—  mit 
Rficksicht  auf  den  Umstand,  dass  cos{;,  cd,  q,  tg-n>  sin  p  hier  im- 
mer sehr  klein  sind,  nach  den  Ordnungen  ihrer  Kleinheit  nach 
einander  reihen  muss.  Geht  man  nur  ois  zur  zweiten  Ordniii^ 
in  cos^=l— asin^^....  herab  und  bis  zur  dritten  in  u,  so  wird 

CO  CO 

(2)    tturcosf+sinjtg^^  — sinJ;sin^  +  cosJ;(tg2  —  4sin^)sid^. 

II.    Ldst  man   im  Quotienten  v  beide  Divisionselemente  auf, 
so  wird  er 


(3)  r  = 


CO  CD 

cos^    cotz  +  tg^ 


COS  CO '  1— cotztgco* 
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CO 


^  ^  l+tgwtgg 

Nu  ist  (coti  +  tg^):(l-^cotztgfliy=tg^  +  coti|_^^^^^g^ 

CD  00  CD 

COS  CD  coScT + sin  CD  sin  5-  cos  5-  ^ 

|,.       itm z z.— ^        * 

T»g      ^^  ^  CD^COSCö' 

COS  CD  COS  Q-  COS  CD  COS  3- 

1         *   *-.        sin (2— cd) 
daher 


cos  CD  sin  2 ' 


CD 

COSrT 


^  /i.  2/^       C0S2        .,    CD\ 

Enrigt  man»  dass  -r-; r==cot2  ist.  so  hat  man 

^  8m(2 — cd)  ' 


•  •     >•  V  C0S(2-— ct) 

€082  ^        smz — sin(2 — cd)     ,       r»  .   «  ^ 

STT:^ V  —  C0t2  = r-7 r ^C0t2=2siD5---r— 7 T 

•18(2—1»)  61D(2— cd)  2     SID(2 — CD) 


CD 

) 

cot  2 


=  29COt2SiDÄ-' 


COScT 


daher 

CD 

2  w  iw 

^^  ^'^  ^5;^^^^*'+*^i^  +  2ocot2sin^). 

Diese  Gletchang  findet  man  schneller  aus  (3) ,  da 

09  CD 

2  CD  CD  2 

5;^(cotz  +  tg2)=r-rcot2tgcD=r--rcot2.2sin2-^^^ 

ist 

Sobstituirt   man    in   (3)  i+g   fiir  2,   folglich  cot2  =  .    .^  .    > 

_estf—tgp  .  . 

~n — AfrT    >  ■<>  wird 
Hcotftg^ 

00«!  cott+tgj  — tgp  +  cotftg|tg^ 

COSCd'     1  — COt{;(tgCD  — tg^)  +  tgCDtgp    * 

daher 

CD 

cos« 
(«)        t»=^5^[cott+tg|-tg,.  +  coti«(tg«-tg,.)I. 


»2 

III.    'Gleicht  man  im  Quotienten  v  die  Winicel  n  und   ^   « 
auf  den  einen  dann  auf  den  anderen  oufi,    so  Terwandeltl  #r  -tu 

09 

in  cot(2  — (ö)  und  cot(z  — ö)»  u'***  *"»"  findet 

Q  .  3  « 

28m(i  — Tw^atnT- 
sm  (i  —  ©) 

nach  der  bestehenden  Bedeutung  von  aund  «»jedenfalls  poi 
tiv,  und 


^      j      2cos(z-^a))8in^ 

*s<'-2^-«  = --5 

Multiplicirt  man  die  letztere  Gleichheit  mit 

c««(,-|)« 
rcot(«— 2)  =  - 


'  .1. 


<D. 
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.    <•< 


sin(x  — «»)sui(z  — 2) 
ivelches  immer  positiv  ist;   so  erfolgt 

2  cos  (z  —  ö")  cos  (z — joo)  sm  j 

^«.cot(z-|)  = ^— , 

sin(r — 5-)sin(z — cd)  > 

«welcher  Unterschied   nur  dann  negativ  ausfallen  kann,   vre 

3-00 
von  den  zwei  Winkeln  2— jo  und  2—  0"  ^®^  kleinere  noch  im  er$t< 

der  grossere  aber  schon  im  zweiten  Quadranten  (Viertel  des  v 
len  Winkels)  liegt,  also  z — 2'^'<^'<^~"o>  daher 

«)o  +  |<z<90«4-|© 

ist.  Mit  Ausnahme  dieses  kleinen  Intervalls  von  1  co«  '  da^*  Ikoc 
stens  10  Minuten  betragen  dürfte,  nemlieh  too  z>90^4-ö' I 
2<9Ü®+  1(0,  liegt  r  immer  zwischen  cot(z  — j)  und  cot(z— co).  I 

nun  in  diesem  Bereiche  von  2;  —  ^  bis  z — 00  die  Cotangente  si 

mit  dem  Winkel  stetig  abändert,  so  muss  es  ein  Mittel  z— :( 
dieser  Winkel  geben,  so  dass  cot(z — dc9)i^v  auslUlt,  wobei  de 
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nach  $  eine  absolute  zvvischen  «  und  1  liegende  Zahl  sein  mus9. 
I  Man  kann  diese  Annahme  selbst  aueh  noon  fär  jenes  Ausnahms- 
i.     htervall  gelten  lassen,  vreil  dieses  so  eng  ist. 

FiBr  diese  interessant  einfache  Gleichung 

(!)  c=cot(«— öw) 

läMt  sich  die  Zahl  ß  annäherungsweise  folgender  Massen  flndeo. 
Entwickelt  man  beide  Formen  von  v  nach  den  natürlich  steigenden 
Potenzen  von  tgOto  und  tgoo,  so  erfolgt  nach  (3)  und  n.  ]9., 
wenn  man  nicht  Ober  die  erste  Ordnung  hinausgeht,  einecscJits 


t>=cot2  +  tgrt-  +cot2*tg»H f  f 


andrerseits 


SpDen  nun  die  ufatp^ügen  Glieder  moglicbst  pabe  ({berpinatim- 
>D$Q,  also 

tgöiö(l+coU2)=tg|  +  cotx«tg« 
'  sein,  80  muss 

f — 7=:ß;;^7 — sinj«  f  cost^^risin^^  +  cosi« 

tgOJ  *gw  • 

«ein.    Dies  gibt 

/Qx            ^l  +  cos;:*     3+ cos  2z     3— cQs2(Ö0<>— 2) 
(8)  ö=t~2 =  — T^^^^^^4 

3-coq2(i— ÖO") 
4 

Oder  entwickelt  man  beide  Formen  von  v  nach  den  Potenzen 
TOD  CO  gemäss  Maclaurin's  Theorem,  ipdem  man  sie  ijurch 
f{m)  und  9(0)  bezeichnet;    so  soll 

•bo,  weil  schon  /(0)=:cot:=:9>(0)  ist,  auch 

/"(0)  =  g.'(0) 
sein.    Nun  ijsi 

4sin(z— o))sin(z— rt)  +  cos(z— ü))co8(i— ,y) 
^  ^^  sin(z-co)2 

und 
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daher  soll  sein 

^///*v     1  sin  2*  + COS  2*        ^.  $ 

'  ^^  Sin  2*  ^^  ^      sin  2*  -    - 

sonach 

ö=?tsin2*+cos2*, 

wie   oben. 

Hat  man  demnach  den  angemessenen  Werth  von  6  berechnet» 
so  ist  ganz  einfach 

r=cot(2  — öa>). 

IV.    Je  näher  2  an  90^  liegt,  desto  nfther  befindet  sich  ß  an  l. 

Ffir  diesen  ge wohnlichen  Fall»  wo  v=i=cot(i — Ico)  werden  muM, 
setzt  man  demnach  mit  Francoeur  (G^dösie  n.  259.)  und  Stam- 
pfer An  seinen  Vortragsheften,  Sffentlich  genannt:  Bauer  UM 
Bartak,  Anfangsgr.  d.  prakt.  Geom.  8.  Wien  1833.  S.  194.)  Vor- 
theilhaft 

Dadurch   wird  eigentlich 

cosZ  cotZ  1 

"~sin(Z— i«)     cosio'l  —  cotZtgio' 

oder,  wenn  man  theilt, 
W  ^=;^?S  ['  +cotZtgi»+(cotZtg4a>)H....l. 

Noch  kann  man  r"  =  (l +te4«*)"~«=  1  — itgicö*....    einfahren, 

und  erhält  so 

(10;  r=cotZ[l  +cotZtg4(ö— (i  — cotZ«)tg4a)«]. 

Diese  vorbereitenden  Umstaltungen  mögen  genügen. 


21. 

Wenden  wir  uns  nunmehr  zur  Aufstellung  der  gegliederten 
Hohenforraelo  und  heben  wir  mit  den  vollständigen  an,  auf 
welche  nur  die  Formein  (1)  und  (4)  in  n.  20.  führen  können. 

I.    Nach  (1)  in  n.  18.  und  nach  n.  20.  (1)  ist 

CO 
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Nun  ist  eG082  die  scbeinb^e  Erhuhung  (^—24)  =  «^  und  eakaz 
die  tfcheiobare  Uorizontaidistkoz  ID  des  runktes  JU  voü  A;   daher 

e  sin  z  tg  ^  =2)  tgö-  die  dieser  Distanz  entsprechende  Erhöhung  '^' 
des  scheinbaren  Horizontes.    Setzt  man  demnach 

(1)  «cos2='4.  ^8in2  =  D,  5Dtgt^=:^'; 

so  ist  die  gesuchte  Erhöhung 

(2)  J^  =  «  +  «'.     - 

Diesen  Ausdruck  Icann  man  auch  unmittelbar  aus  der  Zeich- 
Bune  (Taf.  I.  Fig.  11.)  auffinden.*  Fällt  man  nemlich  aus  M  auf 
ilT^die  JUK  senkrecht  und  verlängert  sie  bis  zu  ihrem  Einschnitt 
L  in  die  Sehne  AC;  so  ist  KM^=z^y  AK=st>9  daher 
£L=:^tgio)='4'y  weil  KAL=i(o;  und  sofort  ist  ML^s^^-i-^l* 
Es  ist  aber  ALK=W^-iio  und  ACO=MCL=^W^-'\(a,  daher 
(ALK=CLM)=zMCL,  und  im  Dreieck  MCLdit  ML=MC=H; 

folglich   Ist  a=:^  +  ^'. 

Kennt  man  demnach  die  gerade  Entfernung  e  des  Höhenpunk- 
tes M  vom  Standorte  A,  so  wird  man  die  gemessene  Zenithdi- 
stanz  {  um  die  Refraction  o  vermehren  zu  der  nunmehrigen  wah- 
ren Zenithdistanz  z ,  wie  bei  parallelen  Verticalen  (nach  n.  9.),  den 
scheinbaren  Höhenunterschied  (JU — A)=z-^,  und  die  scheinbare 
Horizontaldistanz  Z>  berechnen,  zu  dieser  wieder  die  Erhöhung 
ig'  des  scheinbaren  Horizontes  bestimmen  und  um ,  sie  jene  vor- 
läufige Höhe  ^  vergrössern,  auf  dass  man  die  wahre  Erhöhung 
{M-Äi^H  vollständig  erhalte. 

U.    Aus  (4)  in  n.  20.  und  aus  (3)  in  n.  18.  folgt 

sm(z — »)  •       °2 
Berechnet  man  demnach  die  genäherte  Höhe 
^^  ,      cosz  ,, 

(3)  rf-7-7 r=A' 

^  '  sm(z — od) 

und  (vermöee  d.  15.)  die  der  scheinbaren  Horizontaldistanz  d  an- 
gehörige  Erhöhung  des  scheinbaren  Horizontes 

(4)  rftg|=A, 

so  findet  man  den  verlangten  Höhenunterschied  {M — A) 

(5)  H=h'+h. 

Auch  dieses  bestätigt  die  Zeichnung  (Taf.  I.  Fig.  11.).  Denn 
es  ist  im  Dreieck  ATJlf  die  TM—ATsmMATiBinAMT^dixmt 
:sin(2— I9)s=  A'  and  TC=:  h%   endlich  Ist  #=  CM^  Cr+  TM 
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zxiA+k'.    S^mit  stellt  As  TM  die  mit  ROeksieht  auf  die  NeigQDg 
ci»  der  Verti^Jeft  gesehätzte  scheinbare  Erhöbung  (M'-Ä)  rot. 


22. 

Uebergehen   iVir  nun  auf  die   gegliederten  Näherungs- 
formeln. 

I.  Setzt  man  in  der   letzten  der  Gleich.  (1)  in  n.  21. 

.      ,         -l  +  VlH;tj?»a     ,^        1.1.      ,.1.1.3^      . 
*»"8*"'  = tg»     ^       -itg^-O'«"  +2X6*8"  ••• 

•  •11 

und  .erwägt,  das«  imch  n.  20.  und  oßch  denselben  G^icb.  (1) 
tai)g(o=: jnrr;^  ist,  so  hat  man  die  Erhöhung  des  scheinbareo 
Eforieejntes 

wobei  man  den  Winkel  09  nicht  zu  kennen  braucht  und  gewiss 
immer  mit  dem  ersten  Gliede  allein  ausreicht. 

Im  Zusammenhange  wird  man  also  nach  der  Reihe  die  fol* 
gfodeo  Gleichungen  verwenden: 

I      '  •    « 

0 

(2)    iy=«+«'. 

II.  Aus  n.  20.  Gl.  (5)  und  n.  18.  Gl.  (3)  folgt 

^  =  rfcots  +  atg  j  +rfiM!ot2.2sinö  • 

Hier  ist 

.(3)  £2cot;c=/io 

die  scheinbare  Hohe  (Äf- — A),  geschätzt  nach  der  Verticalen  in  A 
und  gemäss  n.  8.  berechnet,  und  wieder 

(4)  rftg|=Ä 

die  Erhöhung  des  scheinbaren  Horizontes. 

Endlich  stellt  das  letzte  Glied  £2rcotz.2sinär  den  Zusatz  zu  der 

Hftcb.der  Vertiealei  .in  A  geschätzten  seheinbareo  Hiibe  Aq»  um 
4iw  eigentlicii  verlaogle  Midi  dor  Verticalen  in  B  geschätzte  flüde 
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h'  ao  erbalten t  dar;    dess wegen-  beseichnen  wir  selben  durch  4h^^ 
nemlich 

(5)  i2i'cotzM'28iiiQ  =;^Ao* 

Nun   ist 

H  Ol 

(6)  £/cot2=Äo;  ^^^T'  2sin,y=Ä::Ä,  daher 

(7)  ^Ä„=//-^=(Ä„  +  A)*^=%'. 

« 

Dem  zufolge  ist  die  verlangte  Erhöhung  (M — Ä) 

(8)  //=Ao  +  A  +  ^/«o. 

Fast  immer  wird   man  den  Zusatz   ^/iq   vemachlSssigen   kOnnen^ 
da  das  Verhältniss 

^^*  H  —R 

sehr  klein  ist. 

Aehnlich  gibt  die  Gl.  (3)  in  n.  20.  mit  Gl.  (3)  in  n.  18. 


uJi 
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rdcotz+c/tg^ 


^l—cotztgoi 


Führt   man  hier  ans  (6)  und  (4)  die  h^  und  h  ein,    und  beachtet, 
dass  tgo)=-^»  also  eotztgG}=-^  ist,  so  findet  man 


oder  wenn  man  dividirt: 


//=(Äo+A)a+^+^+...) 


Setzt  man  daher  wieder   ,  i 


\ 


(7)'     .  //A„=(Ao+A)^=^, 

so  ist  -li-:'  ■ 

(8)  Ä=Äo  +  A  +  ^V 

Also  auch  wenn  die  scheinbare  Horizontaldistanz  d  des  H5hen- 
ponktes  bekannt  ist,  kann  man  die  gemessene  Zenithdistanz  {; 
dareb  die  Refraction  ^  zur  wahren  Zenithdistanz  z  ergS^zen,  zu 
dtoser  wie  bei  parallelen  Verticaliinien  ^n  n.  8.)  difi  sc!ieinb|(ii|e 
Hohe  Aq  nnd  zn  ihr  die  nach  jener  Distanz  bcnrtmseÄe  ErhShirag 
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h  des  scheinbaren  Horizontes  hinzufilgeh ,  wonach  man  den  Höhen- 
unterschied (M — i4)  =  J7  =  Ao  +  A  nur  um  eine  GrOsse  ^A^  zu 
klein  erhalten  wird,  die  zufolge  Gl.  (9)  von  der  Hohe  H  meistens 
ein  so  gerioffer  verhältnissmässiger  Theil  ist,  dass  er  den  unver- 
meidlichen oeobachtungsfehlem  gleich  gehalten  werden  kann. 

UI.    Die  Gleichung  (2)  in  n.  18.,  verbunden  mit  Gleichung  (10) 
in  n.  20.  >  giebt 

H=,  kv=k cot  Z  [1  +  cot  Z  tg  i©-  (i  -  cot  Z»)  tg iw*]. 
Setzt  man  die  vorläufige  iär  die  caiculative  Zenithdistanz 

(10)  £:+(,- J  =  z-|=Z 

berechnete  Erhöhung 

(11)  *cotZ  =  b, 
ihre  erste  Verbesserung 

(12)  t>cotZtgi(ö=zn> 
und  ihre  zweite  Verbesserung 

(13)  =b(i-cotZ«)tgiw«=!=z/«b; 
so  findet  man  den  Höhenunterschied 

(14)  Hz=i\)  +  /l\)^/ß\). 

k 
Da  tang4a)=sin4o>=og  '^^>  ^^  ^^^^  Aiese  Gleichung  mit  der  (11) 

.    (> 
multiplicirt   cotZ  tgif»=2^,  daher  ist  auch 

(15)  ^=2ä=2ä''' 


ae)  ^t>=-i(25)'^+(&)'t>- 


Hieraus  ersieht  man,  dass  man  die  zweite  Verbesserung  J^) 
wegen  ihrer  Unbedeutenheit  fast  immer  wird  wedassen  oder  nuch- 
stens  zur  Schätzung  des  Fehlers  berechnen  kann.  So  erhält 
man  die  von  Stampfer  (a. a*  O.  S.  194.)  angegebene  Näherungs- 
formel 

Genauer,  ohne  eine  erhebliche  Vergrosserung  der  Rech- 
oang,  erhält  man  die  Huhenformel,  wenn  man  Gleichung  (9)  statt 
(10)  in  n.  .20.  nimmt,  und        t 
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(17)  A^=l) 

COSaCf) 
h  h  ■ 

setzte  da  dann  cotZtgifo=T^sinio)=:aof  daher 

(18)  ^=^.,,,  ^^=(^y,, 

wird)  und  noch  immer  die  Gleichung  (14)  bestehen  bleibt. 

IV.  Die  Gleichung  (2)  in  n.  18.  vereint  mit  den  Gleichungen 
(7)  und  (8)  in  n.  20.  leitet  auf  folgende  Hohen bestimmung. 

Man  berechnet  vorerst  die  Uilfszahl 

,,^,  .     3-cos2(90O— 2)     3-cos2(z— 900) 

(19)  e=  j = j , 

und  sonach  die  Erhöhung  (M — A) 

(20)  Ä=Acot(2~Öa>). 

V.  Verbindet  man  die  Gleichung  (1)  in  n.  18.  mit  der  Criei- 
chung  (2)  in  n.  20.,  so  erhält  man 

^=:eti=ecosi:4-«8in{;tg2 '^«6ini:sin ^ -f  eco8i:(tg2  ^ isin^)8in^. 
Setzt  man 
(il)  cco8t=b>    e«int==ö, 

Otg|=t>',  Osin(>=b",  bCtgl-isinrisin^^b*"; 
60  wird 

(22)  Ä=:t>  +  b'-b''  +  r. 

Dabei  stellt  V  die  der  scheinbaren  Horizontaldistanz  ^  entsprechende 
Erhöhung  des  scheinbaren  Horizontes  vor,  daher  kann  man  (ver- 
möge n.  15.)  auch  angenähert  setzen 

(23)  b'=S. 


n 


Femer  ist  mit  RQcksicht  auf  n.  16.  V :\;^'=s\uQ:ig^=n(a:i^w=2n, 
also 

(24)  b''==2nt>'. 

Endlich  ist  zur  Schätzung  des  Weglassungsfehlers 

(25)         ir=^»(!b'''»'')v=%a-n). 
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Äehnlich  gibt  die  Gleichung  (3)  in  n.  18.,  verknfipft  mit  (6) 
in  n.  20. :        •  ^ 

Setzt  man  nun 

(26)  rfcotS=:b,  rftg|=:0',  rftgp  =  b\ 

bcotS(tg»-tg^)=lF^'; 
flo  giK  wMer  die  Gleicbnng  (22). 

•    •  ,  ■  *  • 

Dabei  ist  noch 

(27):.  *>'=^ 

die  der  Uorizontaldistanz  d  entsprechende  Erhöhung  des  schein- 
baren Horizontes,  und  wieder 

(24)^  b"Ä2nt>'; 

eadlkh  ist  zur  Bemessung  des  Weglassungsfehlers 

(28)  t,«'  =  0)*(2b'-t>")  =  ^(l-n); 

da  man  auch  hier  bei  V'  stehen  zu  bleiben  pflegt. 

Anstatt  also  die  Zenithdistanz  ^  um  die  Refraction  q  zu  ver- 
grossern,  vermindert  mlan  die  Höhe  selbst  wegen  der  Refraction 
um  b"« 

Auf  diese  Weise  rechnet  Benz enfoerg  (Höh.  Rechenkunst. 
8.  Düsseldorf.  1813.  S.  544.)  und  nach  ihm  Netto  (Handb.  der 
Vermessungskunde,    kl.  8.    Berlin.  1825.    2r  ThI.    S.  138.). , 

VI.  Setzt  man  endlich  für  l^"  seinen  Näheningswerth  aus 
(24),  so  findet  man 

■(29)  jy=b  +  (l-2it)b'  +  b'". 

Dabei  ist  2n  nach  Bouguer  =  J=011,  nach  Tob.  Mayer  =i=012, 
nach  Gauss  =S7=0*13,  na<?h  Lambert  =:;=Ü14,  nach  De- 
lambre  =;=0'16. 

Atif  solch«  Art  rechnet  Grelle  (Handb.  d.  Feldmessens  u.  s.  f. 
8.    Berlin.  1826.    §.  134.) 

23. 

Sind 

2.  die  beiderseitiffen  Zenithdistanzen  gemessen 
worden,  nemlich'ln  A  Ae  i  und  in  üf  die  C';  so  bt  nach  n.  17. 
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cos (z—  2  )  =  s*""  4  (f  -  0 »  sin  (z  —  »)  =  cos  J  ({;'— t+w) ; 
mitbin  ubevgehen  die  Hohenformeln  in  n.  18.  in  die  folgenden: 

^   ^  COS  460 

(2)  H=k   "^rf  v> 

(3)  H^d^^.  "'.yrf^. 

^  cosjß)   cosUJ'— Ji-tt) 

(4)  jr/_jr|«'"^«>j>       SmKS'— J) 


tfi)        cosiCJ'— t+Cö) 


Von  diesen  übergeht»  wie  ieicbt  zu  sehen,  die  Formel  (2),  wenn 
man 

(5)  *tgi{£'-9=A,    ^.h=h'  ■■"' 
setzt,  in 

(6)  H^h^h', 

*  •  t  * 

wpbei  man  demnach  weder  den  Winkel  co  noch  die  RefractioQ  ,z4i 
kennen  braucht.    (Vergl.  Stampfer  a»  a.  O.  S.  19S«)  \    ; 


24. 


;  * 


III.    Die  Basis  liege  mit  dem  HCbenpvnkte  ttlcht  Sfli 
Aiignement. 

Bei  diesem^  am  häufigsten  eintretenden  Falle  kann  man  wie- 
der (wie  in  n.  12.  schon  erwähnt)  entweder  die  Horizontal-  oder 
die  geneigten  Winkel  an  den  Grenzpunkten  der  Standlinie  messen. 

L  M^  hab.e  bei.^  (in  Taf.  1.  Fig.  12.)  den  Hörizontal- 
winkel  PAB\=^%  und  an  £  den  Horizontalwihkel  QßA'=:X 
<geme8seo.  Vollendet  man  durch  Führung  der  B'P  das' Dreieck 
^Pß',^so  ist/  weil  die  Ebene  PAß'  aaf  OA,  daher  nicht,  wie  die 
A'BQ  iinf  OB  senkrecht  steht,  der  Winkel  AB'P  von  dem  §p- 
messenen  A'BQz=X  etwas,  wenn  auch  noch  so  wenig  verschie- 
den, was  ieh  nirgends  beachtet  finde.  Diesen  Winkel,  den  wir 
mit  l'  bezeichnen,  werden  wir  bestimmen,  indem  wir  um  B'  das 
Ku^Mreleck  UEF  legen.  In  diesem  ist,  so  wie  die  Ebene  PAß', 
amOA,  also  auch  auf  der  Ebene  AGB  senkrecht  steht,  die 
Seite  DE  auf  DF  senkrecht,  also  EDF=  90^.  Ferner,  ist 
DE=:Aß'P=:k',  DFE=A'BQ^k,  und  wenn  wir  den  bekann- 
ten/Winkel AOB=(jOq  setzen,  ist  am  Dreieck  AOß  wegen 
0^1^  =  900  der  -4Ä'F==9(n>+a)o=:/)F.  Mithin  giebt  das  Kugel- 
dreieck die  Gleichung 

sin  DF=z  tang/>£ .  taiig(«0«—  DFE)^ 
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oder 

cos  a»o  =  tang  iL'  cot  X , 
folglich  ist 

tang  X' =  tang  X  cos  ioq* 

Bezeichnet  man  nun  der  Basis  AB  scheinbare  Horizontalprojec- 
tion  AB'  mit  b^,  so  findet  man  aus  dem  Dreiecke  AJEfP  die 
scheinbare  Horizontaldistanz 

*        *sin(x+i') 

Ingleichen  findet  man,  wenn  BA'Q=x'  gesetzt  wird, 

tang  k' =:  tang  »  cos  »0 , 

und  wenn  der  Standlinie  AC  zweite  Horizontalprojection  BA'^=zb% 
gesetzt  wird,  aus  dem  Dreieclce  A'BQ  die  scheinbare  Horizon- 
talprojection 

^      ^*     ^8m(X+x')      ^ 

Dass  man  hiezu  die  Horizontaldistanzen  öi,  ö^y  so  wie  den 
Winkel  coq,  in  dem  Hohendreiecke  OAB  nach  den  in  n.  18.  bis  n.  23. 
gelehrten  Weisen  aus  sonstigen  bekannten  Grossen  berechnen 
mflsse,  ist  wohl  ohne  meine  Erinnerung  klar. 

2.    Hat  man  die  geneigten  Winkel  ^^jB=3uk  und  ^jBJ=/} 

Gemessen  und  die  Basis  AB=  b  ist  bekannt,  so  findet  man  die  gera- 
en  Distanzen  AM=ei  und  ßJU=e^  wie  in  n.  12.  aus  dem  Drei- 
edce  ABM  nach  den  Gleichuncren 

.sin/?  sina 

«i  =  ^«;«/^_LÄ\>    ^2=bzr, 


8inia  +  ßy    "«— "sin(a+jS) 


*)  Die  TOD  X  und  »  nnr  wenig  Terschiedenen  Winkel  X'  und  u'  las- 
ten sich  auf  folgende  einfachere  Weise  zureichend  scharf  bestimmen.    Es 

ist    wegen    coswo  <  1    auch    X' <,  X     und    tang(A— A0==   ^^^"",^\> 

l  +  tgXigX' 
1— costtio       .    1  sini(üo.sin2A  „  ,.,  , 

=  1  t  >    a«    ^     —'tgA=- sr^iTTTIi-i,— «•    "a   nnn  ot^    höchstens  40' 

l  +  tgA*c08coo  1 — 2 «in  A-*  sin  Ja» 0 

#ein  durfte,  so  ist  siniaio  =  '^^9  d.  h.  nahe  gleich,  wenn  auch  kleiner 
als  1^,  »(sbA8inic«o)*=>0  und  tga-A')=<^^^.  Darum  darf 
man  mit  Recht  setzen  X — A=i -=7010  sin  2Jl.    Eben  so  ist 


(O, 


X — «'=1  ~(tfoMa2K. 

Diese  leicht  lu  berechnenden  Unterschiede  ron  X  und  «  abgezogen,  geben 
sofort  die  Winkel  X'  uod  n'  selbst 
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Nach  diesen  Vorrechnungen  und  nachdem  man  noch  die  Ra- 
dien vectoren  OA  =  Ri,  Oß==R^  bestimmt  hat,  kann  man  luden 
Hohendreiecken  OAM  und  OßM  die  Winkel  AOM=z(Oi  und 
BOM=z(o^  berechnen  und  aus  den  gemessenen  und  der  Refraction 
halber  verbesserten  Zenithdistanzen  die  wahren  Höhenunterschiede 
(M-A)  =  OM'^OA  =  ffi  und  (M-'B)=OM  -  OB=jU^  nach 
der  In  n.  18.  bis  23.  erörterten  Weise  bestimmen.  Aus  ihnen 
kann  man  sonach  noch  das  Gefälle  der  Basis  Aß,  nemlich 
gz=z(B — A)=R^  —  Ri=Nj — H^,  berechnen,  oder,  wenn  es  be- 
reits bekannt  wäre,  zur  Controle  benutzen. 


25. 

Untersuchen  wir  nun  den  Einfluss  der  unvermeidlichen  Feh- 
ler der  gemessenen  Strecken  und  Winkel  auf  die  Fehler  der 
aus  Ihnen  berechneten  Grössen;  und  bezeichnen  wir  dabei  jeden 
Fehler  einer  GrOsse  durch  den,  Ihrer  Bezeichnung  vorgesetzten 
Buchstaben  d. 

1.  Aus  den  Ausdrücken  von  </|,  c/»,  wenn  man  abkürzend 
%'^=z%,  il'  =  X  setzt,  Gndet  man  durch  Logarithmation  und  Diffe- 
rentiation 

6dl ^  .f    1  n^^_i sin  x         dA 

i^"""6r~^^*^*  +  ^^r+sinAsin(x  +  A)r' 

oder,    wenn   man  mit  <2]  sin (x -f  iL)  multiplicirt  und  erwägt,    das« 
^=^ .  ^,  4^nd  weil  Dreieck  OAB'coOBA'  ist,  dass  ^=^ 

=  — ^-^  =  1— o  5    ^^  findet  man 

dx  Q  6X 

sin  («  +  X)6di  =  sin  iSbi  —  cos(x  -f  l)-p-\-(}-^-j^)d%fi> 

daher  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 

(sin  (*  +  k)  ddi)*=  (sin  iM,)«+ (d^  cos  («+i)  y)»+((l  -^)<'«r)* 
und  aiial(^ 

(8in(»+X)Äcy«==(sinW6a)«+(d,cos(x+X)p)H((l~|-)c^ 

wobei  man  wohl  fast  Immer  -U-  und  -^  vernachlässigen  dürfen  wird. 

2.  Aehnlich  findet  man  aus  den  Ausdrücken  von  e^,  e^ 

"T'^T COt(a+p)  -=?  +  -; — zr-7— 7 — ra\  •  T»* 

Ci       0  ^    *  ^^  r      smpsm(a-l-p)    F 

oder,  wenn  mad   mit   eisin(a-f /?)  multiplicirt  und   erwägt,    dass 

-T--s=^  ist,  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
suip      «1 

Theil  XII.  d 
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(«B  (a  f /J)««i)«=  («in  ßih)»  +  (e,  cos  («  +  «  ^  +  (*i^)» , 
uad  analog 

(««(a  +  ft  des)«=(8iD«M)«+  (e,co8(a  +  |8)^)»+(«i  ^)*. 

3.    Für.  die  Ansdrücke  von  U  in  n.  18.,  wenn  man  fBr  diese 

Fehlenintersuchung  Sm=0  setzt,   da  schon  a  selbst  sehr  gering 
ist,  erhält  man  auf  die  angegebene  Weise: 


und  dabei 


"  W  +  l  TT— ——irr  )  ' 

y  sin  (r— cd)  cos  (^  —  o  )     / 


26. 


Um  eine  Vorstellung  von  der  Genaaigkeit  zu  geben,  mit 
welcher  trigonometrische  Hobönbestimmuneen  ausgefiihrt  werden 
können,  und  wie  weit  die  aufgestellten  ^äberungaformeln  aus- 
reichend seien,  möge  hier  noch  die  Berechnung  einer  mit  vieler 
Sorgfalt  vorgenommenen  solchen  Messung  stehen. 

'  D'Aubuisson*)  unternahm  im  October  d.  J.  1809  eine  tri- 
gonometrische Messung  der  Höhe  des  Monte  Gregorio,  wel- 
cher Berg**)  in  der  ^ähe  von  Turin  mit  seinem  Gipfel  unter 
45^  geographischer  Breite  liegen  soll,  den  ich  aber  weder  auf 
einer  Karte  noch  in  einer  Geographie  auffinden  konnte. 

Die  Länge  seiner  Standlinie  war  670*2  Meter  und  auf  den 
Eispunkt  leducirt  6703  Meter  Das  östliche  Ende  A  lag  uro  g^lf^ 
niedriger  als  das  westliche  B.  Turin  selbst  liegt  wt  Par.  Fuss 
=197  Meter,  seine  Sternwarte  738  P.  F.  über  der  Meeresfläche.  ***) 

Die  Winkel  wurden  mit  einem  von  Lenoir  verfertigten  acht- 
zölligen Bor  damischen  Wiederholungskreise  gemessen. 

1.  Der  geneigte  Winkel  a  am  östlichen  Standorte  A  war 
97oi3'10-"5;    nemlich 


')  Wie  Benzenberg  in  seiaer  Höheren  Recheoknntt  %.  29.  und  36. 
anführt. 

*')  Wie  J.  J.  Suppan  in  seiner  Hypsometrie«  gr.  8.  Innsbruck  1834. 
%.  97.  ^rw&hnt. 

*^*)  Gehler'«  Phjsikal.  Wörtcrb.  5  Bd.  „Hdheapankte,  barome- 
trische. *' 
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Wie-           Ah- 
dcrholnogen.  Icsuugen. 

2  .  . 

.  .  194«  26'  15" 

4  .  . 

,  .    28  53    0 

6  .  , 

.  .  223  19    0 

8  .  . 

,  .    57  45  30 

10. 

..  252  11  45 

Abweichung 
vom  Mitlei. 

2« 

2Ja 

4^a< 

1940  26'  15" 

+6" 

36 

—    -  45 

-24 

576 

0 

+21 

441 

30 

—  9 

81 

15 

+  6 

36 

Summe  105    |         0  |ll70=:4[^a«] 

Im   Mittel   2a=1940!26' ai*',    also  a=97|>WM0^-5,   mittlerer 
Fehler  der  einzelnen  Beobachtungen  *) = y  [^a*] :  (5—  1) = i  V1170**} 

=8^*0,    mittlerer  Fehler   de»  arithmetischen  Mittels  =:Jy  7^ 

2.    Der  andere  geneigte  Winkel  ß  am  westlichen  Standorte 
B  war  7(5^32'  iff'S,  nemlich 

Wie-  Ab- 

üerliolungen.  lesangen. 


2 
4 
6 
8 
10 


153«  6' 15" 
306  12  30 

99  18    0 
252  22     0 

45  27  45 


2ß 

idß 

4^jS* 

153«  6' 15" 

—42" 

1764 

—    6  15 

-42 

1764 

-     6  dO 

+  3 

9 

—    4    0 

+93 

8649 

—    5  45 

-12 

144 

Summe  27  45 


0    12330 


Im  Mittel  2/J=153o  5'  33",  also  i3=76o  32'  46"-5,  mittlerer  Fehler 
=27''-8,  und  dßzpVIf'L 

Am»   beiden    folgt  der   dritte  Winkel   AMB=180ft'-(a  +  ß) 
=zt9W3"  mit  dem  mittleren  Fehler  des   arithmetischen  Mittels 

=  VA?hPM*=13"'0.  Dieser  Winkel  ist  demnach  viel  zu  spitzig, 
daher  die  Basis  riel  zu  kurz.  Ueberdies  konnte  D'Anbaisson 
diesen  Winkel  selbst  nicht  messen,  er  war  zweimal  mit  dem 
Kreise  auf  dem  Berge  gewesen,  aber  jedesmal  verhüllten  Wolken 
die  Aussicht. 

3.    Zu  gleicher  Zeit   hatte   D'Aubuisson   die    Zenithdi- 
stanzen  gemessen,  und  zwar  an  A  die  £i=:73^28'49'''5,  nemlich 


*)  Kaeh  Gerlinff*«  Aotglefchangs-Rechnangen.  8.  Hamburg  n*  Gotha. 
18».  1.  16.  D.  7.  and  §.  17.  nl  11. 

*^)  Gerechnet  mit  Bn ebneres  Tab.  radicum,  qnadratomm  et  cubo- 
mm.  Nörnberg.  1701.,  von  der  ich  ein  durchaus  corrigirtef  Exemplar 
betitle. 

3* 
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Wie-  Ah- 

ÜKrlioluogen.  IcMin^eii. 


2 
4 
6 

8 
10 


1400  57'   0" 
293  55    0 

80  53    0 
227  50    0 

14  48  15 


2f, 

'2^ti 

4//t,« 

46«  57' 

Q" 

+39* 

1521 

—  58 

0 

-21 

441 

-  58 

0 

-21 

441 

-  57 

0 

+39 

1531 

—  58 

15 

—36 

1296 

Summe  38  15    |        Ol  5220 


Im  Mittel  2^, =146057' 39*,  also  {;=73028'49"-5.mitÜerer  Feh- 
ler =18"  1  und  iti=»"i- 

4.    üie  Zenithaistanz  an  B  war  ^=73047'52"5,   nemlich 


Wie-               Ab. 

derholiiiigen.  loAungen. 

2£i 

2^& 

4JU* 

2  .  .  .  147035' 30* 

147036'  30* 

+  15 

225 

4  ...  295  11  45 

—  36  15 

-30 

900 

6  .  .  .    82  47  45 

—  36    0 

-15 

225 

8  .  .  .  2:}0  23    0 

-  35  15 

+  30 

900 

10  .  .  .    17  58  45 

-  35  45 

0 

0 

Si 

imme  28  45 

0 

2260 

Im  Mittel  25.=U7«35'45",  also  gi=73047'52"-5,  mittlerer  Fehler 
=  ir-9  und  %  =  5"-3. 

Da  D'Aubuisson  die  Winkel  huchstens  in  Viertelminuten 
angibt,  so  scheint  seines  Winkelmessers  Nonius  nur  halbe  Mi- 
nuten angegeben  zu  haben. 

Berechnen  wir  nun  zuerst  den  Erdhalbroesser  r,  den  Ra- 
diusvector  R  ffir  A  und  B,  da  ihr  Höhenunterschied  nur  TS"* 
beträgt.    Hiezu  ist  (vermöge  n.  13.  und  18.): 


«2=000671186 

(9)=45o 

a  =6376959« 


log  fg =7-8268429  *) 

€  =89134214 

sin  y  =9-8494860 

sin  ^  =  8-7629WU 
1/;=  30 19' 16" 


log  a  =6*8046136 
cos  t/; =9-9992700 
logr  s:  6^8053436 

r =6387687"« 
Turins  Hohe  =     +197 

Ä =6387884. 


Zur  Berechnung  des  ConvergenzTviokels  coq  der  Vertica- 
len  in  A  und  ß  ist  (gemSss  n.  18.): 


*)  Nach  Vega  und  Hülfte't,  so  wie  nach  Callet'i  Tafeln. 
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'/= 


670-3"       log  6.: 


9> 


r= 


2-82627  *) 

319465 

5-31443 


100= 1-33535 


010=22^,  aUo  zu  klein, 
als  dass  man  die  Verti- 
calen  nicht  für  parallel 
annehmen  sollte. 


Da  das  Geföll  der  Basis  ^=18^  auf  61=670-3»^  also  nur  höchst 

gering  ist,   so  kann  man   die  Basis  selbst  6=:V  6i*+^*=6i 
=670'3>"  gelten  lassen. 

Benzenberg  gibt  zwar  (a.  a.  O.)  D'Aubuisson's  Basis- 
messung nicht  an,  indessen  dürfte  sich  doch  voraussetzen  lassen, 
er  habe  sie  wenigstens  zweimal  gemessen  und,  wie  ich  nach 
Handschuh's  umi  Gerling's  sorgsamen  Untersuchungen  über 
Genauigkeit  von  Kettenmessuneen  *^)  annehmen  mochte ^  ihren 
mittleren  Fehler  wenigstens  zu  0'l"*=d6  gefunden^ 

Fflr  die  Ausrechnung  der  geraden  Entfernungen  ei=zAM 
and  e^zuzBIU  haben  wir  rOcksichtlich  n.  24. 


logsina^:  9-9965431 

6  =  2-8262692 

-  „  »iD(«+ft=:0-96420l5 

sin/§=9-9879155 


löge,  =3-7783862 
"^1»»= 3-7870138 


ei=6003« 
f-i=6127 


Diese  Seiten  sind  also  nahe  9mal  so  lang  als  die  Standlinie, 
daher  diese  nnverhältnissmässig  klein  angenommen. 

Daraus  finden  wir  nun  die  Refraction,    wozu   wir  n  =  (M)8 
wählen. 


ioge.= 

9»      Ä^ 


löge,  =3-77839 

3-19465 

«=8-90309 

r=  5  31443 

e,=:3-78701 


logpi 


=  1 19056 
=119918 


D. 


Dazu  suchen  wir  noch  die  C  o 
18. 


fi=  73028' 49"-5 
g,  =  ^  15-5 

2,  =73  29     5-0 
£.=73  47    62-5 

2a=73  48     8-3. 
nvergenzwinkel  o,,  co^  nach 


log«,  =3-77839 
cosxi  =9-45373 
sinx,  =9-98170 


eicosz,  =3-23212 

e,  sin  z,  =3-76009 

— Nenn.=3-19453 

r=5-31443 


log  «,=2-26905 


12=63878841 
e,cos2,=      1707 


Nenn.=6389591 


(0,= 


i«i 


185^^-8 
3'  5''-8 
1'  32-9 


löge,  =3-78701 
cos  22=9-44553 
sin  2>2  =9^241 

e,cos2a  =3-23254 

eo  sin  tft  =3-76942 

-Nenn.  =319453 

314431 


log  oij  =2-27838 


B=6387884 
eaC0S22=  1708 
"Nenn.  =6äÖ9692 


v<Oa 


=  189*'-8 
=  y9"-8 
=1'  34"-9 


Endlich  berechnen  wir  die  Hohen  tf,,  H*i  nach  n.  18.  Gl.  (l). 


*)  Nach  Lalande'i  Tafeln. 

^)  ArchiT.    VI.  Bd.,  4  H.,  S.  375. 
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log  «.=3-7783862 
cog(t|-i<30=9-4543917 

logjy,=3-232f779' 
//i  =1709- 14" 


I,— 4«,=73»4e'33»-4 

cog(i,-4  (a,)=9A46217S 
log  A,  =3 -2332313 

Ä,=171fr93». 


Bedeutend  kfirzer  ohne  die  Convergenzniokel  findet  man 
diese  H5hen  nach  n.  22.  I. 


löge.  =:3-77838e2 
cosz.=^9'4537326 
sin^ =9-9817026 

^=3-23-21188 
J>=3- 


1^1  ^i!; 


i?=:  6387884 
•4=      1706-5S 

^  =1706-55 
«'  =      2-59 


löge»  =3-7870138 
cos2a=9-4455302 
sin  ia= 9-98-24092 

•^=3-2%fö440 
2>= 3-7694230 


#1= 170914- 

Ü=ä387884 
^=     1706-22 

iZ-h  1^6389592 

•6  =1708-22 
«'=      2-71 


|og»«=7«2018 

i2-|-A= 6-80647 

][= 0-30103 

tog^'^C^ilSM 


/fa=17I093>" 


tog|b*=7-538R5 

i{4.^=680647 

2=0-30108 

log -^'=0-43235 


I 


JedenfiUls  Ist  zur  Controle  das  Gefälle  der  Basis  gszH%--Hi 
=1-8". 

Die  mittleren  zu  beförcbtenden  Fehler  der  «  und  //  habe 
ich  nach  wiederholter  genauer  Rechnung,  die  ich  jedoch  hier  weg- 
lasse, in  folgenden  Beträgen  gefunden: 


ji=3-68«,  «€2=3-64"«;   ^^1  =  1-06",  «^a=l-03». 

Vergleichen  wir  die  letzteren  Fehler  mit  z/Aq  in  n.  22.  iL,  und 

setzen  wir,  da  -7-= — ; — :=— ; =1  — cotztemist,  fUr  An  die 

■«      estnz      sinzcos«  °  ^ 

grSssere  '^,  also  ^Ao=^~:   ^o  finden  wir  doch  nur  .^A^=0'46", 

daher  noch  nicht  die  Hälfte  von  iH,  und  wir  können  folglich  diese 
wegen  der  Convergenz  der  Verticaien  anzubringende  Correction 
ßir  zu  gering  erachten,  als  dass  wir  sie  nicht  den  unvermeidlichen 
Messungsfenlem  beizählen  sollten. 

Benzenberg  findet: 

«=97013' 10"  c,=6003-2'» 

|J=76  32  46  ea  =  61-23-7 

daher  nach  seiner  in  n.  22.  Gl.  (21)  •—(24)  skizzirten  Rechnung 


&  =73<»28'50«' 
Ja=73  47  53, 


ö,  =5753-4, 

Ö,=5880'4,  dazu  »2=3' 10", 
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und  ivcU  dieser  Wiokel  sofort  vernachlässigf  werUen  darf: 

b,  =17070  b,  =17087 

.t>,'=      2-60  W=      271 

-!>,'=—  0-41  -W=—  0-'»  (für  it=0i)8) 

Äi  =1709 19"  ä;,= 1710-98» 

9=  '  180 
Äi  =1709-18». 

Er  bemerkt  dazu:  ,,Obschon  die  Uebereinstimmang  l:^  auf  0*01"* 
wohl  nur  zußilUg  ist,  so  sieht  man  doch  aus  der  eanzen  Rech- 
nuDg  die  grosse  Sorgfalt,  welche  D'Aubuisson  auf  diese  Mes- 
sung Terwandte,  und  wir  können  sie  für  eine  der  genauesten 
halten»  welche  wir  besitzen.  D'Aubuisson  versichert,  dass  er 
die  Genauigkeit  dieser  Messung  bis  auf  einen  halben  Meter 
glaubt  verbürgen  zu  können.'^ 

Ob  eine  so  grosse  Schärfe  erreichbar  sei,  mochte  sieh  jedoch 
nur  erst  durch  verglelchung  mehrerer  von  verschiedenen  Geo* 
metem  mit  nahe  gleich  scharfen  Messwerkzeugen  ausgeflihrten 
trigonometrischen  Messungen  von  einerlei  Bergb5hen  entecbeiden 
lassen.  Leider  kaAin  ich  hiefür  nur  ein  eben  nicht  günstiges  Bei« 
spiel  auffinden.  Die  HChe  des  Montblanc  ober  dem  Genfer  See 
ist  nemlich  *)  nach  der  trigonometrischen  Messung  von  Pictet 
2238  Toisen,  nach  jener  von  Schuck burgh  2257  Toisenuud  nach 
der  von  Tr alles  2276*5  Toisen.    So  grosse  Unterschiede  können- 

Sewiüs   nur  von  Unvollkommenheit  der  Mittel  und  Methoden  der 
lessung  und  Recbnusg  herrühren. 


n. 

Celier  zwei  Abhaadlangren  Ton  IVico- 
lans  Foss  in  den  Oedenkseiiriflen  der 
Kaiserl.  Al&ademie  zu  St.  Petersbnrgr« 

I  Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Anger 

in  Danzig. 


In  den  Memoiren  der  Petersburger  Akademie  vom 
Jahre  1811  befindet  sich  eine  Abhandlung  von  Fuss  über  die 
geometrische  Aufgabe : 


')  ^^■'gl*  Snppan.  Hjpcometrio     S.  14&. 


» 
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Ein  flchiefwiiikligea  Parallelofframm  durcli 
zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  gerade 
Linien  in  vier  gleiche  Theile  zu  theilen.'S 

fiir  welche,  auf  geometrisch  -  trigonometrische  Art,  drei  AuHusun- 
gen  gegeben  werden. 

Diese  Aiffgabe  gehört,  wie  man  leicht  sieht,  zu  derjenigen 
grossen  Classe  von  Aufgaben,  welche  durch  Projection  gelbst 
werden  können;    wir  stellen  daher  folgende  Betrachtungen  an. 

1.  Jedes  schiefwinklige  Parallelogramm  kann  als  die  ortbo- 
mphische^  Projection  eines  gegen  die  Projections-Ebene  schief 
liegenden  Quadrats  betrachtet  werden. 

2.  Zieht  man  durch  den  Dun;hschnittspnnkt  der  Diagonalen 
eines  Quadrats  eine  beliebige  gerade  Linie  und  auf  derselben  darch 
eben  diesen  Punkt  eine  andere  senkrecht,  so  theileki  diese  beiden 
Linien  das  Quadrat  stets  in  vier  gleiche  Theile. 

Es  kommt  also  darauf  an,  durch  den  Durchschnittspunkt  der 
Diagonalen  des  gegebenen  schiefwinkligen  Paralfeloerammes  zwei 
sich  einander  unter  rechten  Winkeln  schneidende  Linien  so  xa 
sieben,  dass  sie  als  die  orthographischen  Projectionen  von  swel 
andern,  im  Mittelpunkte  des  entsprechenden  Quadrats  in  aeioer 
Ebene  sich  rechtwinklig  schneidenaen  Linien  erscheinen. 

Denkt  man  sich  nun  durch  die  Endpunkte  des  Quadrats  einMi 
Kreis  gelegt,  so  sieht  man  sogleich,  dass  die  Aufgabe  keine  an- 
*dere  ist,  als  die  bekannte: 

„Wenn  zwei  conjugirte  Durchmesser  einer 
Ellipse  gegeben  sind,  die  Lage  der  Haupt- 
Axen  zu  bestimmen. 

Es  sei  nun  (Taf.  IL  Fig.  1.)  ABCD  das  gegebene  Parallelo- 
gramm, O  der  Durchsehnittepunkt  der  Diagonalen  AC  und  BD, 
uOH  die  eine,  und  die  auf  ihr  senkrechte  EOF  die  andere  der 
gesuchten  Linien,  so  ist,  wenn  man  AC=2p,  BD=z2q,  ^^OD=^, 
^GOA=d^  setzt,  bekanntlich 


Tang2^=-Ä^ 


0 


oder,  wenni^  =  n  gesetzt  wird. 


wodurch  die  Richtung  der  Linie  GOUj  also  auch  die  von  EOF 
bestimmt,  mithin  die  obige  Aufgabe  gelost  ist. 

Wir  lassen  nun  noch  die  Vergleichung  unserer  Auflösung  mit 
dem  Resultate  der  in  den  Petersburger  Memoiren  gegebenen  Auf- 


*)  Man  sehe  u.  a.  Eulcr  •  Einleitung.    Tbl.  2.     $.  145. 
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liisuniren  hier  foleen :  der  Verfnsaer  snUt  «lahulbst  (Taf.  II.  Fisj. '!.} 
AB  — II,  Alir^h.  ^BAn=tt.  zieht  ilie  Unie  SlON  parnllei  mit 
AB,  Iie7.eiclinel  rfuti  Wintfl  MOG  durch  J  und  findet  'durch  seine 
Selraclilungen 

_.       ,,,  MSin2« 

IMc  Uebereini«timmui]g  dieses  ReHiiltnt»>  mit  dem  unsriiien  ist 
leicht  zu  erkennen;  denn  zieht  tnnn  KOL  parallel  mit  Ali,  ko 
mnd  MN~2a  und  KN=^-lli  eUenralU  »U  conjueiTte  Diamelei; 
eiuer  F.llipse  anKusehcn,  welche  den  Winkel  UmOK  mit  einander 
hildea. 


Ui 


Aulliisung  rührt  endlirh   von  selbst  auf  folgend«  sehr 
be  rein  geonii; Irische  Conslruclion: 


^^^^s  Mi  (Taf.  II.  Fifi.  30  ABCD  das  gegebene  schier»inkl|ge 
^^^^Blleloürnmin  ,  ivelches  durch  zwei  auf  einander  senkrechte  Linien 
^^^H^r  gleiche  Theile  getheilt  werden  soll. 

^^^■Man  siehe  die  Diu^onalen  AC.  BD,  welehe  sich  in  Oscbnei- 
^^^^L  fälle  von  einem  lieliehigen  Endpunkte  C  einer  Diagonale  ein 
^^^Hb  nnf  die  andere  und  trage  auf  dasselbe  nach  beiden  Selten 
^^PÄälfte  der  andern  auf,  mache  .ilso  CK=CL=BO,  aiehe  KO 

and   LO  und  halbrre  den  Winkel  KOL  durch  eine  Gerade  tiOlt. 

6o  ist  diese  die  eine  und  die  auf  ihr  senkrechte  EOF  die  andere 

<l»r  beiden  gesuchten  Theiliingislinien. 


^^^Die  Nova  Acta  der  Pletershurger  Akademie  vom 
Jahre  IMK»  *)  eatbniten  eine  Abhandlung  des  Akadeniikerg  Fnss 
unter  dem  Titel :  „  Obi^ervatloues  circa  cllipsin  (|uaodam 
prorsus  singutarem",  in  welcher  der  Verfasser  eine  Ellipse  unter- 
— ' — "-",•  die  thiu  Mcgcn  mehrerer  auagexetchneter  Eipi^n  sc  haften 
iders  merknilrdig  erscheint:  ich  laxse  dieselben  in  der  Reihen- 
,  wie  sie  dort  aufgefilhrt  »erden,  hier  folgen; 

[i.     Wenn  in  irgend  einem  Kreise  zu  den  einzelneu  Sinus  die 
rechenden  Cosinus  mit  ihrem  Zeichen  addlrt  »erden ,  so  lie- 
(alle  Auf  diese  Art  bestimmte  Punkte  in  einer  Ellipse. 

Wenn    man    in    diesem    Kreise    denjenigen    Durchmesser 

BSfal,  von  welchem  aus  die  Bogen  gezahlt  werden,  so  geht  der 
auf  diesem  normale  Durchmesser  durch  zwei  einander  entgegen- 
gMetzte  Durchschniltspunkte  des  Kreises  und  der  Ellipse. 

3.  Der  Abstand  des  Mittelpunkts  vnn  den  Üurchschnitfs- 
pnnkten  des  ersten  Durchmessers  mit  der  Ellipse,  ist  gleich  dem 
Cosinus  eines  halben  rechten  Winkels. 

4,  Die  halbe  grosse  Axe  der  Ellipse  ist  gleich  dem  doppel- 
'thema  des  jenem  Kreise  eingeschriebenen  regulären  Fünf- 


\  Nova  Acts  jlcad.  Petrop,  Tom.XV,  ndonnni  IT99— let».  f  ccrnp.  ttWÖ. 
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edcA,  und  die  halbe  kleine  Axe  gleich  der  Seite  des  demeelbeu 
Kreiee  eingeschriebenen  regulären  Zehnecks.    Daher 

5.  die  Differenz  der  halben  Axen  gleich  dem  Halbmesser 
des  Kreises,  und  das  Rechteck  aus  denselben  so  gross  als  das 
Quadrat  des  Halbmessers;    woraus  ferner 

6.  der  Inhalt  der  Ellipse  gleich  dem  Inhalte  des  Kreises 
folgt,  ebenso  die  Gleichheit  der  vom  Kreise  und  der  Ellipse  ge* 
bildeten  MOndchen. 

7.  Wenn  die  vier  Durchschnittspunkte  des  Kreises  und  der 
Ellipse  durch  Chorden  und  .Durchmesser  verbunden  werden,  so 
entstehen  Kreissectoren ,  welche  den  elliptischen  Sectoren ,  ebenso 
Kreissegmente,   welche  den  elliptischen  Segmenten  gleich  sind. 

8.  Wenn  in  dem  Punkte,  von  welchem  die  Bogen  sezSblt 
werden,  auf  den  Durchmesser  ein  Perpendikel  errichtet  wird,  wel- 
ches die  grosse  Axe  trifft,  so  ist  dasselbe  der  halben  grossen 
Axe  gleich. 

9.  Wenn  man  dasselbe  Perpendikel  bis  es  dem  Durchmesser 
gleich  ist,  verlängert,  und  von  seinem  Endpunkte  durch  den  Mit- 
telpunkt eine  den  Kreis  schneidende  Crerade  zieht,  so  ist  der  Ab- 
stand des  entfernteren  Durchschnittspunkts  vom  Endpunkte  des 
Perpendikels,  der  grossen  Axe,  und  der  Abstand  des  näher  gele- 
genen von  demselben  Endpunkte,    der  kleinen  Axe  gleich. 

10.  Wenn  von  demselben  Perpendikel  die  Hälfte  des  Kreis- 
halbmessers abgeschnitten  wird,  so  geht  die  dieser  Tangente  ent- 
sprechende Secante,  gehörig  verlängert,  durch  zwei  Durcnschnitts- 
punkte  des  Kreises  und  der  Ellipse. 

11.  Der  Abstand  der  ßrennpunkte  von  dem  Durchmesser, 
welcher  durch  den  Anfangspunkt  oer  ßogen  geht,  ist  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  'dem  Kreishalbmesser  und  der  halben 
grossen  Axe,  und  der  Abstand  der  Brennpunkte  von  dem  auf  jenen 
Durchmesser  normal  gezogenen,  ist  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  dem  Kreishalbnicsser  und  der  halben  kleinen  Axe. 

12.  Die  Differenz  zwischen  dem  Kreishalbmesser  und  der 
halben  kleinen  Axe  ist  das  vierte  Glied  einer  geometrischen  Pro- 
gression, deren  erstes  Glied  die  halbe  grosse  Axe  und  deren 
zweites  Glied  der  Kreishalbmesser  ist ;  und  die  Summe  des  Kreis- 
halbmessers und  der  halben  grossen  Axe  ist  das  vierte  Glied  einer 
geometrischen  Progression,  deren  erstes  Glied  die  halbe  kleine 
Axe,  und  deren  zweites  Glied  der  Kreishalbmcsser  ist 

13.  Hier  kommt  noch  die  nur  näherungsweise  wahre  Eigen- 
schaft hinzu:  dass  der  Unterschied  zwischen  dem  Umfange  der 
Ellipse  und  dem  des  Kreises  nahe  gleich  ist  jedem  der  Kreisbo- 
gen, welche  zwischen  der  Ellipse  liegen,  und  von  ihr  eingeschlos- 
sen werden. 

Ausser  diesen  Eigenschaften  und  Beziehungen  zu  dem  Kreise, 
aus  welchem  sie  entstanden  ist,  hat  unsere  Ellipse  noch  mehrere 
andere,  welche  zugleich  mit  jenen  in  der  Fuss' sehen  Abhandlung 
auseinandergesetzt  und  beuiesen  iverden. 


43 

Diese  Ellipse  steht  aber  nicht  so  isolirt  da,  wie  es  Dach  den 
Betrachtungen  des  berühmten  AkadeniiicOTs  der  Fall  zu  sein  scheint, 
eü/e  ist  nnr  ein  besonderer  Fall  einer  unendlichen  Anzahl  von  Ellip- 
sen» welche  entstehen,  wenn  man  einen  Kreis,  dessen  Ebene  auf 
der  Projections- Ebene  senkrecht  ist,  placiographisch  projicirt. 
Um  diess  zu  zeigen,  beziehe  ich  mich  auf  meinen  Aufsatz  tiber 
plagiographische  Protection  im  dritten  Hefte  des  achten  Theiles 
dieses  Archivs. 

Zur  Projections-Ebene  wird  daselbst  bei  rechtwinklic^n  Coor- 
dinaten  die  Ebene  der  ay,  die  Projectionsstrahlen  werden  paral- 
lel mit  der  Ebene  der  xz  angenommen,  der  Winkel,  welchen  die- 
selben mit  der  Projections-Ebene  bilden,  wird  durch  t  bezeichnet. 

0 

Wenn  die  zu  projicirende  Linie  ein  Kreis  ist,  dessen  Halb- 
messer durch  r  bezeicbnet  wird,  dessen  Ebene  auf  der  Projec- 
tions-Ebene senkrecht  steht,  und  mit  der  Ebene  der  xz  den  Win- 
kel 90^ — tf  bildet,  so  ist  die  Gleichung  fOr  die  Projection  dieses 
Kreises  die  einer  Ellipse,  deren  halbe  Axen: 

2^Vll  +  Vl— CosM«Sin'2t«)V2, 

j^.V{l  — Vl-Cosii*Sin2i«|V2 

sind. 

Die  Fuss'sche  Ellipse  ist  nichts  anderes,  als  die  plagiogra- 

Shische  Projection  eines  solchen  Kreises,  welcher  mit  der  Ebene 
er  xz  einen  halben  rechten  Winkel  bildet.  Bezeichnet  man  (Taf.  H. 
Fl^.  ^  »it  Fnss  den  Halbmesser  dos  Kreises,  ans  weichem 
seine  Ellipse  entsteht,  AC,  dvirch  r>  so  hat  man  in  die  obigen 
Formeln  zu  setzen: 

fÖr  r    rV2, 
u    450, 
i     Arc.(Tang=V2); 

man  erhält  also,  da  Cosu^aci  und  Sin2t=iV2.  för  die 
halbe  grosse  Axe  ^  V6+2v5=^(V5  +  l), 

halbe  kleine  Axe  ^  V6— 2v5  =  ^(v5— 1): 

iberelastlramend  mit  seinen  Angaben. 

Was  femer  den  Inhalt  der  Ellipse  betrifft,  so  ist  derselbe 
allgemein 

r%CostfCotj, 

also  in  dem  besondern  Falle,    wenn  man  die  obigen  Werthe  bio" 
eiasetst. 
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SIeich  dem  Inhalte  desjeDigen  Kreises,    ans  welcheiii  bei  Fuss 
ie  Ellipse  entsteht.    Alle  andern  Eigenschaften  ergeben  sieh  oan 
von  selbst. 

Ich  bemerke  noch,  dass.man,  falls  es  nur  irgend  ein  Interesse 
hStte,  die  Aufgabe  noch  aligemeiner  stellen  kannte,  als  sie  in  den 
Novis  Actis  gegeben  ist,  wenn  man  die  Curve  suchen  wollte, 
welche  entsteht,  wenn  zur  Abscisse  Cosor  die  rechtwinklige  Ordinate 

aCosor-f  6Sinx 

geboren  soll.    Man  wOrde  hier  zu  setzen  haben 

für  r    rVl  +  a«, 

„    u    Are. (Tang  =  a), 

1     , 

„    «•     Are. (Tang =j^VTT^). 


m. 

MTene  BesHmiiiiinfr  der  grrSssten  KlUpse, 
welche  die  Tier  Seiten  eines  ge^elienen 

Tierecl&s  berülirt. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Heiligenstadt. 


I. 

Da  je  zwei  Ellipsen  aflfin  sind,  wenn  man  irgend  zwei  zuge- 
ordnete Durchmesser  der  einen  irgend  zwei  zugeordneten  Durch- 
messern der  anderen  entsprechen  Fässt,  und  da  in  affinen  Ebenen 
das  Verhiiltniss  der  entsprechenden  Flächenräume  constant  ist 
(ArchiY  VIII.  8.  14.  und  22.);  da  also  die  Flächenräume  zweier 
Ellipsen  sich  wie  die  der  Parallelogramme  verhalten ,  welche  durch 
die  Endpunkte  irgend  zweier  zugeordneter  Durchmesser  der  einen 
und  irgend  zweier  zugeordneter  Durchmesser  der  anderen  bestimmt 
sind:  so  handelt  es  sich  in  unserer  Aufgabe  darum,  einen  Aus- 
druck (lir  den  Inhalt  2./  eines  solchen  Parallelogramms  und  so- 
fort die  Bedingung  seines  Maximums  zu  finden.  Man  erhält  aber 
/,   wenn  man  die  halbe  Länge  A  irgend  eines  Durchmessers  mit 


ileiit  Alistnnde  x  des«^elhcn  von  einer  ihm  pnrullelen  Tangente iduI- 
tipDcirl ;  «ml  mar  ist  Oas  Quailrut  ülier  A  ilem  Reiliteeke  znisdien 
"'  "  • '  -■  ■  irgend  zweier  ziif[for<lneler  tiuniionisi-'her  Pole 
n  Mitlelpunkte  M  der  Ellipse  gleich. 


Durch  projektiv  Ische  Eigenschaften  ist  ferner  (Archiv  V., 
.243.)  beniesen  worden,  dass  die  Mittelpunkte  aller  Kegel- 
■htilttc.  \Telche  zwei  zugenrdncte  (reelle  (xler  ideale)  Tangenten- 

durchüchnitte  gemein  hahen ,  in  einer  und  derselhen  Geraden  (pi/r) 

liegen. 

PI 
[  Denkt  man  sich  also  irgend  eine  der  Ellipsen,  welche  dem 
■^ebenen  Viereck  eingescbnehcn  sind,  so  kann  man  jene  Gerade 
{(fffr)  als  einen  Durchmesser  derselben  ansehen,  und,  indem  man 
sich  vorstellt:  einmal,  dass  dieselbe  ausser  den  beiden,  diesem 
Dnrchmesser  parallelen  Tangenten  bloss  xvvei  Seilen  den  gegebe- 
nen Vierecks;  sodann,  dass  sie  ausser  denselben  beiden  ersferen 
bloss  die  beiden  anderen  Seiten  des  Vierecks  berühre,  zwei  Rela* 
tionen  zwischen  /,  3:  und  irgend  einer  dritten  Variabein  linden. 
so  dass,  wenn  man  nnn  eine  dieser  beiden  letzteren  eliminirt,  eine 
Mue  Relation  hervorgeht,  welche  den  Inhalt  der  Ellipne,  insorern 

Ielbe  alle  vier  Seilen  des  gegebenen  Vierecks  berührt,  mittels 
r  einzigen  Variabein  ausdrückt. 
In  Tftf.  n.  Fig.  5.  sei  aftal  das  gegebene  Viereck,  Aß='2.m 
zwischen  ad  und  6c  enthaltene  Strecke  der  Geraden  pqr:  K 
net  die  Mitte  von  AB;  CD  und  EG  seien  die  mit  prrr  parallelen 
Tongenlen;  S  sei  der  Durchschnitt  der  verlfingerten  Seilen  «rf,  Ar, 
und  Q  derjenige  der  Geraden  SK  und  CD.  Ferner  sei  U  der 
Durchschnitt  der  Diagonalen  des  Trapezes  CDtiE,  welcher  also 
auf  SK  liegt;  u  sei  der  Abstand  des  Punktes  TJ  von  /»yr:  F  und 
J  xeien  die  Beriihnmgsi) unkte  von  Cl>  und  ad;  Sit  sei  parallel 
d  Ci  mit  FJII:    U  der  Durchschnitt  von  KD  ond  SH; 


^nefi 


i  FJ  und  < 


V  V 


^ED  II 


I  pf/r  und  K, 


m, 


End- 


ttekonntlich  ist  in  jedem,  einem  Kegelschnitte  umi^chri ebenen 
rolIßlSiidigen  Vierseit  af/rtfSSi  der  Durchschnitt  je  zweier  seiner 
Diagonnlen  bd,  nn  der  harmonische  Pol  der  dritten  Diagonale  SS,. 
Nun  sind  V  und  //  die  Durchschnitte  der  Diiigonalen  CfV  und  DE, 
DE  und  SH  des  von  den  Geraden  CD,  DG,  GE,  EC  gebilde- 
ten rallstSndigen  Vierneits;  also  gebt  FJ ,  die  harmonische  Polare 
JhltfWIrte»  C,   durch  den  Punkt  JV,   als  hannoniBchen  Pol  nw 
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^^9^  und  FM^  als  harmoDMche  Polare  des  uoeDdlleb  entfernten 
Kaoktee  ron  pqr  oder  SH^  seht  durch  den  harmoDischeo  Pol  V 
von  SH,  Enduch  geht  die  harmonische  Polare  des  Ponktcse  Z 
durch  den  harmonischen  Pol  C  von  FJ  and  ist  mit  FM  parallel, 
lallt  also  mit  Cz  zusammen.  Folglich  sind  Z  und  :  zi^'ei  zngeord- 
nete  harmonische  Pole  des  Durchmessers  ptfr. 

6. 

Nach  diesen,  der  Geometrie  der  Lage  entnommenen  Betracb- 
tangen  lauft  die  Hauptsache  der  Untersuchung  auf  folgende  wenige 
Proportionen  hinaus: 

1)    SC'.SE=a'-xia^x=CDxEG=Cll:GlJ=X'-uix^u\ 


x^ 


also  «=:  —■• 
a 


also    CQ=^DQ  = 


2)    CDiAB—CQim^SCiSA^a-^xiu; 
fn(a — x) 


a 
3)    FQ:MKz=zx^u:u:=:a—x:x: 


also  FQ  =  — -— .y;    und 

X 


CF=  m=CQ+FQJ-^^^-^^±^  , 

ux 
{a — x)  (mx  —  ay) 


DF=^DQ-FQ= 


ax 


4)     VMiDF^uxx—u^xia-^x,    F^=— -'^. 
6)     VZiDF^VH:DH=^a:wx,  FZ-??^^^^; 

'  X 

folglich 

ax 


2^2 


a^x 


P=^».;r«=  («-^)(«+^)('^-«>y)(>«^+«y)^^  (m«;t»-cV). 


7. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  erhält  man ,  wenn  die  swischen  den 
Seiten  ab  und  ed  des  gegebenen  Vierecks  enthaltene  Strecke  AtBi 
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der  Geraden  pfr=%/ii,  der  Darcbschnitt  dieser  Seiten  &,  des- 
sen Abstand  von  pyr=ai,  und  der  Abstand  des  Mittelpunlctes  M 
der  Ellipse  vom  Mittelpunkte  Xi  der  Strecke  ^iBi^yi  gesetet 
wird : 

Ist  nun  noch  NK=NKi=k;  MN:=iv,  also  y=v — it,  y^^r:v-{-k\ 
so  bat  man  für  den  Inhalt  einer  Ellipse,  welche  alle  vier  Seiten 
des  gegebenen  Vierecks  berührt,   folgende  zwei  Gleichungen: 


8. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  7=0,  wenn  "ar=J: a  oder 
x-^-^Oi  ist,  d.  h.  wenn  die  parallelen  Tangenten  durch  iS  oder 
Si  gehen;  und  da  man  Gleichungen  von  derselben  Form  erhalten 
muss,  wenn  man  im  Obigen  entweder  die  Punkte  A,  Bi,  a  und 
A^ ,  ßy  Cy  oder  B,  Bi,  S  und  Ay  Ai,  d  an  die  Stelle  der  Punkte 
Ay  B,  S  und  Aiy  Biy  Si  treten  lässt,  so  muss  auch  7=0  wer- 
den, wenn  jene  Tangenten  durch  die  Punkte  a  oder  c;  b  oder  rf 
gehen.  Und  umgekehrt:  eeht  eine  dieser  Tangenten,  z.  B.  CD^ 
durch  keinen  der  Punkte  S,  Si,  a,  c,  b,  d,  so  gibt  es  allemal 
einen  gewöhnlichen  Kegelschnitt,  welcher  die  fön?  Geraden  C/>, 
ab,  bcy  cdy  da  berührt,  dessen  Inhalt  also  nicht  =0  sein  kann. 
Nun  aber  entpricht  der  CD  allemal  eine  eleichweit  von  pqr  ab- 
stehende Tangente  EG\  also  sind  die  sechs  Punkte  <S,  Si,  a,  c, 
6,  d  paarweise  gleich  weit  von  pqr  entfernt,  und  diess  kann  natür- 
lich nur  von  den  Paaren  Sy  St;  a,  c;  6,  d  gelten.  Somit  erhal- 
ten wir  den  bekannten  Satz,  dass  die  Mittemunkte^,  9,  r  der 
drei  Diagonalen  eines  vollständigen  Vierseits  in  einer  Geraden 
liegen. 

9. 
Da  nun  a=ii2  ist,  so  geben  die  obigen  Gleichungen : 

nfiafl — «•(»— ^A:)*=iiii*^— a*(tJ+4)*,  also  a:*=-— ^^j-^.r, 

wodurch  sich  dieselben,  jeoachdem  man  x^  oder  v  eliminirt,  nach 
gdi9riger  Entwickelung  in  die  folgenden  verwandeln : 
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II 


I 


-f- 

a 

's 

I 

3> 


\ 


¥ 


Man  setze  jetzt 


2ak 


nit  +  wi 


=c; 


II 


f    r 


& 


I 


M 


I— 

I 

i 


I 


-f- 

1?^ 


2ak 

mi — m 


=  6;  »0  wird  1^=0  für  die 


Werthe  :r=:±a,  ±6^  db^»  und  diesen  der  Reihe  nach  entsprechend 
auch  far  die  Werthe  p=    ^  .. =»;  /:-^ =0;  Ar— — =r. 


4a«i^ 


wii — m 


?/ii+m 


wie  man  aas  der  Gleichung  a:*= — TUTÜü-^  ersieht  Auch  ergibt 


in' 
a«     6«      c« 


sich  aus  dieser  letzteren,  dass  —  =  — =—  ist. 

p       q        r 

Durch  Einführung  der  neuen    Symbole   erhalten  nun  unsere 

zwei  Gleichungen  die  folgende,  viel  einfachere  Gestalt: 


/«  =~  {v—p){v—q){t)^r) 


=K(:.~ 


(x~o){x  +  a)(x  ~t)(.r  +  b){:r-en:r  ■{-€); 


ivo  man  statt    —  auch  —  oder   —  schreiben  darf. 
p  t/  T 

Sonie  die  (irüssen  a,  b,  c  die  Alistände  der  Ecken  S,  Si; 
b,  d;  c,  a  des  vollständigen  Vlerseits  von  der  Geraden /lyr  sind, 
fto  siod  offenbar  y>,  q,  r  die  Abstände  des  Punktes  N,  welcher 
selber  nicbts  anderes  als  der  Scbwerpunkt  der  vier  Punkte  A, 
Ai,  Ri  ist,  von  den  Mittelpunkten  p,  g,  r  der  Diagonalen  jene 
Vierseils. 


Lehrsatz  1. 

tt)    Bestimmt  man   in  einem  vollständigen  Vierseit 
"\  Abstand   des   Mittelpunktes  einer  "^^ ' 


Die  Diagonalen  SSi,  btl,  ac  sind  für  sÖmmllii^Le,  dem  Vier- 
seit  eingeschriebene  Kegelschnitte  drei  zugeordnete  harmn* 
ntsche  Polaren,  d.  b.  Gerade,  von  denen  einejede  die  harmoni- 
sche Polare  des  Durchschnittspunktes  der  beiden  anderen  ist.  Diese 
aber  sind  bei  zwei  beliebigen  Kegelschnitten  nach  Archiv  Tbl.  V., 
S.  'ipi.  nllemal  vorhanden,  wenn  dieselben  vier  oder  gnr  keine 
Tangente  gemein  haben,  und  in  dem  Falle,  nenn  sie  bloss  znei 
Tangenten  SA  und  SB  gemein  haben  .  sind  wenigNlens  die  Gerade 
SS,  und  ihr  harmonischer  Pol  i,  und  nasser  dem  Pnnkle  p  auch 
nocii  f  nnd  r  vorhanden.  Denn  sind  M,  jl/,  die  Mittelpunkte 
heider  Ellipsen,  und  x,  Xi  die  Abstände  der  mit  MM,  parallelen 
Tangenten,    c,  rj    die    unljekunnten   Abstände  der  PutiKto  M,  Mi 

von  JV,   80  ist  -^  =  — ,  und  da  x,  Xi  gegeben  sind,   so  ist  der 

Punkt  N,  K  ohnediess,  und  daher  auch  AT,  gegeben.  Ferner  ist 
leicfat  zu  zeigen,  dass  die  Punkte  t/,  r  sowohl  init  den  Punkten 
K,  A'i  (ivas  sich  zum  Theil  schon  nus  der  Kelation  i/.r=£'  er- 
gifalj,  alx  auch  mit  denjenigen  Punkten  harmonisch  smd,  in  wel- 
climi  ß/Mi  von  den  vornandenen  tieraden  Si  und  ^iJ  geschnitten 
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Wird.  Unter  der  Voraussetzung  also>  dass  man  in  diesem  lettte- 
ren  Falle  die  Geraden  bd  und  ac  durch  irgend  zwei  andere,  dardi 
die  Punkte  7,  r  gehende  Gerade  ersetzt»  können  wir,  der  Kflnse  we- 

fen  mit  P o n c e le t  vom  Gesetze  der  Continuität  Gebrauch  machend, 
eo  vorigen  Satz  in  allgemeinerer  und  etwas  veränderter  Form  so, 
wie  folgt,  ausdrücken: 

Lehrsatz  2. 

Die  zweiten  Potenzen  der  Inhalte  zweier  Ellipiieii 
von  beliebiger  Gestalt  und  Lage  verhalten  sich  zu  ein- 
ander, wie  die  Produkte  der  Abstände  ihrer  Mittel- 
punkte von  den  drei  ihnen  gemeinschaftlichen  zugeord- 
neten harmonischen  Polaren. 

Dieser  letztere  Satz  scheint  sehr  reich  an  schonen  and  wich- 
tigen Folgerungen  zu  sein  *). 

Lehrsatz   3. 

■ 

Bewegt  sich  eine  von  zwei  Ellipsen  in  einer  Ebene, 
ohne  ihren  Inhalt  oder  dessen  Vernältniss  zu  dem  der 
andern  Ellipse  zu  ändern,  so  bleibt  in  allen  Momenten 
ihrer  Bewegung  das  Verhältniss  der  Produkte  aus  den 
Abständen  der  Mittelpunkte  beider  Ellipsen  von  den 
Ihnen  gemeinschaftlichen  drei  zugeordneten  harmoni- 
schen Polaren  unveränderlich  dasselbe. 

Da  die  Punkte  q  und  r  mit  K  und  Ki  harmonisch  sind,  so 
liegen  p,  g>  t  immer  auf  einerlei  Seite  vom  Punkte  N.  Daher 
ist  immer  eine  ungerade  Anzahl  der  Faktoren  v — •»,  v — q,  v  —  r 
negativ,  wenn  M  zwischen  p  und  q  oder  auf  der  unendlichen 
Strecke  jenseit  r  liegt;  eine  gerade  Anzahl  dagegen,  wenn  M 
zwischen  q  und  r  oder  auf  der  unendlichen  Strecke  jenseit  p  liegt 
In  den  beiden  ersteren  Fällen  ist  7^  negativ,  ein  Umstand,  der 
nur  bei  der  Hyperbel  stattlindet.  Liegt  der  Punkt  3J  jenseit  /?, 
so  sind  alle  cfrei  Faktoren  positiv  und  es  nimmt  /  fortwährend 
mit  V  zugleich  zu;  es  findet  also  kein  Maximum  im  eigentlichen 
Sinne  statt.  Auch  kann  es  natQrlich  bei  dieser  Lage  zweier 
Punkte  AJ  keine  zwei  Ellipsen  von  gleichem  Inhalt  geben.  Folg- 
lich ist  der  Mittelpunkt  derjenigen  Ellipse,  deren  Inhalt  ein  Maxi- 
mum von  endlicher  Grösse  ist,    nur  zwischen  q  und  r  zu  suchen. 

Denkt  man  sich  die  erste  Gleichung  nach  v  gelöst,  so  erhält 
man  für  einen  beliebig  gegebenen  positiven  Werth  von  /^  entwe- 
der   nur    einen  oder    drei  Werthe  für  v  und  also  eine  oder  drei 


*)  Anm.  Z.  B.  der  Satz:  Der  Mittelpunkt  der  kleinsten  £llip8e, 
welche  durch  vier  gegebene  l'iiiikte  gciit,  ist  ein  Punkt  desjenigen  Kegel- 
■chnittefl,  welcher  die  Mittelpunkte  der  sechs  Seiten  des  von  jenen  vier 
Punkten  gebildeten  volUtändigen  Vierecks  und  ausserdem  die  Durch- 
■chnittspunkte  der  drei  Paar  Gegenseiten  enthält;  nämlich  degenige 
Punkt  desselben,  dessen  Abstände  von  den  Verbindungslinien  dieser  drei 
letzteres  Punkte  da«  kleiaste  Produkt  bilden. 
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EllipseD  voD  gegebenem  lohalte.  Von  den  Mittelpunkten  der  letz- 
teren liegen  zvi^ei  zwischen  g  und  v,  der  dritte  jenseit  p.  Die 
negative  Summe  jener  drei  Werthe  ist,  wenn  man  die  Gleichung 
nach  Potenzen  von  v  ordnet,  dem  Faktor  des  zweiten  Gliedes, 
d.  h*  '~;(P+9+'')  gleich,  d.  h.  der  Schwerpunkt  der  Mittelpunkte 
der  drei  Ellipsen  ist  zugleich  der  Schwerpunkt  der  drei  Punkte 
p,  q,  r.    Wir  erhalten  also  mit  Plücker  den  folgenden  Satz: 


Lehrsatz  4. 

Sämrotliche  Ellipsen,  welche  die  Seiten  eines  gege- 
benen vollständigen  Vierseits  berühren,  sind  im  All- 
femeinen  drei  zu  drei  von  gleichem  Inhalt,  und  zwar 
legen  die  Mittelpunkte  zweier  von  je  dreien  zwischen 
den  Diagonalen  des  zu  jenem  gehurigen  gewöhnlichen 
Vierecks  und  der  dritte  auf  der  unendlichen  Strecke 
jenseit  der  dritten  Diagonale  des  vollständigen  Vier- 
seits: ferner  ist  der  Schwerpunkt  je  dreier  Mittelpunkte 
ein  fester  Punkt,  nämlich  zugleich  der  Schwerpunkt 
der  drei  Mittelpunkte  der  Diagonalen  des  vollständi- 
gen Vierseits. 

10. 
Differenzirt  man  endlich  die  Gleichung 

n=^(v—p)(v-g)(t>-r) 

nach  V  und  setzt  den  Differenzialquotienten  von  7=0,    so  erhält 
BaD  als  Bedingung  des  Maximums  die  folgende: 

(v-p)  (v^q)  +  (P— p)(t?— r)  +  (ü— ^)(ü— r)  =0 

oder 

3c*-2o(p+^-fr)=— (pflr+pr  +  yr). 

Zur  Vereinfachune  setze  man  J(p-f  y  +  r)==A  und  r=ri— A, 
p=Pi~A,  q=qi — n,  r=ri~-h,  so  ist  h  die  Entfernung  des 
Schwerpunktes  s  der  Punkte  p,  q,  r  von  N  und  t?, ,  p, ,  ö,  ,  Vi 
die  der  Punkte  M,  p,  q,  r  von  s;  also  Pi+Qi  +ri=0.  Polg- 
lich gewinnt  die  letztere  Gleichung  durch  Einführung  der  neuen 
Symbole  nun  die  einfachere  Gestalt: 

3ri«=— (piy,  +  PiTi  +  qiTi). 

Es  ist  aber 

Pi^-t-piqi+Piri^^piqi  +  qi^+Vin^Piri+qiri  +r,«  =  0, 

also 

4« 


5^ 

F=Pi^  +  yi*  +  »'i*-fti?i*=0  und 

Pi*+^i*  +  »"i^— (pi^/i  +Pin  +  ^in) 

also         ^Pi*=(pi  -  ^i)*i^(Pi  — ^i)(Pi  -n)  +  (p,  — ri)« 

=  ('/i  — Pi)^  -  (7i  -Pi)  (^1  — n)  +  (91  —  n)^ 
=  (n  -9i)*— (ri  — yi)(ri— Pi)  +  (ri  -pi)«. 

Man  kann  daher ,  wenn  man  die  La&^e  der  Punkte  p»  9,  r  sa 
s  in  Betracht  zieht,   die  Länge  r|  sehr  leicht  constrairen. 

Es  sei  pqti  ein  gleichseitiges  Dreieck;    so  ist 

=  («p  +  f9)*+(«p  +*r)2  -  (jp+jy)(j;>  +«r)  =  yPi»; 

also  39i=J:(iTi).    Zieht  man  nun  durch  s  mit  (rr|)  eine  Parallele 
und  aus  Xi  ^'ine  Senkrechte  tri  auf  p^,   welche  die  erstere  in  ^ 
schneidet,  so  ist,  weil  pt^=iqt  und  $  der  Schwerpunkt  von  o,  9,  r 
ist,  r<=3.5t  und  ^i=3./^,  rr|=3.«^;   also  ri=i^  und  q  ist  der 
Mittel-  oder  Schwerpunkt  des  Dreiecks  pqrx.     Denkt   man  sich- 
ferner  über  den  Strecken  pr  und  qr  ebenfalls  gleichseitige  Drei* 
ecke  pr^i' und  qrpi    construirt,    so   müssen  deren  Schwerpunkte 
k  undf  n  dieselbe  Eigenschaft  wie  q  besitzen ,  was  bereits  aus  dem 
Obigen  und  auch  daraus  folgt,  dass  rri  =  09x==/ij9x=3.i^=:3.t£  ^ 
=:3.S7C  ist.    Bedenkt  man  endlich  noch,   dass  su^=sv=sq  kleiner  ' 
als  sp  und  sr,  'aber  grosser  als  sq  sein  muss,    so  lässt  sich  das 
Endergebniss   dieser  ganzen    Untersuchung  durch   folgende  zwei 
Lehrsätze  ausdrucken,  und  zwar  durch  den  zweiten  so  vollkommen 
symmetrisch,  wie  man  von  vornherein  zu  erwarten  berechtigt  war. 

Lehrsatz  5. 

Der  Mittelpunkt  der  grossten  unter  allen  Ellipsen, 
welche  v'ier  gegebene  Gerade  berühren,  ist  ebenso- 
weit vom  Schwerpunkte  der  Mitten  der  Diagonalen  des 
von  jenen  gebildeten  vollständigen  Vierseits,  als  letz- 
terer vom  Schwerpunkte  eines  gleichseitii^en  Dreiecks, 
das  über  dem  Abstände  zweier  Diagonal-Slittelpunkte 
errichtet  ist,  entfernt. 

Lehrsatz  6. 

Beschreibt  man  über  den  drei  Strecken,  welche  durch 
die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  eines  vollständigen 
Vierseits    oestininit   werden,    drei   gleichseitige  Drei- 
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den  Diagonalen  des  gewöhnlichen  Vierecks  li«^!?^»  >^t 
der  Mittelpunkt  der  erössteu  unter  allen  Ellipsen, 
welche  diesem  Viereck  eingeschrieben  sind;  der  an- 
dere ist  der  Mittelpunkt  «derjenigen  Hyperbel,  für 
welche  unter  allen,  demselben  Viereck  eingeschriebe-. 
nen  Hyperbeln  der  von  den  Asymptoten  und  einer  be- 
liebigen Tangente  eingeschlossene  Flächenraum  ein 
Grusstes  ist. 


Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  im  XXII.  Bande  der 
monatlichen  Correspondenz  von  Zach 's  eine  sehr  schone  analy- 
tische Auflösung  dieser  Aufgabe  von  Gauss,  eine  andere  analy- 
tische von  Pf  äff,  eine  dritte  nach  der  Methode  dep^  Alten  von 
Mo  11  weide,  ferner  Bemerkungf^n  darüber  von  Schumacher  und 
die  Nachricht  einer  nicht  veröffentlichten  Auflosung  von  Buzen- 
geiger  sich  befinden,  und  dass  auch  Plücker  in  seinen  analy- 
tisch-geometrischen Entwickelungen.  2.  Band.  S.  208— 2IL 
eine  neue,  nur  im  Endresultate  mit  der  von  Gauss  übereinstim- 
nende  Auflösung  gegeben  hat.  ' 


IV- 

Vaclitragr  zu  der  Abttandluiigr  ttlier  die 
Entwickeliuigr  des  Products 

nacb  den  stelgrenden  Potenzen  von  od.  *> 

Von 

Herrn  L.  Schläfli, 

Privatdocenten  der  Mathematik  zu  Bern. 


Die  frühere  Abhandlung  über   diesen   Gegenstand  stellte  den 

CoefBcienten  Ai  von  x^  als  eine  nach  ßinomialcoeflicienten  geord- 
nete ganze  und  rationale  Function  von  n  dar,  die  als  sechsfache 
Summe  erschien  und  in  ihren  letzten  Entwicklungen  die  transcen- 


*)  ThL  X.  Kr.  XXXVllL  S.  386. 


54 

i         i 

denten  FaDctionen  Sn$  Tu  enthielt,   welche  (&r  ein  ganzes  positi- 

▼ee  Argument  n  gewissen  Summen  combinatorischer  aus  den  na- 

tOrlichen  Brüchen  |,    \,   i»  \,  jetc.  gebildeter  Producte  der  iten 

♦  i 

Classe  gleich  sind.    Jene  Function  Sn  nämlich  ist  der  doeflicient 

^jf*  ^j*  ^*  3^ 

von  a^  in  der  Entwicklung  von  (1  +  y)  (1  +  ^ )  (1  +  5^)—-(l  +  — )  «nd 

1        n+i 
daher  gleich  r~arQ ^n-u  mit  audero  Worten,  sie  ist  die  Summe 

der  aus  den  Elementen  j,  vvi»*-*Z  ^l?i^  Wiederholung  zur  tten 

Classe  gebildeten  Producte,  während  die  rationale  Function  ^  anf 
dieselbe  Weise  aus  den  Elementen  1,  2,  3,....n  gebildet  ist   Die 

i 

andere  Function  Tn  befolgt  ein  minder  einfaches  Gesetz;  sie  ist 
die  Summe  aller  combinatorischen  Producte",  welche  aus  den  Ele- 
menten 4,  i,  i,....     1  »^i>   ""47"*  g^hildet   und   der   Bedingdbg 

unterworfen  sind,  dass  in  jedem  Product  keiner  seiner  Fac- 
toren  seinen  Nenner  um  eine  die  Einheit  fibersteigende 
Zahl  grosser  haben  darf,  a]s  der  ihm  unmittelbar  vor- 
angehende Factor.    Ffir  die  ersten  Ordnungen  ist  z.  B. 

*'•.=4ß(m)+l(4+l+i))+ia.l....+^ö....+i^l.4....•^ 

u.  s.  w. 

Seither  hat  mir  nun  die  nähere  Betrachtung  dieser  Function 
T  gezeigt,  dass  sie  zur  Entwicklung  des  Kettenbnichs 


» 

1- 

_2_ 
1- 

u 
3 

u 
4 

1- 

1— 


u 
5 


1  — etc. 


nach  steigenden  Potenzen  von  u  in  merkwürdiger  Beziehung  steht. 
Sowohl   die  hier   angedeutete  Eigenschaft  der  Function  7,   als 
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die  oben' erivähDte  der  aDdern  Function  Sy    aus  der  Entwicklung 
▼oo  (l  4- f)  **"  (^  ~("~)  hcnrorzugehen,  haben  es  möglich  gemacht» 

n 

den  frfihem  Ausdruck  ßit  Ai  auf  eine  vierfache  Summe  zn  re- 
dncben. 


Das  Ergebniss  der  frühern    Abhandlungen   ist    in   folgenden 
Gleidiungen  enthalten: 

n  n  n  II 

1=0 
n 

Für  t=0  wird  in  allen  FäUen  der  Coefficient  Ai  der  Einheit  gleich. 
Wenn  n  eine  ganze,  die  NuU  übertreffende  Zahl  ist»  so  verschwin- 

n 

den  alle  Coefficienten  Ai,-  deren   unterer  Index  i  die  Zahl  n — 1 

II 

fiberstei^.     Für  n=:0  verschwinden  alle  Coefficienten  Aty  deren 
unterer  Index  i  die  Null  übersteigt. 


;      (-n4-t)(-n+t-l)..»(-n)  .  ^    (-n-f 0(-n^-t-l)...(-n-l) 
'•'--         1.2.3....  (i+l)         ■*'^>-  1.2.3. -..(*+ 2)         +•• 

.k      (-n^-i)(^n4-t->l)....(-n-c)_«=^i  J     /-«+i\    ,ax 
...+Ä-1  1.2.3....(t+«)  -  ^0      "At+«+l/  ^  ^ 


wo  Ba  eine  nur  von  den  ganzen  positiven  Zahlen  t,  a  abhängende 
Function  bezeichnet,  welche  für  a=0  der  Einheit  gleichzusetzen 
ist  und  für  «=«  verschwindet,  während  sie  för  «>  t  aufhört,  eine 
Bedeutung  zu  haben;    auch  ist  sie  ftir  t==0  bedeutungslos. 


Hier  ist  1. 2. 3..~n=n!  gesetzt,  und  Qu  bezeichnet  eine  voo  a und 
K  abhängende  rationale  und  ganze  Fan^oo  von  i,  die  für  a=a 
und  M=:a-f  1  wegfällt,  und  &ren  Grad  a— u  — 1  ist    Die  ersten 

Werthe  von  Ba  sind : 
Bo=V, 

lt-M\  /(-«•-3)(-|--4)  J     2'M '  -1-5     3.+» 

u.  s.  w. 
^.     y=«-»->  5y        /-(if2«+2)\ 


I 
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Hier  bezeichnet  Z>y  eine  von  t'  und  a  freie,  rationale  and  ganse 
FiuiGtion  von  u,  deren  Grad  |-  oder  ^^~^  betrSgt»  je  oachdeni  f 

eine  gerade  oder  aogerade  Zahl  ist.    Die  ersten  Werthe  ▼on  Df 
sind: 

•  3  ' 

i5_,  .763     .21  , 

n—i  .371    j^245  ,  .^  7    , 
A=l+2cr«+Mr"  +48"' 

JT      ,  .3557    ^2521  -.  13  , 
^=*  +  T4Ö*'  +  T8Ö**  +16"' 

#5-1  .9319     .7225  ,.85   ,.    3      . 

U.    8.     f. 

^y=:l +i\t«+iatt*....  —  zkewf,  (5) 

und  wenn 
gesetzt  wird, 

y  y  y  I  y     (j:— *  rJ" 

£^=F^-.Fcf-|..Sy+....+(-.l)(^-*A.  Äy  ....  +  (- l^Sy,      (6) 


^ fco 


X 


d^-fc 


also 


^y=(l-f)0-j)0-3-)     0-7)a+i\«+^.«H..).    (7) 
wo  freilich,  wie  wir  später  sehen  werden,  die  unendliche  Reihe 

(Py=l  +  i\a  +  iitt»+i',u»+....  (7») 
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Dor  daon  convereirt^  wenn  u  ein  Schter  Bruch  ist.  Wir  dürfen 
daher  der  Gleichoug  (7)  nur  diese  symbolische  Bedeutung  geben^ 
dasSy   fieoD  man  die  angezeigte  Multiplication  ausführt»  ein  gan- 

tes  Polynom  vom  Grade  |-  oder  ^-ly— herauskommen  wird,  in  wel- 
chem es  dann  freisteht,  (ur  u  beliebige  ganze  und  positive  Zahlen 
m  sobstitniren.  —  Die  ersten  Werthe  von  rt  sind: 

Im  AllgemeineD  ist 


d-\-r 


<f-i 


(8) 


+  0!  V   2  / 

"  f=«    1   /v+s+lN  Oll  »         ' 


(9) 


ffl 


wo  die  Function  T*«  durch   die  Gleichungen 

0  iw-f"  r  in  m  m  1        in 

7;=!,  r„=:ira  +  i7'3+i7;....+j^r„+,      (lo) 

definirt  ist 

Mittelst  der  Gleichungen  (2),    (3),    (4),    (5),   (6),  (8),    deren 
Herleitung  in  der  frühem    Abhandlung   gezeigt  worden  ist,    aber 

n 

noch  bedeutend  vereinfacht  werden  kann,  ist  nun  die  Summe  Ai 
der  ohne  Wiederholung  aus  den  Elementen  1,  2,  3,....(n  —  1)  zur 
tten  Classe  gebildeten  combinatorischen  Producte  als  sechsfache 
Summe  dargestellt,  wofern  die  mit  S  und  T  bezeichneten  Arten 
von  Functionen ,  deren  ISatur  keine  \s  eitere  Entwicklung  zu  gestat- 
ten scheint,  als  Monome  angesehen  werden.  Ich  wende  mich 
jetzt  zu  dem  eigentlichen  Zwecke  dieses  Nachtrages,  jene  sechs- 
fache Summe  auf  eine  vierfache  zurückzuführen. 

m=QD   m' 

Die  Heihe    £    Snx"*  ging  aus  der  Ent^vicklung  des  Products 

m=0 

(^^"1/  (^"^2/"' V ^  "*"  "}  ^^^^^'  Giebt  es  wohl  auch  einen  Aus- 
druck,   aus   dessen   Entwicklung  die  in  (3)  vorgekommene  Reihe 

£    Tntß^  auf  ähnliche  Weise  hervorgeht?    Bevor  wir  diese  Frage 

erledigen,  wollen  wir  die  Convergenz  dieser  Reihe,  die  wir  fortan 
mit  Vn  bezeichnen  w^oileo,  untersuchen. 
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Da  J^  =  l  ist»  MO  muMß  Ed^^O  sein,  sobald  4>0  ist.    Mau 
giebt  ons  die  Gleichung  (6) 


iiA—pA^i', 


also  ist  Fif==F<f.i  =etc.=  Fi  =  l.  Also  bekommen  wir,  weao  wir 
in  (8)  y=l  und  o  =  n-f  1  setzen: 

n  II— l     «—2      »^3  o 

^P  n^  /y  /y»  /*» 

0!  ^  1!  ^2!  ^3!    "+n!""*-  ^"^ 

Da  oon  alle  Glieder  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichm^  (mit 
Ausnahme  des  ersten»  welches  för  n>0  stets  verschwindet  nnd 
nur  fflr  «i=0  der  Einheit  gleich  wird)  positiv  sind»  so  mvss  jedes 

derselben  kleiner  als  1  sein;    folglich  ist  Tn<,n\  und  daher  auch 

(7n<n!(l-f  x-f  t<^+t<'-—)-    ^^^  convergirt  die  Reihe  17«»  sobald 

ftl 

ti  ein  ächter  Bruch  ist»  und  ihr  Werth  ist  dann  kleiner  als 


Aus  (10)  folgt 

Hultipliciren  wir   diese  Gleichung    mit   u^^^  und  summIren  sie» 
vereinigt  mit  1—1=0»  von  m=Ö  bis  m:=aD»  so  erhalten  wir 

Vn-Vn-x  =  ~-yVnyy.  (12; 

Geben  wir  dieser  Gleichung  die  Form 

SO  sehen  wir»    dass  der  Quotient  links  sich  in  Gestalt  eines  an- 
endlichen  Kettenbruchs  entwickeln  lässt: 

u 


€7„-,      ,      n  +  1 

Vn  U 


j_n  +  2 


1 


n  +  3 


l_w  +  4 


1 — etc. 
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Da  7\)=1  oder  =0  ist»   jenachdem  m=0   oder  grosser   ist, 
so  ist  I7o=:]y  und  daher 

r,=-JL_  (13) 

u 

1-^ 


U 

1-^, 


1- 


u 


1 — etc. 


Dieser  Kettenbrach  hat  für  u<l  offenbar  nur  einen  einzigen 
Werth.  Wenn  sich  daher  ein  von  n  und  u  abhängiger  Ausdruck 
angeben  lässt,  welcher,^  indem  er  der  Relation  (12)  genust  und 
(dr  n=0  der  Einheit  gleich  wird»  für  n=l  auf  denselben  Ketten- 
bnich  zuriickgefuhrt  werden  kann,  so  wird  man  mit  Recht  einen 
solchen  Ausdruck  als  identisch  mit  17«  anerkennen. 

Es  sei 

F«=  -f   (-1)* ^L_^ ,  (14) 

'  wo  n(i^;^)=o^\Hi^^^^^^ 

erst  ist  nun  leicht  zu  zeigen»  dass  Fo=l  ist.    Denn  man  hat 
(_  1)»  — *i = (_  !)»_*: — -  +  (_  1)»  (*±1)! , 

u  u  u 

ond  wenn  man  diese  identische  Gleichung  von  A:=0  bis  A=oc 
sammirty  so  flndet  man  die  behauptete  Gleichung  Fo=l*  Zerle- 
gen wir  auf  ähnliche  Weise  fär  ein  beliebiges  n  das  allgemeine 
Glied  der  Reihe  Vn,  so  ergiebt  sich 

1     .  l    .  1     «Hl 


Ti  ti*  Ti  a* 


(«!)* tl =(_i)fc_^^ +(_!)*     ^^-n^c+l 


ond  wenn  vrir  hier  von  A=:0  bis  k=(x  sammiren, 

.      1        «» 


F.=  F«_,+u.'^(-l)»     *'»  +  *  +  ! 


^  M+k+V 
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Da  aber 


1  1 


n+A+l^n  +  i     n  +  l*n+*+l 

ist»  80  verwandelt  sich  diese  Formel  in 

1       u* 


•  

wo  in  der  letzten  Summe  k  in  Ar+1  umgesetzt  wurde.  Da  nun 
der  eingekUmnierte  Ausdruck  aus  der  rechten  Seite  der  vorher- 
gehenden Formel  durch  den  einfachen  Wechsel  voo  n  in  n-f  1  her- 
vorgeht»  so  folgt  endlich 

was  mit  der  Relation  (12)  übereinstimmt.    Also  ist  Ffi=  üw 

Wenn  wir   nun   den  Ausdruck  (14)  für  ün  in  der  Formel  (9) 

substituiren  und  alle  mit — -  behafteten  Glieder  vereinigen» 

n(i  -  -) 

so  finden  wir  als  Factor  dieses  Bruchs  die  Summe 

^     ^^       0!(m-1)!V  2  /•• +^    ^'  tl(m—l-t)t\   t+2  )"' 


••••     I    / 

'  (m 


-l)!ü!V"«  +  l/ 


~  (m-1)!   «Vw— l/V  "^  /••■+Vn— I-f/V+2/— 

••"  +  (    0  )\m\\) 

_(-l)"-|X/w-l-y\ 1_  //  +  1\ 

~  (m— 1)1  V    nt+l    /~(m-l)!Vw+l/ 


Man  hat  also 


und  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  die  Formel  (7)  zurückträgt: 

^.=('-r)('-l)-0-r) 
♦2:5r^(Ltl)-0-,«ri)('-;=^.)('-:-)f" 
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Wir  haben  also  wieder  einen  endlichen  ganzen  Ausdruck  in  u 

u 

för  die  Function  Z>y,^  welcher  freilich  auf  den  Grad  y  sich  zu  er- 
heben scheint^    wirklich   aber,    wie  wir  oben  gesehen  haben,   nur 

,     den  Grad  5  oder  2^-^  erreicht.     Da   die  Ausdrficke  (5)  und  (15) 


u 


fi!r  eine  und  dieselbe*  Function  Dy  von  u  beide  endlich  und  fBr 
jeden  heliebfgen,  zwischen  0  und  1  enthaltenen  Werth  von  u  sich 
gleich  sind  9  so  mtisseo  sie  identisch  sein  und  sind  daher  nament* 
uch  auch  für  jedes  ganze  und  positive  u  einander  gleich.  Mit  die- 
sem Ausdruck  (15)  ist  nun  auch  das  vorgesteckte  Ziel,  den  Werth 
n 

von  Ai  auf  eine  vierfache  Summe  zurückzubringen,  erreicht. 

m.y 

Wenn  wir  mit  ffp  die  Summe  der  combinatorischen  Producta 
der  pten  Classe,  welche  aus  den  Elementen  m-f-l,  m-|-2,  ....y 
ohne  Wiederholung  gebildet  werden  können,  bezeichnen,  so  haben 
wir  mit  ROcksicht  auf  Formel  (5) : 

Sobald  also  p  kleiner  ist  als  k  oder     ^i     >  so  ^^rd  der  eingeklam- 

0,y 

roerte  Ausdruck  verschwinden.    Uebrigens  ist  Hp  dieselbe  Grosse, 

welche  wir  früher  mit  Ap   bezeichnet  haben.     Ich    bemerke  noch 
beiläufig,  dass  aus  (15)  für  ti=y  die  Formel 


^'^-(y-l) 


! 


folgt,    welche    für  die  numerische  Verification  der  für  bestimmte 

Werthe  von  y  berechneten  Ausdrücke  von  Dy  nützlich  sein  kann. 

Wir  können  der  Formel  (15)  noch  eine  andere  Gestalt  geben. 
Wenn  wir  nämlich  die  Producte,  welche  u  enthalten,  als  Bino- 
mialcoeflicienten  hinschreiben  und  reduciren,  so  bekommen  wir 
zunächst 

^     \    y   J     m^oKy-mJ  (?»+l)I 

und  wenn  wir  hier  7 — riTi=zri~'/ — ttvI  "^df  )=""^ — I     .  1  I 

(m+1)!    m!     (m+l;!        \   y  /  u  \Y+l/ 

setzen  und  in  der  alle  mit  dem  Minuszeichen  versehenen  Glieder 

umfassenden  Summe  m  in  m — 1  übergehenlassen,  so  ergiebt  sich 

11 
d.  h.  Dy  ist  gleich  dem  Coefficienten  von  2^  in  der  Ent- 
wicklung von 


'    (-l)'(r+l)(i+l)e-i(j£-j)"(,-l);r 

nach  deo  fallenden  Potenzen  von  z.  Wenn  wir  jetzt  zar 
Gleichung  (4)  zurflckeehen  und  durch  die  Klammem  []  anzeigen, 
da8s  wir  von  der  Entwicklung  des  eingeschlossenen  Ausdrucks 
nach  fallenden  Potenzen  von  z  nur  das  mit  2^  behaftete  Glied  be- 
halten,  so  erhalten  wir,   indem   ivir  zugleich  y  in  a — «— 1  — fi 

umsetzen :  * 

I 


Was  den  zusammengesetzten  Factor  betriflft,  der  dem  bestimmten 
Integral  vorangeht,   so  wird   das  erste  Glied  seiner  Entwicklung 

—  sein,  und  alle  folgenden  Glieder  werden  von  einem  niedrigeren 

Grade  als  z—^  sein.  Anderseits,  wenn  man  die  unter  dem  Inte- 
grationszeichen enthaltene  bestimmte  Summe  über  ihre  obere 
Grftnze  fi=€t — u—l  hinaus  fortsetzt  und,  um  unendlich  grosse 
Grossen  zu  vermeiden,  die  untere  Integrationscränze  an  eine  be- 
liebige Stelle  fiber  1  hinaufrückt,  so  werden  die  ersten  aus  die- 
seV  veränderten  Auffassung  des  obigen  Integrals  hervorgehenden 
neuen  Glieder  sein: 

(-«:_r>+<=«-+("t^f+t'')«-« 

-(-11.T)rii-* 

Nun  fallen  die  willkührliche  Constante,  das  logarithmische  Glied 
und  alle  folgenden  gebrochenen  Glieder,  als  zur  Bildung  des  mit 
2^  behafteten  Gliedes  der  ganzen  Entwicklung  nichts  beitragend, 
ausser  Betracht.    Es  bleibt  daher  im  genannten  Integral    nur  das 

Glied  (  «.  )^  öhrig,  welches  nicht  vernachlässigt  wer- 

den darf,  sondern  von  dem  bestimmten  Integral  absezosen  wer- 
den muss,  sobald  seine  Bedeutung  in  dem  angegebenen  Sinne 
verändert  wird.    Oder,  was  dasselbe  ist,  in  der  ganzen  Entwick- 

lung  muss  alsdann  noch  das  Glied  —  f  ^  )    abgezogen 

werden.  Auf  diese  Weise  bekommen  wir  in  Beziehung  auf  For- 
mel (3): 

/-(t+2u+l)\         •%« 
Fasst  man  die  Gleichungen  (2),  (3),  (18)  zusammen,  so  stellt  sich 

n 

Ai  als  doppelte  Summe  dar. 
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Entwickelt  man  den  eiDeeklammerten  symbolischen  Ansdmck 
nnd  sntwtitairt  in  (ß),  so  erhält  man 


"       «=1     «I   v    « — «  +  1    /     ' 


WO  die  zweite  Summe  sich  auf  alle  ganzen  positiven  Werthe  von 
1,  (i,  V,  tf«  die  Null  mit  eingerechnet,  erstreckt,    weiche  der  Be* 

dinguDg  l-t-ii-t-v-^-u^za  genügen.    Diese  zweite  Summe  ist  da- 

ft 

her  als  eine  vierfache  anzusehen,  so  dass  hiedurch  At  als  fünf- 
fache Summe  dargestellt  ist. 

Für  a=:t>0  muss  der  vorliegende  Ausdruck  verschwinden, 
ein  jSatz,  dessen  directer  Beweis  grossen  Schwierigkeiten  unter- 
liegen dürfte. 


Ich  will  noch  einige  merkwürdige  Sätze  über  die  Functionen  Tn 
beweisen.    Von  den  drei  Gleichungen 

Ä  fii  fii  1      m— 1  m 

#•„=1;  5"«— y»»-i=^  y«+i;   ^0=0,  wenn  m>0, 

welche  die  Definition  enthalten,  ausgehend,  bringe  ich  zuerst  die 
aligemeine  Gleichung  unter  die  Form 

m  m — l  m 

nl      (m  +  1)I~"    nf 
und  setze  hier  m  in  m  —  n  um,  wodurch  ich  erhalte 

[n  +  I )         m— « 


Wenn  man  nun  in  dieser  Gleichung  nachoind  nach  n  durch  9i-flt 
»4*2,   it-f3,..^    m — 2,   m — 1  ersetzt  und  alle  so  entstandenen 

Gleichungen  zu  ihr  addirt,  indem  man  zuletzt  noch  — ?=  ^k  ^ 
hinzusetzt,  so  findet  man 

in— n  m — k 

Iif=d.-If'['">''>0].  (20) 

weiche  Formel  auch  zur  successiven  Berechnung  der  in  (8)  vor- 
kommenden Facfor^n  der  Binomiaicoeflicienten  gebraucht  werden 
kann.  Wenn  man  femer  (20)  von  ii=l  bis  n=m  summirt>  auf 
der  rechten  Seite*  die  gleichnamigen  Glieder  vereinigt  und  dann  k 
in  i 4-1  umsetzt,  so  erh&lt  man 
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••— «  m   k    i 

vro  das  erste  Glied  der  Summe  rechts  allemal  Terschwiodet,  weoo 
iti — 1>0  isty  und  nur  f(ir  fii=l  der  Einheit  gleich  wird,  lodern 
es  zugleich  die  ganze  Summe  ausmacht.  Da  somit  fSr  m  >  1  die 
Summe  links  in  diejenige  rechts  durch  die  einfache  Umsetsung  von 
iti  in  m — 1  übergeht  9  so  muss  ihr  Werth  von  der  Zahl  m  unab- 
hängig sein.  Also  Ist  in  Folge  dessen,  was  wir  so  eben  fifr  den 
Fall  m=:l  bemerkt  haben,  allgemein 

m — k 

SS^=*'    [m=0].  (21) 

eine  Formel,  die  wir  schon  in  (11)  gebraucht  haben,  um  die  Con- 
vergenz  der  Reihe  ZTnU^  zu  beweisen. 


Wenn  wir  von  den   zwei   in  der  Definitionsformel  gegebenen 
Gleichungen 

1      m — i  m         m 

1     «— 1  n  n 

II  m 

die  erste  mit  7';.,  die  zweite  mit  Tx  multipliciren,  von  einander 
abziehen  und  das  Er^ebniss  mit  Ä!  dividiren,  so  kunimt  nach 
einer  Versetzung  von  Gliedern 

m    n  in— i        n  m         n  m  n— i 

Tx  Ti^i      r;.-f  1  Tx     Ta-i  Tx     Tx  Tx^,  ,,^^ 

kl       (A+i)!'-    kl   ""  a+i)!'       (^^-^^ 

Um  an  dieser  Gleichung  eine  solche  Summation  auszuführen,  dass 
rechts  alle  Glieder  mit  Ausnahme  der  «Hussersten  sich  gegenseitig 
aufheben,  wollen  wir  darin  die  Ordnungszahl  n  in  a+n  —  k  um- 
setzen und  dann  von  k=a  bis  A=ra  +  w  summiren.  Wir  bekom* 
men  so 

m  o-fn— A  ifi — 1  a-fn — X     tn  n 

X=p.n  TxTX-^i  _  ;=a+n  Tx^^  Jx  _  JV-^Ta 

X=a        kl  ;u=a    (H1)J  ■"      a!      * 

Wenn  man  nun  in  der  zweiten  Summe  A  in  iL — 1  verändert  und 

,  in— 1  n+i 

T  T\^ 

von  beiden  Seiten  der  Gleichung  die  Grosse  f  ^  abzieht,   so 

verwandelt  sich  die  vorliegende  Gleichung  in 
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m    «4-11— A  m— i  o+n-l-i— A 

^^"  Tx  Ja-i  _^=^+i  Ta    y;u-i 

A=sa  ^'  A=<i  AI 

ffl         a        m — 1  11+ 1 
Ta^Ta—TaTa^i 


Cß) 


a! 


Wenn  wir  der  Kürze  wegen  die  erste  Samme  mit  f(aym,  n)  be- 
xeichnen,  so  ist  die  zweite  f(a,m—i,n  +  l).  Der  Umstand, 
dass  von  den  drei  Argumenten  dieser  Functionen  die  beiden  letz- 
ten dieselbe  Summe  haben,  veranlasst  uns,  m,  n  in  m — t,  n-f  ^ 
SU  verändern  und  von  t=0  bis  i=m — n — 1  zu  summiren,  indem 
wir  m  als  die  grossere  der  beiden  Zahlen  m,  n  voraussetzen.  Es 
e^iebt  sich  so : 

I  t=:m— ff-l  /  m-i   nU     m-i-1  n-fH-l\ 

fia,  m,  n)  -/"(a,  n,  m)  =  -,       -^       (  Ta-i  Ta  -   Ta     Ta^i  ) 

ai      1=0      \  y 

Wenn  man  aber  rechts  das  Summationszeichen  auf  jedes  der  bei- 
den Glieder  besonders  bezieht  und  dann  die  zweite  Summe  um- 
kehrt, so  findet  man  sie  der  ersten  gleich.    Man  hat  also 

f(a,  m,  n)—f(a,  n,  m)=0, 
d.  h.  die  Summe 

m    o+n— A 

A=a  Mm2.Ö,4t,mm,A 

als  Function  der  drei  Argumente  a,  m,  n  betrachtet, 
Sodert  ihren  Werth  nicht,  wenn  man  die  beiden  Zahlen 
M  und  n  vertauscht. 

In  dem  besondem  Falle,  woa=l  ist,  verschwindet  die  rechte 
Seite  der  Formel  (23).    Also  ist 

Al>  m,  »)=/•(!,  iii—l,n  +  l). 

Wenn  daher  die  Summe  m  +  n  dieselbe  bleibt,  so  behält  auch  die 
Function  /*(l,m,  n)  denselben  Werth,  weshalb  man  darin  z.  B. 
m,  n  T€6p.  in  m-trn,  0  verändern  darf,  was  die  Gleichung 

^(1,  m,  n)  =/'(l,  wi+n,  0)  oder  auch  /"(!,  m,  n— 1)  =  /"(!,  rw+w— 1, 0), 

i.  h. 

Afil.2.3....A-    ^1    '  (^> 

giebi.; 


Die  Formel  r21)  ist  nur  ein  besonderer  Fall  einer  ganzen 
CUoMS  ähnlicher  Formeln,  zu  denen  man  auf  folgendem  Wege 
gelangt    Naeb  (5)  und  (7)  bat  man 


''='*''"^'-'-^(.-f)(--|)(.-))' 

Eotivickelt  man  nun  die  rechte  Seite  nach  steigenden  Potenzen 
von  u,  indem  man  das  bekannte  Verfahren  der  Zerlegung  rationa- 
naier  Brüche  anwendet,  so  findet  man 


^'=Z(-^>-<i)^-(«) 


Wenn  wir  diese  Formel  mit  (8)  zusammenhalten «  i,  e  resp.  In 
tit-f  1»  A:  verändern  und  der  Zahl  y  nach  und  nach  die  Weribe  2» 
3,  4,  5>....  beilegen 9  so  bekommen  wir: 


ifCtO— G)-' 


m— /b 


m—k 

»ioTfV  3  ;=-ö— ^U;  +2W  ~6w   ' 

»^"•n/A+ONlOei     277 /1\"-».  93/1 Y"-«     ii/i'v"-» 


u.    s.    f. 


24  W        ' 


Endlich  ergiebt  sich  noch  ans  (14)  ein  Ausdruck  (lir  die  Func- 

m 

tion  Tn,  Welchen  direct  zu  verificrren  ich  umsonst  versucht  habe. 
Denkt  man  sich  nämlich  dort  den  Bruch unter  die 

Form 

(l+tt+ttHt*'...)(l  +  J  +  I2+  h'''')'''(^+t^kTL'^(n+k+l)^^-^ 

gebracht,    die   Multiplicationen  ausgeführt    und  die  gleichartigen 
Glieder  vereinigt,  so  findet  man 

WO  die  Summe  rechts  sich  auf  aDe  ganzen  und  positiven  Wertbe 
mit  Einschluss  der  Null   erstrecken  aolU  wekhe  man  den  Eipo- 


«7 

neoteo  i,  l,  fi«..».^,  cd  beilegen  kann^  ohne  das«  ihre  Summe  dte 
Zahl  ut  dbersteigt 

Zerlegt  man  in  derselben  Formel  (14)  die  /usammeneesetzteh 
rationalen  Brüche  in  einfache  und  ersetzt  dann  diese  aurch  die 
SqniTalenten  geometrischen  Reihen,  so  erhält  man 


wofem  fiSr  ein  positives  a 

gesetzt  wird.    Macht  man  hier  n=0,  so  erhält  man  die  Formel 


ml  k=o 

Ist  9(it,a)  =  -i    -2*  ( — 1)»-"»  (      Im«,  wo  a  eine  positive  Zahl 
bezeichnet,  so  hat  man 

9(«,c)  =  n9(n,  «—l)  +  9>(ii—l,a—l), 

und  q>(n,a)  verschwindet  för  jedes  unter  n  fallende  ganze  und  posi- 
tive o;   sonst  ist 

— « 

wofem  n  und  «  ganze  Zahlen  sind. 


V. 

Heber   eine   astronomische   Auigahe. 

Von 

dem  Herausgeber. 


§.  1. 

Das  Problem  von  Douwes,    welches  in  seiner  verallgemei- 
■crteo  Gestalt  aus  den  beobachteten  Höhen  zweier  Sterne,  dct^n 


5* 
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Positionen  auf  der  Sphäre  bekannt  sind ,  und  der  Zwischenzeit  der 
Beobachtungen y  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Differens  der  dea 
beobachteten  Hohen  entsprechenden  Stundenwinkel,  die  Polh5he 
und  die  Zeit  zu  bestimmen  lehrt,  ist  seiner  grossen  praktischen 
Brauchbarkeit  wegen  schon  vielfach  behandelt  worden.  Weniger 
behandelt  ist  bis  jetzt  die  analoge  Aufgabe :  aus  den  beobach- 
teten Hohen  zweier  Sterne,  deren  Positionen  auf  der 
Sphäre  bekannt  sind,  und  der  Differenz  der  den  beob- 
achteten Höhen  entsprechenden  Azimuthe  die  Polhöhe 
und  die  Zeit  zu  bestimmen.  Wenn  nun  auch  dieses ProUem 
allerdings  von  geringerer  praktischer  Brauchbarkeit  ist  wie  das 
erstere,  so  scheint  mir  dasselbe  doch  die  Behandlung,  welcher 
ich  es  im  Folgenden  unterwerfen  werde,  zu  verdienen,  weil  die 
Besitzer  von  Theodoliten ,  welche  jetzt  in  so  grosser  Vollkommen- 
heit aus  den  Werkstätten  mehrerer  Kunstler  hervorgehen  und  zn 
der  Anstellung  der  Beobachtungen ,  die  der  Auflösung  des  in  Rede 
stehenden  Problems  zu  Grunde  gelegt  werden  müssen,  vorzfiglicb 
geeignet  sind,  öfters  nützliche  Anwendung  von  demselben  werden 
machen  können. 


$.  2. 

Die  Polhöhe  sei  op;  die  bekannten  Declinationen  und  die  ge- 
messenen Höhen  der  neiden  beobachteten  Sterne  seien  Ö,  di  und 
A ,  A| ;  die  den  gemessenen  Höhen  entsprechenden  Azimuthe, 
welche  von  der  sudlichen  Hälfte  des  Meridians  an  im  Sinne  der 
täglichen  Bewegung  der  Sphäre,  d.  h.  von  Osten  nach  Westen, 
von  0  bis  360^  gezählt  werden,  seien  co,  tOi.  Dann  haben  wir  die 
beiden  folgenden  allgemein  gültigen  Gleichungen: 

(  sind=sin  Asinqo  —  cosAcosojcosQp, 

1)      I    .  .  . 

'      f  sin  öl  =  sin  hi  sin  qp  —  cos hi  cos  co^  cos  (p ; 


aus  denen 


sinAsino? — smd 
cos  Q)  =  j ^ 

cos  h  cos  CD 

2)     ^  .         , 

sin  //|  sin  qp  —  sin  d, 

cos  öl  = — ~- -; 

cos  hl  cos  q) 


also 


cos  09  +  coseoi  =2cos4((öi  —  q))cos  J  (wj  +  a>) 

ßin(h+hi)8ing> — (sind cos //i  -fsin^tCosA) 

"^  cos  A  cos  A|  cos  9 

cos  09 — cosQ)x  =  2sin^(Q)|  — ci))sin^(a)|  +  w) 

sin(A — 'Ai)siny  —  (sindcosAi  —  sin  dj^  cos  k) 

cos  A  cos  hl  cos  g> 

oder 


coaAcoahiCOBtpcoaUtoi  +at) 
{      Bin(A+Ai)amip — (aip^cosAi  +810^1  eonh) 

cos  h  cos  Aj  coH  9  s'm  {  (ai  -(-  to) 
aipfA  — A|)ainy^(8inJco8Ai— sinJ,  coah) 
~  'iainKiOi — u) 

^ligti  wobei  man  nicht  zu  aberseh«n  bat,  dasa  der  Voranasetauag 
nlo^e  die  Diferenz  U| — m  der  Azirauthe  u,  o,  gemesaen  wor- 
den und  daher  bekannt  ist. 

Qiiadrirt  man  jetzt  dies«  beiden  Gletchunsen  und  addirt  sie 
dann  zn  einander,  ao  erhält  map  nach  eimsen  leichten  Reductio- 
nen  die  folgende,  bloss  noch  die  eine  unbekannte  Gritsse  sin^i 
enthaltende  Gleichang  des  zweiten  Grades : 

„      I 


;  l 


S    i   I 
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Berechnet  man  jetast  die  Hfilfi^n^aen  R,  S,  Sl  und  A^»  #t 
mittelst  der  Formeln: 

V       ^       n        8in(A+Ai) 

It  cos  ÖCOS  W  =  5 TT \  » 

JCSintf  cos  34=:  rr-=^ — — r» 

25m  i(ü>x  —  cd) 
/2siQA=cosAcosAx 


ondi 


6) 


-.        ^      sin  ^  cos  A]  +siDdiC08A 
^«^^= 2cosiK-«) 

13^.^       sigJcQsAi— 'sin<|  cosA , 

MC*  Sin  9i  ^zz cT—i — 7-7 V  -        j 


was  bekanntlich  immer  ohne  Schwierigkeit  geschehen   kann;    so 
wird  die  vorhergehende  quadratische  Gleichung: 

7)    smgr  — 2  j^cosÄcos(ö — 6j)sing)= ^^^ » 

also 

8)    |sing)^^co*Äcos(e— öl))* 
_  JK«sin.^^— jg^gq-- cos  i2^cos(e  — 61)^1 

Berechnet  man  nun  noch  den  Hfllfswinkel  .^1  mitteist  der  Formel 

9)    coH^i^  =  cos  Sl  cos  (0—  &i) , 
so  wird 

10)    (sm  (p  — -^  cos  Äi)*  =  — gä ~ 

oder 

11)    («in9--^cüsÄi)^==j2««''**^i   (.S^^^ÜTä^^-V' 

und  folglich,    wenn  man  den  Hülfswinkel  •^2  mittelst  der  Formel 

ÄisinÄi 
12)    cos«^=-^^^ 


berechnet 


d.  i. 
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11\     aS««.  — ^1    COS  (Sil  T  fl^ 

'  ^'      R  cosi^9 

welcher  Fonnel  9  leicht  berechnet  werden  kafm.    Audi 
ist  nach  12) 

Wir  hab^o  also  zur  Berechnung  von  9  die  folgenden  Formeln : 

itex     n       A        ^         sin(A  +  A,) 

16)    ü^eog  8  cos  ß= s ,  >      ^^  V  , 

2cosi(«»|^-fo) 

D   *    £k         r\     ^     8in(Ä— Äi) 
RsiD  ÖC08  Ä  =0    -     I  / \  ' 

26in  I  (<0|  —  co) 
l?8in  52  =  cosAco6Ai; 

^        ^       sin^cosi^i -f  sind|CosA 

Äi  cos  0>t  = g J7 r , 

*  *  2cosi(a)x'^a>) 

D     •    A       sindcosAi — sind|COsA 
iii  sin  oFt  = o  '   1  /■ ; ' 

G08i2i=co8i2cos(9— 9|),  cosil^^    A  ,.    Q  ; 
Ät    cos(ÄiTÄo)      sinÄ        ,^   __  ^  . 

Hat  man  denselben  Stern  zwei  Mal  beobachtet,  so  ist  5=^1, 
und  die  vorhergehenden  Formeln  verwandeln  sich  in  die  folgenden 
etwas  einfacheren: 

,«v     »^       Ä       r^         sin(Ä+Ä,) 
'  2cos4(ü}|  —  ca) 

o  .    Ä       o         sin(A— Ai) 

/c  sin  &  cosSl  =  f.-  .    ,  . -—z , 

2  sin  9(0)1  —0)) 

ßsini2  =  cos A cos  A| ; 

»  ^^ft .,^co8i(A--Ai)cosi(A+Ai) 

Ä«  cos  OF.  =sin  0 Tj- r • , 

*  '  C061(Q}| — ü>) 

#f«  sin  f7t  =sino z — TT r  — ' —  5 

*  sin|(o)| — 00) 

cos.ßi  =  cos  Sl  cos  (O  —  O. ) ,  cos  1^  =  l!  .    ^^  ; 

/£  sin  oc 

Rt    cos(ÄtiFÄ«)      sinÄ         /^-^x 

smtp  —  -^ --Q  ^=»  .    Q   cos(^.T«^)- 

Ä  C0SM2  sin  A|        ^    1  ■    ^/ 
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§.  a 

Lost  man  die  quadratische  Gleichan|^  4)  ohne  Einführung  aller 
Hülfswinkel  auf,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductioiiaii, 
wenn  der  Kurse  wegen 

I«.     j 8in(A-fAj)(sin5cosA|  -fsin^i  cosA) 

^'^    ^""  4cosi(o)i-'^ 

sin  (A — hl )  (sin  5  cos  A^  —  «in  6i  cos  A) 
+  48ini(«i  — w)« 

if  —       A«       A  « j^ /   sin(AH^Ai)  V.  /  sin(A~At)  V 

Jlf=:cosA*co8Ai'  +  (o TT^ —    \l  +1  o  '    1/ \]  * 

*       V2cosi((öi  — oo)/      V2sin4(coi — oo)/ 

«. /sin  ^  cos  Ai  +  sin  ^j  cos  A\* 

~"     V        2cosi(G)i — «)       / 

^  /sin  ^  cos  Ai  — ^sin  \  cos  AV 
\        2siul(ooi— (ö)        / 

/sin  dsin Ai  —  sin  h^  sin  A\*  - 
^  sin(o)i — «)  / 

gesetzt  wird: 


10X                 L+cosAcosÄt  V  M—N  . 
lo)    sm  9  = jg:^^ • 

Berechnen  wir  nun  aber  die  Hulfsgrüssen  R,  S,Sl  und  Ri,  Si^Sli 
mittelst  der  Formeln: 

j?  .:»£!.      o         sin(Ä  +  Äi) 
/t  sin  ö  cos  .Si  = 


und 


•2cosi(wi  —  cd)  ' 
J9)      ^    fi       /^        r.        siii(A  — Ai) 

^        i    /?COS0COSÄ=^^-7— TT ^, 

I  2  sin  2(0}^  —  ö)) 

l  /?sinii  =  cosA  cosÄj 

/?i  sin  ©,  cos  Sil  =^ ö TT S » 

rt/^x      j   #>         ia         ^       sindcos  Ai— sin^i  cosÄ 

20)     <  Äi  cos  ©1  cos  Sil  = O.W V » 

'      J  *  *  2sini(a}i— 0}) 

-^    .   ^       sind  sin  At — sind]  sin  A 

iCi  sin  52.  = — ;^ ; 

*  *  sin  (W|  —  0}) 

M  ist,  wie  man  leicht  findet: 

^,,     .          /?,  cos  ÄcosÄi  cos(e— e|)±8in  ß  V  R^^Rt^ 
21)    sin  9=—^= ^ ^^ i> 

oder 
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22)    sin  9  =  ^  t  cos  Ä  cos  Äj  cos  (0— ©i)  ±  sio  Ä  Y  f^Y  - 1 1, 


Qod  folglich,  wenn 


23)    cosÄa=^ 


gesetzt  wird: 

24)   siD9=:cosiQ2l<^os  .^cos  Sil cos(6  —  Oi)±siD.$2tang  Sl^], 
JUSO«  weuD  man  noch  den  Hülfswinkel  Sl^  mittelst  der  Formel 

25)    tangÄ,= „^^"^.^    a. 

'  ®      '        COSidi  008(6 — öj) 

berechnet : 

.          cosi^^cosiSlaCosC^ — 0|)cos(i2  7i23) 
96)    sin9= ^^^^- .  ^ 

Weil  aber  nach  25) 

cosi^ sini^ 

«  cos  5^3      cos52|8ini23Cos(6 — dj) 

ist,  so  ist 

27)    8m9,=5|^^co8(ÄTÄ,)- 

Welchen  der  beiden  Wertbe  der  Polhuh^,  die  im  Allgemeinen 
die  vorhergehenden  Formeln  liefern»  man  zu  nehmen  hat,  wird 
bei  praktischen  Anwendungen  nie  zweifelhaft  sein. 

Tur  d=:=d|  nehmen  die  Formeln  20),  mittelst  welcher  Ai,  O^, 
SIy  gefunden  werden,  die  folgende  einfachere  Gestalt  an: 

/    ^    .    ^         ^       8in5cosJ(Ä4-Äi)cos4(Ä  — Ai) 

i    /c,Sln6lC0Si^lZ=: ^^ — r-j-^ r-^ ^, 

\  cosi(®i  —  ^) 

\  sini(a)i  —  cd) 

«    .    ^  2sindcosl(A4-A|)sin4(A— A|) 

D,\  Sin  vCf  s:^  —  • — T  r -  • 

*  *  Sin  (cöi  —  w) 

§.   4. 

Hat  man  die  Polhohe  gefunden,  so  berechnet  man  i(a>i-f  ») 
mittelst  einer  der  beiden  aus  3)  sich  ergebenden  Formeln: 

^     sin(A-f  Ai)siny — (sin^cos^i  4-sindiCosA) 
cosi(a>i+(ö)-  2cosAcosÄiCos9Cosi(wi  — w) 

^  ^     sin(A — Ax)siny — (sin^cosA^ — sindiCosA) , 

ilwi+o);—  2cosAcosAiCos9sini(oi>i  —  o>)  ' 


sm 
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oder,  weim  8=z6i  ist,  mittelst  einer  der  Formeln: 

0 

co8t(a.,+«,)=co8U*+A,)     co8Aco8A,co,ycosi(«,-»)    ' 

*^  *  '    -^  ^       ^'^     co8Aco8AiC08  9)Sini(iOi  — cd) 

wo,  da  man  weiss,  dass  ((coi  +  €0)  nie  grosser  als  360^  ist,  and 
sowohl  cosi(cox-fa)),  als  auch  sin i(o>i -f  a>)  kennt,  Ober  die  Art» 
wie  man  1(idi  +  co)  za  nehmen  bat,  gar  kein  Zweifel  übrig  blei- 
ben kann. 

Hat  man  aber  i(o>i 4-09)9  so  findet  man  auch  leicht  (o  und  coi « weil 

31)    $  "*  "^»^"i +'**^'~*(®*""®^» 
Oh  =  J(wi  +  co)  +  i  (o>i — w) 
ist. 

Wie  man  endlich  ans  der  Polhuhe,  der  Hube  und  dem  Azi- 
muth  eines  Sterns  den  entsprechenden  Stundenwinkel  findet,  und 
daraus  dann  ferner  mittelst  der  bekannten  ilectascension  de« 
Sterns  die  entsprechende  Sternzeit  ableitet,  kann  aus  den  Ele* 
menten  der  spnärischen  Astronomie  hier  als  bekannt  voradsge- 
setzt  werden. 

§.6. 

Wir  wollen  jetzt  den  Einfluss  untersuchen,  welchen  Fehler  in 
den  gegebenen  und  in  den  gemessenen  Stücken  auf  die  gesuchten 
Cfrössen  ausüben.  Bezeichnen  wir  zu  dem  Ende  die  wahre  Decli- 
nation,  H^he,  Polhuhe  und  das  wahre  Azimuth  durch 

6-\-JÖ9  h+^h,  (p-i-/1q>y  <o-t-Jm 
und 

di  +  Jöi,  /ii+/1ki,   (p-{-/1(p,   a)i+J(Oi-; 

so  haben  wir  statt  der  Gleichungen  1)  eigentlich  die  folgenden 
Gleichungen : 

sin(d  -f  ^8) = sin  (A  -f  ^h)  sin  ((p  +  A<p) 
^         .  —  cos  {h  -f  /ih)  cos  (w  +  Aoi)  cos  (Kp\A^)y 

sin(di-|-^d|)=sin  (Ä|  4--JÄi)  sin  {tp  -f  Atp) 

—  cos  (Ai  -f-^Ai)  cos  (g)|  -f-^coi  )cos(g)+  Afp). 

Entwickeln  wir  aber  diese  beiden  Gleichungen  bloss  bis  auf  Glie- 
der, welche  in  Beziehung  auf  ^d.  Ah,  Atp,  Aco  und  Aöi,  Ahi^ 
Aipt  Ami  ^^^  ^'^^  ^^^  ersten  Dimension  sind,  so  erhalten  wir 

,  sin5-|~cosd^/d:=sinAsin9> — cos  A  cos  co  cos  9 

+  (cos  A  sin  9  •\-  sin  Acos  0»  cos  fp)  Ah 
•f  (sin  A  cos  ip  -f  cos  A  cos  to  sin  (p)  Afp 

4- c^s  A  sin  10  cos  9>i^Go 
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8in^i  -|~coad|^di  =::r«inA|  sin  q> — »coshi  cos  (Uj  C08  q) 

+  (cos hl  sin  g)  -f  sin  A^  coscoi  cos  9>M^ 
+  (sin  Äi  cos  9  -|-  cos  A|  cos  Wj  sin  9))^9> 

-|-  cos  /ii  sin  cDx  cos  <p/1(0i . 

Kan  ist  aber,   wenn  wir  die  wahre  Azimuthaidifferenz  durch 
«£—10+2^(0)1  — w)  bezeichnen, 

o>i  +^cöj=(a)+i^»)+|c»x  —  ©+^((01  —  ai)| 
= »  +  (c»! — oo)  +  ^^04--^  («1  •^  ®) » 
also,  weil  in  Folge  der  Gleichungen  31)  offenbar 

»1  =  (0  -l:  (ö>i  —  w) 

gesetzt  worden  ist. 

Daher  erhält  die  zweite  der  beiden  obigen  Gleichungen  die  fol- 
gende Form: 

sin  9|  -f  cos  ^|^d|  =:  sin  A^  sin  9 — cos  Ai  cos  ooi  cos  g> 
^  +  (cos  A|  sin  9  -^  6>n  Ai  cos  toi  cos  gp)  2M1 

+  cos  Ax  sin  00|  cos  q>J((Oi  —  co) 
-f  (sin  hl  cos  g)  f  cos  A^  cos  oi>|  sin  9)  /1q> 

4^  cos  Aj  sin  Ol  cos  <p/fa, 

W&\  nun  aber  im  Vorhergehanden  die  Grössen  tp,  o,  (Oi   so  be- 
stimmt worden  sind,  dass  den  beiden  Gleichungen 

sin  d = sin  A  sing)  —  cos  A  cos  cd  cos  9, 
sin^i  =sin  A|  sin^— cosAi  cos  ooi  C0S9 

genügt  wird ;    so  erhalten  wir  nach  dem  Obigen ,  wenn  der  Kürze 
wegen: 

A  =:sin  Acos9>-f  cosAcos  cosin  q> , 

JB = cos  Asin  CO  cos  9  • 


und 


21  =  cos  0 , 

25=  cos  A  sin  9  -f  sin  A  cos  cocosip 

^  Ai  =:^in  Ai  cos  9  -f  cos  A^  cos  coi  sin  gp, 
I  i?i  =  cos A]  sin  o»!  cos 9, 
^)    ^  2i=cosdi, 

Jbf  c;::oofi  At  sin  tp^  sin  Ai  cos  Mi  cos  ^ 


y 
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gesetzt  vrird,    zur  Bestimmuog  voo  d^  und  ^o  aus  den  Gr5«0eA 

My  Jd^,  Jh,  dhi,  ^(a>|— 0») 
die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

Es  ist  nun,  wie  man  leicht  findet: 

=     (sin  AcoB  tp  -i-  cosAcos  losin  q>)  cos  Ai  sin  a>|  cos  g> 
— -  (si  n  Aj  cos  9  4- cos  Aj  cos  cDi  sin  9>)  cos  A  sin  «0  cos  9 

=     (sinAcosAi  sin  a^  —  cosAsinA^  sin  09)cos^* 
-|-  cos  A  cos  hl  sin  (o>i  —  «o)  sin  9  cos  9. 

Aber 

sin  A  cos  A|  sin  o>|  —  cos  A  sin  A|  sin  10 

=    i  { sin  (A  -|-  Ai)  -f  sin(A  —  A^)  |sin  o»] 

—  4 1 8»n  (A + ^1 )  —  s'D  (A — hl)  \  sin  co 
=:    isin(A4  Ai)(sino»|— sin co) -f- i8in(A ~  A|)(sin i»|  -f-sino») 
=    8in(A  +  Ai)sini(a)i  — io)co8  4(a)i+,a)) 

-f  sin(A— Aj)cosi(iOi  —  io)sini((0|  +  c»), 

und 

cos  A  cos  hl  sin  (a>|  —  o) 
=tcos(A+A|)  +  cos(A— A4)|8ini(wi  —  a))cosi(«>i  —  «)• 

Also 

36)    ABi-AiB 

r     8in(A+A|)cos4(<»i  +  cö)cos9?^ 
=sin{(wi  — «)  I  ,        ,,^.,       ,,  ,.    ^icoatp 

^ +cos(A+A|)co8i(cO|  — wjsiiicp  ' 

,,  ,  c      8in(A — ^Ai)8in4((Ui-f fi))cosa)3 

+  C08iK— W)   i  ,r       AN    •     1/  N    •         <^^'^- 

^  +cos(Ä— Ai)sm4(ö)i — cö)8ing) 
Berechnet  man  nun  die  HüifsgrOssen  q  und  x  mittelst  der  Formeln 

^sinj:=    sin(A-|-A|)co8  2(o)i -|'<K')co8  9 

.  +  cos  (A+ Ai)  cos  i  (»1  -  w)  «»n  9 » 

pco8j;=    8in(A — A|)6ini(a)|  4- <>i>)cosg) 

+  cos  (A — Ai)  sin  4  (»1  —  lo)  sin  g> ; 

so  ist 

38)    il^|— -ilifi=pcps9cosi4(oi  —  co)  — X). 
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Einen  sehr  einfachen  Ausdruck  dieser  Grösse  erhält  man,  wenn 
man  die  mittelst  der  bekannten  Glieichungen 

«_.      <  cos  dcos  a = sin  h  cos  od  -f  cos  h  cos  cosiu  od  , 
^  cos dsin a  =  cos h  sin  oo 
und 

^  COS  0|  sm  01  =  cos  ^1  sin  a>| 

zu  bestimmenden  Stundenwinkel  a  und   ^i    einf&hrt,    indem  sieb 
nftmlich  aus  diesen  Gleichungen  auf  der  Stelle 

41)    ABl — AiB=: cos d cos di  sin (Oi  —  0)  cos  q> 

ergiebt. 

Lust  man  nun ,  diesen  Ausdruck  und  die  Gleichungen  39)  und 
40)  benutzend ,  die  beiden  Gleichungen  35)  in  Bezug  auf  /Itp  und 
^w  als  unbekannte  Grossen  vollständig  auf »  so  erhält  man : 

j«v     ^  sin  01        ..  sina        .^ 

'       ^         sm  (01  —  0)  sm  (tfi  —  a)     * 

sin  0^  (cos  A  sin  y  4-  sin  A  cos  oj  cos  fp) 

cos  d  sin  (^x  —  ^)  h 

sin(f(cosA|8iny-|-sinA'|Coso()|COS9>)   .. 
cosO|Sm(tfx  —  0) 


,  sin  (fsin  ^i  cos  g>  . . 
T ^~7:: ~jr^  ^  (wi  —  w) 


und 


cos 01  ^,  .  cosa 

'  sm(ai — 0)cos9>      ^  sm((r|— tf)cos9     * 

,  cos  <%  (cos  A  sin  y  -f  sin  A  cos  cp  cos  y)     . 

•  ^  cos  d  sin  (tfi  —  ö)  cos  ^> 

cos  <y  (cos  kl  sin  y  4-  sin  ki  cos  coi  cos  y) 
"^  cos  ^1  sin  {01  —  0)  cos  y  ^ 

costfsin<T|    -.  - 

sm(ai'— <y)    ^  *       ^ 

Berechnet  man  die  Hfilfswinkel  $  und  dj  mittelst  der  Formeln 

cotd  =coso)coty. 


44)     \ 

*  cotdi=:cos(ii)iCoty; 


so  wird 
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45)    ^0)=      .   .         .Jo — rTZ x^o. 


sin  öl  sin  9  sin  (A  +  6)    .. 
COS  d  sin  6  sin  ((^1  —  <t) 

8in<y8inysin(/ii  +  ^t)     , 
cos  ^1  si n  öl  sin  (c^i  —  tf)      * 

8ui(<r|  — d)        ^  *        ' 
und 

46)      2^(0= r-7- -;;J JiA-    .    . -V Jdt 

'  sin(ai— •(f)cosg}  sin(tf| — tf)cosg}     * 

cos  tfi  tang  y  sin  (A  +  &)  . , 
'*'  cos  ^  sin  ö  sin  (^j  —  a) . 

cos  tf  tang  y  sin  {f^  +  ö^)  . . 

cos  ix  *^"  ^1  ®*D  (^'i — <0       * 
coscrsintfi    ^, 
siD  (tfi  —  <y)    ^  * 

Zur  Bestimmung  von  ^ffi)x  hat  man  nach  dem  Obigen  die  Formel 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 

ä*^^      A  COSCJi  .,  ,  coso  ^, 

*         sin(a|»— (r)eosy  siu(ai— o)cosg)     * 

cos  tf|  tang  y  sin  (h  +  ö)    .  . 
cosdsin^sin  (tfi  —  a) 

cos  fftaiigy  sin(A|  +  öi)   .- 
cos  dj  siii  Öl  sin  (tfi  —  tf)        * 

sin0cos(ri  ^. 
r-7- iT-^(ö>i  —  o)- 

Zur  Bestimmung  von  A^  und  ^/a^  hat  man  nach  39)  und  40) 
die  Gleichungen 

^      .  cos(d+^d)sio(<y+ ^a)=:cos(Ä+^/A)8in((ö+^a>), 

^  cos(dx-f  ^di)8in(ir|  +'^<^i)=co6(Äi  +  -^Ai)sin(c)i+/^a)i); 

aus  denen  sich  mit  den    gewöhnlichen    Vernachlässigungen  ohne 
Schwierigkeit 

-,  ^^      sin/isinoD    ..      cosAcosoo  . 

/i  a=:  tang  0  tang  ^ijo« 3 -^ä+- — tzzt:.^^^ 

®        ®  coso  cos  (f  coso  cos <y 

49)   ^  ...  . 

^       .        •.            ^ft     smAiSinwi  ^,    .cosAiCoscot    . 
^<y,  =tang  0.  tang  tfi^o, j ■T^'H  H 5 IT  ^^\ 

l  öl        Sil      cOSOiCOStfj      ^      cos  Ol  COS  ^1  * 

e^ebt. 
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§6. 

Hat  man  eine  grössere  Anzahl  von  Sternen,    deren  Declina- 
tiooen 

O,   0|  ,    »2,   0^9   O4,.... 

•iod,  hl  den  Höhen 

*>  Ä|,  h^f  /•3,  h^,„.. 
und  den  Azimnthen 

.€D,      Ci>i9     OD2»     COs»     0)4,.... 

beobachtet,  und  hat  die  Hüben 

hy    A|  9    n^y    «s>    A4,..., 
und  die  Azünnthaldiflferenzen 

gemesfien,  so  kann  man  nach  dem  Vorhergebenden  aus  dem  ersten 
und  einem  beliebigen  anderen  dieser  Sterne  genäherte  Werthe  der 
Polbuhe  und  des  Azimuths,  in  welchem  der  erste  dieser  Sterne 
beobachtet  worden  Ist,  herleiten.  Bezeichnen  wir  nun  diese  ge- 
näherten Werthe  respective  durch  q>  und  cd,  so  ergeben  sich  auch 
genäherte  Werthe  C0|,  co^,  CO39  034,....  der  Azimuthe,  in  denen 
die  Qbrigen  Sterne  beobachtet  worden  sind,  mittelst  der  Formeln : 

»i  =  w+(o'2 — «))> 

(»4=  00+  (004— ^a>), 
u«  s.  w. 

Bezeichnen  wir  aber  die  wahren  Werthe  der  Polhuhe  und  des 
Azimuths,  in  welchem  der  erste  Stern  beobachtet  worden  Ist, 
durch  q>-i-^q>  und  (o-{-^(o,  so  sind  die  Azimuthe,  in  denen  die 
fibrigen  Sterne  beobachtet  worden  sind,  da  g>| — co,  oohg— (o,  co^— », 
o>4 —  (0, ....  die  beobachteten  Azimutfaaldlfferenzen  bezeichnen ,  offen- 
bar eigentlich 

ö)+Z^C)  +  (g>3  — «), 

Ö)+  JdoD-t-  («4  —  W), 

U.    8.   W. 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 
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(Oi-^^m,  0»^+ ^fOf  cog-f  ^o>>  (o^-{-^fo,.... 

und  wir  haben  daher  jetzt  zur  Bestimmung  von  ^q>  und  Jm  nmcli 
dem  Obigen  die  folgenden  Gleichungen: 

Bin  d  =  sin  A  sin  (q>  -^^fp)  —  cos  h  cos  (o  -f-^o)  cos  {tp^  Jq>) » 
sin^i  =:sinA|  B\ü(q>'{-Jq>) — cosAi  coa(a}i'{-Joai)coB(q>-i'dip)f 
sin  ^2= sin  h^  sin  (q>-i-  Jq>) — cos  Ag  cos  (m^-^Jcai)  cos  (q>-l'Jgf) » 
sintf8=sinA3sin(9-|-2i97)— cosABCOs((03-f^o>)cos(9-|-ii^), 

u.  s.  w. 
oder  näherungsweise: 

sin  d — (sin  A  sin  ^»-^cos  Acos  ocos  g>) 
=  (sinAcos^  +  cos  Acos  oosio  ^^^  4-  cosAsin  ocos  9^m» 

sin  dl — (sin  A|  sin  9) — cos  A|  cos  fo^  cos  9)) 
==  (sin  A|  cos  fp  -f  cos  A|  cos  coi  sin  g))  2^9  4-  cos  A^  sin  o>|  cos  g^^^io, 

sin9s~(sinA2sin9) — cosA^coscoaCos^) 
= (sin  Ag  cos  fp  -h  cos  A^  cos  09^  sin  ^^Atp  -f  cos  A^  sin  co^  cos  ^Am^ 

sin  ^3 — (sin  A3  sin  9 — cos  A3  cos  0)3  cos  fp) 
=  (sin  A3  cos  fp  4-  cos  A3  cos  093  sin  9)^9  4-  cos  A3  sin  co^  cos  fpA^ , 

u.  s.  w. 

Berechnet  man  die  Hiilfswinkel 

f*>    fhj    f*2>    f*3»    f*4>-... 
mittelst  der  Formeln 

tangfi  =  cos  CO  cotA, 
tang  fft|  =  cos  (Dl  cot  Ai , 
tang|[«.2= cos  CO2  cot  Aj, 
tangfig  =  cos  (»8  cotÄa, 
u.  s.  w. 

und  hierauf  die  Hülfswinkel 

*J     ^1»     ^J     *8»     ^4»**" 

mittelst  der  Formeln 


60) 
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8iDA8in(<p  —  tt) 
sin  e  = 9 

COSft 

_  gilt Ai sin (y-fti) 
sin  8i  = ' —  » 

51)     <     .           sinh2«in(g> — ß%) 
'  810  e«  = • 

_8inA3  8in(y-fi3) 

SID  £»  = f 

\  U.    8.   W. 

80  werden  die  obigen  Gleichungen: 

«  .   w»     V       w».  X      8inAco8(<p — tt)  .    -        »i.  ^ 

2810  i(9— e)co8i('+0  = — ^2^9+008  A8in»co8g)2ia, 

28in;(äi -fi)co8i{*i  +ci)— ^'"  ^^ol^^  ^y+co8 Aj 8in i»iC08 9^», 
^•^^  J  28iDi(^— e|)co8i(^2+^a)= — -^ —Jq>+cosh28\n(iii^co8g>Jm, 

n.  8.  w. 

Aus  diesen  Gleichungen  müssen  nun  die  Verbesseruni^en  Jq) 
und  du  des  Azimuths  und  der  Polhuhe  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  bestimmt  werden. 


VI. 

Kubatur  einifper  vom  SUIpsoide  ahge> 

leiteten  KSrper. 

^  Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Borgertchnle 

so  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Die  Gleichung  des  Eliipsoides,    von  dem  im  Folgenden  die 
Rede  sein  soll,  sei 

TheU  HL  6 
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-,«  +  //2  +  /.2 —  *  (*) 


a«  ^  b'^  ^  c 

II  >  Ä  >  c. 


§.  1. 

Vom  Mittelpunkte  des  Ellipsoides  (1)  ziehe  man  aaf  irgend 
eioen  Punkt  (^lyi^i)  seiner  ODcrfläche  einen  Radius  vector,  so 
siod  die  Gleichungen  desselben: 

Man  verlängere  diesen  Radius  nun  um  A,  so  sind  die  Koordina- 
ten des  Endpunktes: 

/ 

Eliminirt  man  nun  Xi,  ^i,  Z|  zwischen  den  Gleichungen  (3)  und 
der  Gleichung 


ft)" + (^x + e)'='-      <" 


so  erhält  man  die  Gleichung  der  Fläche,  die  durch  alle  Endpunkte 
der  verlängerten  Halbmesser   geht.     Zu   diesem  Ende  setze  man 

Xi=rcosfXy  yi=rsinofcos|3,  ri=rsinasinj3; 
so  ist 


a:=(r +  Ä)cosa,    7/  =  (r+  /OsinacosjJ, 
2  =  (r  rf  h)  sin  a  sin  ]S ; 


(2') 


/cos*a     sin^acos^      sin2asin*|S\      -  ^, 


r2 


2 :^^- ^ .:.2_..2/?_^_y'' 


sin%sin*'^|3  — 


also  die  Gleichung  der  entstehenden  Fläche,  cius  (3'): 

(S  +  S  +  Q(Vx* +  ./»+!«-  A)«=a:H-yH*'.         (4) 
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Um  den  Kubikinhalt  dieses    Körpers   zu   finden^    wolleo  wir 
andere  Koordinaten  einfiibren,  und  seteeu: 

x^^zracosa,  y=rb8inaco8ß,  z=:rcsioasin/}; 

% 

so  folgt  aus  (4): 

r=:A4-    ..'       — 

V  «*  cos  *a  +  Ä*sin  *a  cos  */S + c*  sin*«  sin*/J 

■ 

Ist  DUO  im  AUgeroeioen 

hy  =  m'ör  +  «'3«  +  p'dß,  (       (5) 

dl  =  m"dr-\^  n"da  +  p"dß ;  ) 

so  folgt  aus  den  im  Archiv  ThI.  X.  8.  417.  ff.  gegebenen  Formeln : 

-fffi^"  (Pn'  -  np')  +  n"  (p'm-^m'p)  ^p"  (m'n^mn')  ]  drdadß) 
In  nnserm  Falle  erhält  man  nun: 

///  dxdyBz  =  abc  j  1  j  r^siu  aBrdadß. 

X   Will  man  den  achten  Theildes  Inhalts  haben  ^   so  muss  man  als    ' 
Grenzen  von  r  nehmen  0  und  r,  von  a:0  und  ^,  von  ß:c  und^/ 
so  dass  der  Inhalt:  ^ 

— «— /       /      r^  mn  aoaoß  =^ —!^  1       /     sm  acaoß 

«'«/Ot/o  *^t/Ot/0 


TT  TT 


+Sabch/     I  = 

t/oi/o    V  a*C()«*a+6Vi 


sinadadj? 


^siu2acos*/3 + c«sin«asin2^         . 
^öaocnj^  J ^   aaeo8«a  +  6«sln2acos2/3  +  casin«asin2/3 

n         71 

3    u/o  t/o  V(a*cos2a+6*sin«acos«|J+casin2asin«/3)» 
Bestimmeo  wir  iiao  die  hier  vorlioinmendeo  lotegrale.    ZnoSchst  ist 


4 


C    /**siD«aa3/3=|.  (8) 


6* 
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n       n 


Ferner  ist 

TT 


y'*« dß 
0  a*  cos  *«  +  Ä* sin  *a  cos */3  +  <?*  «n  *9  siii*^ 

_  /»i ajr 

"c/o   (o*co8*a+6*siD*a— (6*  — c*)ar*sin*a) Vi  — «• 

(wenn  HwP' — 'iT)^^;?--  ,,  also 

^    V  (a*co82a-|-6*sin*a)(a*cos*a+c*8in*a) 


9r  TT 


/•«    /*• sin  tt8tt8ig 

c/o  t/o  a*co8*a  +  Ä*sin*acos*5+c*8in*asin*tt 

TT 

_  JT    /** sinc9c 

2  t/ 0    V^(a*cos*a  +  6*sin*a)(o*cos*a+c*sin*a) 

Man  setze  cosa=a;,  so  ist  dieses  Integral: 

n  p^ a^ 

Man  setze  nun  j?=:--rr==tgg),  tgf=Y  I — ä—-),  so  wird  das- 
selbe Integral: 

C89) 


<!*C08* 
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*  cos  *g>+  — ^«  —  «— 8in% 


» /»' a5i> 


*}  Diese«  Integral  ist  das  Ton  Poissun  schon  län^t  angegebene.  Man 
findet  es  leicht,  wenn  man  das  Voittmen  des  Ellipsoides  (1)  sucht  Setst 
man  nämlich: 
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DemnaGh  ist 


t/ot/o 


sinodadj? 


ot/o   a«co8«a+6«sin*aco8a/3+c*sin«a8in«/?     ^      ^^ 


worin  tge=y  (?1^. 


BekaoDtlich  ist  der  achte  Theil  der  Oberfläche  des  Ellipsoi- 
des  (1): 


»c*.      wa*6 


wo  B  denselben  Werth  hat»   wie  in  (9).     Setzt  man  aber  in  der 
Gleichimg  (1): 

jTzzasioasinjS^  ^=68inacos/3»  z=:ccosa 

and  formt  den  Ausdruck  fiir  den  Oberflächeoi ehalt  um  (S.  Moigno 
Vorles.  §.  114.)»  so  erhält  man  Rir  denselben  achten  Theil  : 

n      n 


%/  oJ  0 


sin«V"iÄ*cos*a  +  a*c*  sin*«  cos  */3  +  6*#7*sin*crsin*^- 

0«/  0 


Domnach  Ist 


n       n 


fj  OfJ  0 


sin  a  V  a*Ä*cos*a+oV  sin*«  cos*/3+6*c*  sin*«  ain^ß 

Dt/  0 


wenn  zur 


Abkfirzung  ^*=I27TH72(  gesetzt  wird. 


also 

r«  = ' 

Ä*  CO«  »a  +  *•  sin  «o  cot  V  +  c*  «io  «« tin  V ' 

•o  fliidct  man,    da  — r —  da«  Volnmen  ist: 

8       J o  Jo  («»  ro«  «et  +  ö* «in »o co«  V  +  t*««« *« •«"  */^)*  ""      ^1     ' 
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^  . .  ^    m^     am  ob    ac    bc  -  ^,, 

Setat  man  hier  statt  o*»  ^•j  c^-T  »  "^  '  ^5  »0  erhÄlt  man: 


n        71 


I     I     sin  a  V^o*cos*a+6^iD%cos2j3  -|-c*8ni*asin*/J 


gr6c 

—     J-     T 


(10) 


wenn  f  denselben  Werth  behält  und  iy^=  ^^^  **** 

Setzt  man  das  Integral  (10)  =P,  so  findet  man  leicht»   dam 

n       n 


a  m 


t/ 0«/ 0 


sin  oder  d/} 


ot/o    V"fl%:os«a+6asin«aco8*/3+cVm«ä8in2/3 

_iap   lap   lap 

""«3« +636  +cac  ' 

und  wenn  man  beachtet,  dass,  vorausgesetzt  £,  17  seien  Funktio- 
nen von  r: 

8^(£^) 1  dl 

.rE(Bfrj)  —  (1  — iy*)F(£,iy) ?y  sing  cos  c       _"1?5 

S.E(e,ri)        p: ^-r-o-S^      F(£,'t])-E(£,ri)dri, 

dr       =Vl-i?2sm2cg^ ^ ^g^, 

so  findet  man  nach  allen  Zusammenziehungen: 

TT  71 

^  ^*  sina8a8/J     _^ ?rF(e,  ?y) 


t/ 0  t/o 


0  t/  0    V^«2cos2a+62sin2«cos2/3+c«sin2asin2^      2V  ö^-c« 

Setzt  man  nun  alle  Werthe,    so  erhält  man  aus  (7)  als  Kubikin- 
halt des  fraglichen  Körpers: 

(12)  

Sabcrn     3;rAF(g,i?)  .       3nh^       „,  \raW-c\     h'n^ 
3    L2  ■*■  2  V^aH?  "^  26  V"«sC:^    ^*'  '  *«(««— c*)^ + 2a6c  J 


iabcn  3A  iT^'^'x  .       3A«  iT^ft'-c»)      A» ■ 


c 
wonn  cos  f=-  • 

a 


87 

Man  kanu  übrigens  die  Formel  (11)  auch  unmittelbar  in  fol- 
gender Weise  ableiten.    Man  setze  in  (4) : 

a:=rsinasin|?, 
y  =rsinacos/3, 
z  =:rcosa; 

80    ist 


r« 


/sin*« sin ^ß  .  sin*« cos ^/J     cos*a\  ,       ,,„ 

V  — T* —  + P —  +  -i^J  (»— *)*=^'^ 


V6*c2sin*ä  sin  2j3+«*c*sin  «a  cos*/i+ ««^2  cos  % 
Wendet  man  die  Formeln  (5)  und  (6)  an^  so  ergiebt  sich 

/// dxd^y Sz=  5  //  r^ sin adadß; 
also  ist  der  ganze  Kubikinhalt: 


t/  Dt/  0   V^6*c*sin2asin«ß+«ac«siu«ac 


+  3Ä«*6  V  /     / 
t/  0«/  0 


/3+«*c«siu»acos*/3+rt*Ä2cos«a 
sin  a  da  8/5 


^*c*sin2a8in*/3+rt*c*»in*acos2i3+/|2^2co8*a 

TT  7t 

.    SAs  3  /**  /•* 8»tia8«8l3 I 

c/ot/o   (^V*sin*asin*j3+««cVm2acos*jSf«*6*co8«a)v'/ 

Vergleicht  man  dieses  Resultat  mit  dem  (7),  so  folgt  daraus: 


71  TT 

*  >^ä  sina8a3/3 


t/ot/o 


0 1/  0   V^Ä2Äin*asin2/J+«V^sin%cos*/3+«*Ä*cos*« 

TT  TT 

_   /^ä~/>2 sin «8a8/?  

^t/o  t/o    //^cos*a4-ft*sin*acüs*/3-|  Äin*asiii*f? 


ab     (fc     hc 


Setzt  man  hier  wieder  statt  «*,  A*,  «*•—  •    ,  >  --;  so  erhält  man 

'  c       o       a 

unmittelbar  die  Formel  (11). 

Zugleich  ergiebt  sich  aus  dieser  Vergleichung : 

(13) 

7t  7t 

«  sin  a8a8/3  __    7tF{t,vi) 


abc  n  f 

%I  ot/  0 


zmt 


Ä«6*cos*a+Ä*tf*sin2aco8«i3+62c*sin*asin*|3      lyfa'^^^i 
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aus  welcher  Foimel,  weon  man  sie  als  bekannt  aonunnity  durch 
die  obigen  UmformuDgeo  wieder  die  Formel  (9)  folgen  würde.* 

§.  2. 

Die   Gleichungen   der  Normale   in   dem  Punkte  (xiyiZi)  des 
Ellipsoides  (1)  sind: 

%  ar--a:|  =  ^(2— 2,), 

Man  verlängere  nun  diese  Normale  (nach  aussen^  um  die  Länge  A, 
so  sind  die  Koordinaten  des  Endpunktes  der  \erlängenii^,  wie 
man  leicht  findet: 

b^c^hxi 

Eliminirt  man  zwischen  diesen  Gleichungen  und  der  Gleichung 

die  Grossen  Xi,  y^j  zi,  so  erhält  man  die  Gleichung  derjenigen 
Fläche,  die  durch  die  Endpunkte  aller  in  der  angegebenen  Weise 
verlängerten  Normalen  geht. 

Setzt  man 

a:j=:rfl*cosa,  ^i  =r6*sinacos/3,  Xi  =  rc* sin« sin /3; 

so  erhält  man  als  Gleichungen,  welche  die  erwähnte  Fläche  aus- 
drücken künnen : 

o:  =  (Ä  +rö*)  cos  a , 

y  =:(A+r6*)sinacos/3, 

z  =:  (Ä+rc^)  sin  a  sin /5,  l        (14) 

^= \ ,_ 

«2  cos^a+^*  sin*«  cos*/3 + c*  sin^a  sin*j3 

Suchen  wir  nun  den  Kubikinhalt  des  von  dieser  Fläche  um- 
schlossenen Körpers.      Die   Umbildung  des    dreifachen   Integrals 

I j j dxdydz  giebt  hier: 

/j(jr[c*sin2a8in«/3(rÄ2+Ä)(r62fÄ)+«2eos-'2a 

+  b^  sin*«  cos*j3(rfl2+ 70  {rc^-^-h) 

+  (ß  cos««  cos«/5  (r6HA)  (rc* + A)  ]  8r  S«  3/3  sin  «. 
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Glänzen  von  a  und  ß  sind^  wenn  man  den  achten  Theil  des 


n 


fragOchen  K5rpers  ausdröcken  will,  0  und  »-.  Nimmt  man  die GrSn- 
zen  von  r  gleich  0  und  r»  so  ist  offenbar  der  achte  Theil  einer 
Kngel  vom  Halbmesser  h,  d.  h.  -t-,  noch  beizufügen.  Also  ist 
der  Kubikinhalt  des  fraglichen  Korpers: 


o« 


2 

B 
0 


s 

I 
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I 
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II 
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% 

SS 
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«p 

o 
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% 


5 

IB 
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s 

CD 


t»\ii       ». 


3 
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OB  2. 


^ 


0 

o 

Ott 


»ISJ 
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?      2. 

■CO 


oo 
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.1 
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*            • 

;5 
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^ 

a 
^ 

^ 

a 

Ol 

10 
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1 

1 

^ 

:^ 
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% 

^ 

^ 
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d 

1 

1» 

M 
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^ 

^ 
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^ 

10 
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1 
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C% 

^ 

M 

vU 

o 

4: 

O" 

10 

oo 
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19 

e 

OB 
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10 

OB 
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OB 
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o 

o 

o 

OB 
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0 


3* 


% 


ii 


03 
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während  schon  oben  gefunden  wurde: 

n_       n_ 

•«  /*«  sin a8aS/3  w, 


t/ ot/o 


o  t/  0  («*cos«a+6*sin*c»Cüs*/3+c*»in«a8in«^)l ""  2fl6c' 


TT  W 

2    />« 


fj  OfJ  fl 


sin  a  V  «-^cos^a+Ä^siu^acüö^^+c^sin««  sin«/J3aa/J 

Üt/  0 


Tcbc  ähs 


rS'x..vs:.+£ 


Setzt  man  al]e  diese  Werthe,   so  ergiebt  sich  fär   den  Kubik- 
Inhalt  des  KSrpers : 

(16)    -j- 

+^"^1^^ + vÄT.*'^^' V^^+ ^^^(^.  V*i§?)] 

+  -3- ' 


worin  ebenfalls  cos€  =  -. 

ü 


§.  3. 

Sei    aberuiaU    (a:|^iZ|)    ein    Punkt   des   Ellipsoides  (1).    Die 
Gleichungen  des  Radius  vector  in  diesem  Punkte  sind 


'O' 


^1  Vi 

Die  Gleichung .  der  auf  dem  Radius  vector  in   seinem   Endpunkte 
senkrechten  Ebene  ist: 

Die  Gleichungen  der  Normale  in  demselben  Punkte  sind: 

Die  durch  den  Mittelpunkt  gehende,    mit   der  Normale  parallele 
Linie  hat  zu  Gleichungen: 
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Diese  Linie  sehneidet  die  Ebene  (17)  in  einem  Punkte,   dessen 
Koordinaten  sind: 

Eilminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  und 

die  Grossen  oti  ,  y« ,  zi ,    so  erhält  man  die  Gleichung  der  Fläche^ 
die  durch  alle  ähnlichen  Punkte  geht   Zu  diesem  Ende  setzen  wir: 

Xi=irco8q),  ^i^rsin^costf;,  Z|=rsin9sint|'; 

so  ist: 

r*cosy  r^sinycos^      r^sinysint);, 

« /cos|^     8ln*yco8*i^     8in*5psin*^\      . 

'^V^"-^r-+       p       +       ^2      ^^-1* 

C08V_g^.T^     sinVco8^t/;_6V     sin^sin*»      cV, 
«•    ""   r«  '  6«         ""  r«  '  c»         ■"  r«  ' 

also 

d.  h.  die  Gleichung  der  verlangten  Fläche  ist: 

(ffia:*  +  6 V  +  A«)»= (fl*j:«  +  6  V  +  <^«*)^-  (18) 

Dm  den  Kubikinhalt  zu  finden,  setzen  wir 

TT  T 

x=-coBa,  y  =  7  sinercos/?,  z=- sin  er  sin/?; 
so  findet  sich  für  den  körperlichen  Inhalt: 

n       TT 

8 


3abc 


I      I     («*cos*«-|-6*8in  *«  co8*^+c*sin*asin*/3)'  sin  adaBß. 

t/  O«/  0 
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Entwickelt  man  die  dritte  Potenz  nnd  integrirt»    wie  dies«  dann 
leicht  mdglich  ist,  so  findet  mao  flir  den  Kubikinhalt: 

(19) 

356dL        7         +  36  J* 

Hätte  mao  gesetzt: 

x=-2^^^'   ^=psinacosp,  z^-^sinasiop; 
80  hätte  man  f&r  den  lohalt  erhalten: 

8 


3fl*6*c» 


/•«  /*« ainadaSß 

U  OfJ  0  /cos^g      sln^acoa^ß     6in^asin*/3\{^ 
V  ö*    "*"     "1^        ^"         c*      / 


also  ist 

(20) 


n       n 


J  oJ  0  /cos^c     sioVcos^/?     sin'crslp^/fvf 
V    a«    ^"         6*        +         c«       / 

_  jwr6cr<^ftH<^ .  3(g^6Hg^cH^»^HtfVHft^cH-6M)+2i^^ 
— "2"L        7       ■*  ~»  J* 

Eben   so   erhielte   man   durch    die   Umformung  :r=rcosa»    y  = 
rsinacosj?,  z=r8inasiD/3: 


(21) 
^/^^(fl^cos»tt  +  6^8in^ttco8^/3+c^6in«gsin^)3)»  . 


n 


JoJo  («*co8*a  +  62sin2acos«^+c«sin*a8in2^)l®'""^"^'^ 
===yg^[5(öH6«+c«)+3(«46H«*c«4^«6*+a«cHÄ*cH6«c*)+ 

Da  die  zweite  Seite  in  (20)  in  Bezug  auf  (i,b,c  symmetrisch  ist« 
d.  h.  sich  nicht  ändert,  wenn  man  a,  b,  c  mit  c,  by  a  vertauscht, 
so  kann  man  diese  Vertauschung  in  der  ersten  Seite  vornehmen, 
ohne  dass  der  Werth  sich  ändert.     Thut  man  dieses,   und  setzt 

dann  statt  a,  6,  c:->  j-y  — ,  so  erhält  man: 


t/  Oi/o 


71^ 

Bxuadadß 


oJ 0  (ö* cos«a  +  b^ sin^a cos^jS  +  c« sin*« sin«/J)l 

"'Jabc  nW '  6«  ■  cV   35V«*ft*   «*t* '  a*6* '  ««c« '  6*c«^6«c*y 

2    _!_^(22) 

+  35flWc« 
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Zugleich  woJleo  wir  bemerken,  dase,  wenn  man  an  der  vor- 
liegfoden  Fläche  jeden  Radius  vector  um  h  nach  aussen  verlängert« 
die  Gleichung  der  durch  alle  Endpunkte  gehenden  Fläche  ist: 

Die  Kubatur  des  von  dieser  Fläche  umschlossenen  KSrpers  fährt 
auf  elliptische  Funktionen ,  die  sich^  in  ähnlicher  Weise  wie  oben, 
leicht  bestimmen  lassen. 

Diese  Beispiele  mS^en  genügen.  Es  lassen  sich  durch  Um- 
bildungen eine  Anzahl  interessanter  Resultate  ableiten,  die  bei 
anderer  Gelegenheit  zur  Sprache  kommen  werden. 


Unmittelbarer  Beweis  der  Maclanrln- 

scheii  Formet. 

Von  dem 

Herrn  Doctor   J.    Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Burgertchnle  zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Man  beweist^  auf  mehr  oder  minder  mathematisch  strengem 
Wege,  dass»  unter  gewissen  Bedingungen: 

g,(a:)=g)(0)+^^  +  5y^^^+....  (1) 

Die  bekannten  Beweise  kommen  immer  darauf  hinaus  ^  die  Reihe 
des  zweiten  Gliedes  aus  (p{x)  zu  bilden;  keiner  ist  mir  jedoch 
bekannt  >  der  diese  Reihe  unmittelbar  sumniirte.  Diess  allein 
scheint  aber  die  unmittelbare  Art  des  Beweises  zu  sein,  da  hier 
erst  gewiss  alle  Bedingungen  des  Bestehens  der  Gleichung  (1) 
zum  Vorschein  kommen  müssen.  Diese  Aufgabe  nun  soll  im 
Folgenden  gelöst  werden. 

Angenommen  die  Reihe 


u 

sei  konvergent  flir  begtunmte  Wertbe  von  x,  so   wird  man   flir 
diese  Weraie  setzen  kOnnen: 

WO  X  noch  eine  unbestimmte  Funktion  von  x  ist.    Um  diesell>e 
vol  bestimmen,   wollen  wir  die  Reihe  im  ersten  Gliede  omgestal- 

X 

ten.    Zu  di^esem  Ende  setzen  wir  — =€  und  bezeichnen  durch  Vor- 

n 

Setzung  des  Zeichens  SLy   dass  it  ins  unendliche  wachsend,   also 

f  ins  Unendliche  abnehmend  gedacht  werden  müsse.   Alsdann  ist, 

wie  man  nach  und  nach  leicht  findet^: 

r(r-l) 


9)(r£)  — r^Cr  -  \t)  +     ,  ..    y(r— 2) «)-....(-  l)''g)(0)v 

g,(r)  (0)  =  iL  (^ ^ ^^jT-- y 

was  m£|n  übrigens  auch  mit  Hülfe  des  Satzes^  dass 

rr_r(r-l/  +  ^^^^(r-2)«-— ....(— l)'-»r=l. 2. 3...-r, 

leicht  unmittelbar  nachweisen  kann.    Demnach  ist 

^_if,„.A^     £9'(0),/£Y2(0^     (x\  y(0) 

x=iH9(0)---5-  +^-^  T2-l,r/  t:2:5+" • 

+  79)W-^^^;  "1-  +  ^^-^  772- ••• 

/£Y  59(20      /a:y  yC2f) 
+Ve/     1.2— V«/   1.2.1 +••• 


in  welcher  Formel  das  allgemcioc  Glied  offenbar 

V«/  1.2....r      V«/       1.2....r.l  +  Vt/       1.2....r.l.2 

X 

7/    r:2::::i^iT2.3T — y^)  i.2....r' 

Demnach   ist 

(4) 

d.  h.  X  kann  als  die  Gränze  betrachtet  werden,    der   die  Grosse 
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mit  uDendlich  wachsendem  n  sich  nähert.    Man  setze  nun  <p(a:)=ap, 
so  folgt  aus  (3)  X^^Xy  aiso  ist 

*=&[««--  +  -jf-2- .  -  +  ,-72:3  •  ~  + ....  in  mf.], 

welche  Reihe   offenbar  gegen  das  Glied  y^ —  ^  strebt,  so  dass 
„Vfier^  X  .  n^e-"  2x     n'e~"   Zx        .  n^er^    T        ^. 

^= ^L~r • «  +  TT • »  + 17273 •  "^+-+o::::ii^J-  (*> 

|-^ )  nothwendig  endlich 

ist,  da  alle  Glieder  ftir  a:>0  positiv  sind.    Nun  behaupte  ich  aber, 

dass  f^\\T} — ry~^*  *^  lange  nicht  &f  —  J=l   gesetzt   werden 
kann.    Denn  sei  r=n  —  an,  wo  <x^|9  so  ist 

n^e-^  _     n»~<°»e-"»     n"c— «    (7t —cm-}- [)(w — cm  f  2)....w 

1.2....r      1.2....(n— cm)      1.2....n'  «""  ' 

(?i— cm+l)(it  —  cm+2)....n 


(tS)=*(tS)-^ 


„on 


=  6ll((l-«+^)(l-«+|)....(l-«+  f )).  wenn  &(g^)=6. 

Der  letzte  dieser  Brüche  istl,  alle  andern  sind  für  n  =  oo  klei- 
ner als  1,  so  lange  <<  ^V »  ihr  Produkt  Ist  somit  Null.    In  diesem 

Produkte  kommen  nlinilich  zuerst  eine  beliebig  grosse  Anzahl 
Faktoren  vor,  die  ßir  ein  unendliches  n  gleich  1— er  sind,  und 
deren  Einzelprodukt  (z.  B.  (1 — aY)  kleiner  als  jede  noch  so  kleine 
Zahl  werden  kann  *).    Das  Produkt  der  übrigen  Faktoren  ist  nicht 


*)  Dass  (1 — a)T  kleiner  aU  jede  Zahl  z.  B.  (t   werden    kann,    i«t 
klar,  denn  «ei 

•O    iät 

(1— a)«+l  </?. 
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>  1 ;  das  gesammte  Prodakt  alno  kleiner  a^  jede  noch  so  kidne 
Zahl,  d.  h.  =0.    Also,  da  6  endlich, 

SO  lange  r<9t.  Ffir  ein  endliches  r  ist  der  Satz  ohnehin  lingst 
bewiesen. 

Somit  folgt  aus  (5)  ^ 

und  aus  (4),  in  Verbindung  mit  (6)  und  (7): 

insofern  keine  der  Grossen  a>(0),  9|  — )»  9(~)»""^^)  aimid- 
lich  gross  ist  ^"^        ^^^ 

Man  hat  also  folgenden  Lehrsatz: 
„Wenn  die  Reihe 

konvergent  ist,    so  ist  die  Summe  derselben  gleich  q>(x)f  voraus- 

gesetzt,  dass  q>(t)  endlich  sei  von  2=0  bis  2=x.*'    Diessistder 
laclaurinsche  Satz. 

Setzt  man  hier  z  statt  x  und  sodann  g>{z)z:zf(x+z),   so  er- 
hält man: 

„Wenn  die  Reihe 

/(a:)  +  ^.+^zHß^]*'+....  (10) 

konvergent  ist,  so  ist  ihre  Summe  gleich  f{x+t)y  vorausgesetzt 
dass  f{x+y)  endlich  sei  von  ^=0  bis  y=^z.'*  Diess  ist  der 
Taylorsche  Satz. 

Zur  Begründung  des  Satzes  wurde  oben  freilich  der  Satz  an- 


gewendet, dass 


,  ds 


_        .      X      x^         x^ 


Derselbe  lässt  sich  aber  leicht  und  ganz  allgemein  herleiten.    Zu- 

gleich  ist  zu  bemerken,    dass  in  (9)  und  (lÖ)  x  und  z  ganz  belie- 
ige  reelle  oder  imaginäre  Werthe  haben  Icunuen,  wenn  nur  die  an- 
gegebenen Bedingungen  erfüllt  sind. 

Setzt    man    also    r^  m-{-lf   je  nachdem  ob  /Ti-fl   nicht    eine  ganze 
Zahl  oder  eine  solche  ist,  so  ist 
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TID. 

Ilebnniirsaufjiralien  für  Scbüler. 

Von  dem 

Herrn  Doctor   J.    Dienger, 

Lehrer.  iD  der  höheren  Bürgerschale  «i  SioaheiiD  bei  Heidelberg. 


i*i»i*" 


Theoreme  über   bestinimte   Intc|];rale. 

1) 

y'^^Rlnkx.cosca:     .        w/^<?«+c-««\       . 


/ 


^cosbx.Bincx     ,       «/«—««—<?«• 


a«+a:«     ^«^-2  \        2      J 


P^)e-^. 


In  diesen  Formeln  muss  b  positiv  unrl  >c  sein,  welches  letz« 
tere  auch  negativ  sein  darf«    a  ist  reell  mid  positiv. 

2) 
unter  ähnlichen  Bedingungen  wie  in  l). 


3) 
e-«  cos  (fta?) .  cos  (ca:)  rfo;  =  (^ÄH^^ällüä^i ' 

e-"co8  (M .  sin  (ex)  dx  =  (qa.|.^g.j.ca)äl.4feafa  • 


wenn  a^  b,  c  reell  und  a  positiv  ist. 


4) 

r-«*  sin  (bx) .  sin  (ca:)  «/o:  =  (^qz^a^ZT^JaZ^Ä^c^ 
unter  den  gleichen  Bedingungen  nie  in  3). 


/' 
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t  8  c  e  1 1  e 


355 

Conitructlon  des  Näherungswertbes  vj^  der  Zahl  sk. 

355  16 

Mhii  zerlege  sich  yvi    Id  3  -f  vw.^ ;    die  Zahl  113,    als  eine 

IMnunhl  von  der  allgemeinen  Form  4/1 -flf  setze  man  der  Summe 
der  Quadratzahlen  4u  und  64  gleich,  also 

355_^  ,      4« 


113— "^7« +  8* 

Wenn  man  dann  in  Taf.  II.  Fig.  6.  zwei  Linien  AB,  AC, 
holde  gleich  dem  Radius,  senkrecht  an  einander  setzt»  anf  der 
olnon  AC  i  ihrer  LSnge  =CD  abschneidet,  B  und  D  verbiodet» 
BA  in  K  halbtrt  und  BE  auf  BD  von  B  aus  =zBF  abträgt,  da- 
rauf Fii  I!  CA  zieht,  ferner  DU  und  endlich  FG  ||  DH^  so  ist  für 
Ar=^AB=r=l 

43 


72  +  8*' 

und  man  bat  also  an  BG  nur  noch  den  dreifachen  Radius  anzu- 

1355 
tragen,  um  den  Bruch  j-pr  linearisch  darzustellen. 

Ks  ist  nSmlich 

BF  iBD  =BH.BA 
BF  \BD  =  BG\BH 


oder  Mr  r^-l: 


BF^iBI}^=^BG  :BA, 

U.  I.  V-  Tüjj =/jC;t: 


4«:8«+72=ÄG:l, 

42 
folglich  ÄG=g5^™ . 


nl«  vorher  bchaujitet  wurde. 


hdung  fies  barycentrischen  Cal- 
cnis  anf  die  Bestimmniig'  der  grössteB 

IUiem  Vierselt  eln^esehrlcltenen  und 
■r  kleinsten  einem  Viereck  uniscbrle- 
E  beuen  KlUpse. 


Herrn  L.  Schlüfli, 

Privstdocenlcn   di^r  Matlieaiutib  zu   Bern. 


ber  Erfinder  des  haryceiitrUcben  Caiculs  unterscheidet  zwU 
in  dn«m  eigentlichen  und  einem  abgekürzten  barycentrischeu 
'alcul.  und  erklärt  jenen  als  aiiirendbar  xnr  UiirKleliung  solcher 
Eigeiiscbaficn  gcuinelrischer  Figuren,  die  fUr  allo  afiiNaii  Systeme 
sngleich  getCeti,  während  dieser  es  nur  ee'i  bei  denjenigen  nai;b 
allgenieinern  Elstenschal'ten ,  die  ins  Gebiet  der  Coiriiieätinnsver- 
wandtficbnlY  gehriTen.  Da  ich  im  Fnlgenden,  je  naclidem  der  Ge- 
genstand die  Freiheit  der  allgemeinen  iierspeclivischen  ßesiebnn- 
gm  gcstallet  nder  Befichrünldini;  fordert,  bald  vun  der  einen,  bald 
TOD  der  andern  Art  der  Keehnung  Gebrauch  machen  werde,  so 
finde  ich  l'flr  gut,   mich  gleich  anfangs  darüber  aub/ueprechen. 

Im    All;t:enieineii   bexoicbne   ich   mit  .v,  p,  i  drei  unter  («ich 

ibbugigo  lineare  Fonctionen  der  rechtwinkligen  Cnordinaten 
Punktii  in  der  Ebene  und  betrachte  unnier  nur  die  zwei  Ver- 

Isae  der  drei  mit  x,  y,  i  bezeichneten  Griisscii,  nie  di^ee 
le»  sülltel,  Sil  dass  io  ßexiehmiij  auf  dieseJben  nur  haiiio(!«ne 

ihtmgen  v»rk(iinmen  können.  Sind  die  genunnlen  awei  Ver- 
hSltobse  ffir  einen  Punkt  gegeben,  sn  sind  dadurch  auch  die  Ver- 
bilhnissc  der  rechtwinkligen  Coordinatcn  desselben  Punkts  zur 
Längeneinheit  gegeben  und  somit  dur  Punkt  selbst  beslimniL  Als- 
dann »'»llen  die  drei  Urlissen ,  7.«  Ischen  denen  jene  zwei  VerbSIt- 
(risse  bestehen,  die  allgemeinen  Co  ordinalen  des  fraglichen 
Punktes  heissen,  wührend  die  durch  die  Gleichungen  :r^=0.  y— 0. 
1=0  dargestellten  Geraden,  welche  liier  die  Stelle  der  Cnnrdinalen- 
axeu  vertreten,  den  ron  Herrn  Möbins  (gebrauchten  INainen  der 
FuDdumentallinien  behatten.  Obgleich'  so  scheinbar  eine  Drei- 
tahl  von  Coordinaten  üur  Bestimmung  dnea  Punktes  in  der  Ebene 
angewandt  wird,  so  hängt  diese  Ueslimniung  doch  wesentlich  nur 

Tbell  \II.  8 
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von  einer  Zweizahl  von  VerhSitnisHen  ah,  weil  immer  nar  die  rela- 
tiven, nie  die  absoluten  Werthr  jener  drei  Coordi nuten  in  Betracht 
kommen.  Sind  die  Fundamentallinicn  durch  drei  in  rechtwinkligen 
Coordinaten  aus(i:ed rückte  (lieichunc^on  !;egol>en,  so  sind  dadurch 
die  linearen  Functionen  ar,  t/,  :  der  ^eiianntcMi  Coordinaten  noch 
nicht  vollständig  hestimnit,  sondern  jode  derselben  kann  noch  einen 
beliebigen  constanten  Factor  enthalten:  man  wird  daher  nach  Be« 
lieben  liber  die  zwei  zwischen  denselben  bestehenden  Verhältnisse^ 
z.  B.  so,  dass  irgend  ein  von  den  Fundamentaliiunkten  verschie- 
dener in  derselben  Kbene  iregebener  vierter  Punkt  durch  die  zwei 
Gleichungen  j?=:^=^:  bestimmt  werde,  verfügen  dürfen. 

Wird   insbesondere  liber  Jene   an  den  linearen  Functionen  x, 

S,  2  haftenden  Factoren  so  veruiict,  dass  die  (ilcichung  x-f  jr-f-z=0 
ie  unendlich  weit  entfernte  Gerade  darstellt«  d.  h^  dass  ui  dem 
f^ducirten  Ausdrucke  von  .r-|>f/f  :  die  Coefficienten  der  recht- 
wfaifcligen  Coordinaten  in  Verf^feich  mit  demjeni«;en  iler  LStigen- 
einheit  verschwindend  klein  werden,  so  sollen  alsdann  die  Grossen 
X,  y,  :  barycentrische  Coordinaten  heissen.  Denn  der 
durch  dieselben  bestimmte  Punkt  wird  dann  zam  Schwerpunkte 
dreier  mit  x,  y,  z  proportionaler,  in  den  Fuiidamentalpunkten  be^ 
fmdlichcr  Massen.  Zieht  man  aus  dem  fraglichen  Punkte  drei 
Gerade  nach  den  Fundamentalpunkten ,  so  theilen  dieselben  das 
Fundamental- Dreieck  in  algebraischem  Sinne  in  drc>i  Dreiecke,  von 
denen  sich  leicht  zei<;cn  liisst,  dass  ihre  Flächenniume  jenen  Mas- 
sen oder  den  baryccntrischen  Coordinaten  ;r,  y,  z  proportional  sind. 

Die  Aufgabe,  deren  Losung  uns  zunächst  beschäftigen  wird, 
ist,  den  Inhalt  einer  EUiitse  durch  die  Coefficienten 
ihrer  in  barycentrischen  Coordinaten  ^c^obenen  Glei- 
chun«^  auszudriicken,  wenn  die  Abmessungen  des  Fundamental- 
dreiecKs  bekannt  sind.  Der  Gang,  den  uir  bierbei  befolgen,  ist 
dieser:  Zuerst  suchen  wir  den  Ausdruck  fiir  die  >'enkrechtG  Pro- 
jection  der  Entfernuii«^  zweier  durch  ilirc  barvcentrischen  Coordi- 
naten «regebener  Punkte  auf  eine  beliebige  (ierade,  woraus  sich 
im  Besondern  der  Ausdruck  (ur  die  Projertinn  eines  Halbmessers 
der  Ellipse  er^^iebt.  Dann  bestinimon  wir  den  Inhalt  eines  von 
zwei  Cdiijuii^irten  Halbmessern  i^ebildett^n  Parallidogramms,  und 
ergreifen  diesen  Anlass,  um  auch  die  Summe  der  Quadrate  der 
homolop;en  Projectionen  zweier  conjugirten  Halbmesser  auszumit- 
teln.  Indem  wir  biedurch  zur  Suniiiie  der  (Quadrate  zweier  conju- 
girter  Halbmesser  gelangen  und  dann  mit  der  Hälfte  derselben  in 
jenes  Parallelogramm  dividiren,  so  bekommen  wir  <iuch  den  Sinus 
des  Winkels  der  zwei  gleichen  conjugirten  Halbmesser  der  Ellipse. 

Ausdruck  für  die  Projection  der  Entfernung  zweier 
Pn  nkte  auf  eine  beliebi$re  Abscissenaxc.  Die  zwei  Punkte 
P9  i^f  deren  Entfernung  PP'  projicirt  werden  soll,  seien  durch 
ihre  barvccntriscben  (-oordinaten  .r,  1/,  i;  jc',y'yz'  gegeben,  und, 
um  die  Rechnung  abzukürzen,  wollen*  wir  j;  -\-  y  j  2  — .?:'*-f«'-|-i'=:l 
annehmen.  Wenn  wir  ilaiin  mit  A,  H.  i\  a.  b,  c,  p  die  Ahscissen 
der  drei  Fundamentalpuiikte,  die  Prnjrrtionen  der  Seiten  des  Fun- 
damentaldreiecks und  der  Entfernunu  PV  bezeicbnen,  so  sind 
die  Ahscissen  der  Punkte  Py  P'  durch 

ari4+y/?+rC  und  x' A^y'B^i'C 
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SDd  der  Uoterschied  derselbeD  oder  die  Projection  der  EDtfemuns 
PP'  durch 

aMtedrückt.  Da  aber  in  Folge  der  getroffenen  Annahme  I!{x' — x) 
sfoni  aberdiess  C— B=«,  i<-C=b,  ß-A=c  Ut,  so  ha^ 
btt  wir 

Seben  wir  nun 

m 

80  wird 

«*— a:=«'(ar+y+z)  —  :r(:r'  i-f/ +  z')  =  v—S,  u.  s.  f., 
also 

p=c(C— 9— b(S-fi)=bi;  +  ct-(b+c)S=aS+bt;+ct, 

(rier  wenii  wir  die  Bedingung  ar  +  y  +  «=:ar'+y +z'=l  wieder 
oAeben, 

_  g  (yz'  ^y'z)  +  b  (zo;^  ~  z'x)  +  c  (.ry  -  x'y)  , 

Ansdruclc  für  die  Projection  eines  Haibmessers 

der  Ellipse. 

Irgend  ein  in  der  Ebene  des  Fundamentaldreiecks  liegender 
Kegelschnitt  sei  durch   die  Gleichung 

Aafl+ßy^+  G«+  +  2Dy2  +  aUzar+SFary  =0  (2) 

daügesieHt«  und  überdiess  sei 

X=:Ax  +  Fif  +  Ez,     j 

Z=Ex+J)ff+Cz.     ) 
Wenn  wir  dann 

A'=BC-D^,  ly^EF^AD, 

B'^CA^E^,  E'^FD^BE, 

C=AB^F*,  F'==DE^CF,  ^^^ 

A=:JBC'k^2DEF^AD^-BE^CF^=AA'+FF'+EE'-eic. 
setieo»  so  haben  wir 

Ax=A'X  +  rr+E'Z,   V 

Ay^rx+B'Y+iyz;  l  (5) 

Az:=E'X+D'r+CZ.    ) 

Liegt  der  Punkt  (xyz)  auf  der  Curve,  so  bt  ßir  denselben    '■ 

Xx+Yy  +  ZzszO, 

und  ist  (x'y'z')  irgend  ein  anderer  Punkt  auf  der  durch  jenen  ge-  . 
zogenen  Tangente,  so  ist 

8* 
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dass  in  Beziehung  auf  clen  gegebenen  Ke«;el»chnitt  jeder  der  bel- 
den  Punkte  a»if  cler  Polare  des  andern  liege.  Nun  ist  der  Mit 
telpunkt  der  Curve  der  Pol  der  unendlich  weit  entfeniten  Geraden 
*'  +  y  +  2'=0;  folglich  ist  lHr  denselben  X—Y=Z,  oder,  weim 
fortan  Xo,  yo>  ^o  ^^^  Coordinaten  des  Mittelpunkts  beseichim, 
wegen  (5) 

Es  seien  f»  9»  h  die  Coordinaten  eines  unendlich  weit  ent- 
fernten Punktes  und  daher  /"-f  f/-f  A  =  0,  so  ist  seine  Polare  ein 
Durchmesser,  dem  die  Gleichung 

sukCmmty  wo  /,  m,  n  diesejben  linearen  Functionen  von/»  gj^Ä 
sein  sollen,  welche  in  Beziehung  auf  or,  y^  z  mit  ^,  F,Z  beseiqbr 
not  worden  sind.  Da  ftir  den  Endpunkt  des  Halbmessers  die  zwei 
Gleichungen 

/•A  +  yF+AZ  =  0 
und 

xX^yY^zZ=0 

zugleich  stattfinden ,  so  kann  mau  \ 

J=(^2-%)ai,     Y=(hx-fz)io,  Z=(/S^— ^o?)«  (7) 

setzen,  wo  co  eine  neue  Unbekannte  bezeichnet.  Substituirt  man 
diese  Ausdrücke  in  (3),  so  erhalt  man 

Ax+(F+h(a)y+{E^ffG))z=zO,  \ 
(F— äq))j:+       By       +{IJ  ^fto)z  =  0,  |       (8) 
(E+ffco)x  +  (D-'fa))yi-        Cz       =0;  ) 

und,  wenn  man  x,  y,z  aus  diesen  drei  Gleichungen  eliminirt, 

^  +  ifi+y»'  +  Ä/i)  ca«  =  0.  (9) 

Die  Werthe  von  x,  y,  z  sind  nun  in  Function  von  o  zu  be- 
stimmen, so  dass  sie  nicht  nur  den  Gleichungen  (8),  sondern  auch 
der  Gleichung  a:-^y-i-z=il  genügen.  Dieses  kann  auf  folgende 
Weise  geschehen. 

Aus  den  identischen  Gleichungen 
Ph-^E'g^Em-^Fn,  Bh^-D'g^An^El,  D^h-Og^Fl-^^Am 
ergiebt  sich  durch  Addition 
^A(FHi^+ö')-<7(^''+/>'  +  C")=--!^('/'--»')+^(n--/)+£(/-iii){.(10) 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  oo  und  addirt  sie  zur  Gleichung 

A(A'  +F'+E')+F(P+  B'  +  ß')+£(F'+^'  +  C')^A,    (11) 
so  ergiebt  sich 
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Wign  (9)  ist  aber 

^=-(/?+flnii+A»)a)«={  — A(n— /)+^(/— w«)}»*; 

i         f 

fcll^rlr  wird  die  rechte  Seite  der  vorigeo  GleichuDg  zu 

Dieidbe  Crleiclrang  verwandelt  sich  daher  io 

i(J'+JP'+£'  +  (»—n)w)  +  (F+Ao)(F'  +  Ä'+l>' +(«-/)«•) 
+  (JE— ^co)  (£'+/>'+  C  +  (/— wi)  CO)  =0.  (li) 

Zwd  ibolicbe  Gleichungen  fliessen  aus  dieser  durch  den  Fortschritt 
fwi  X  so  y  und  z.  Vergleicht  man  alle  drei  Gleichungen  (12)  mit  den 
CSeiehimgen  (9)  Imd  berücksichtigt  die  Bedingung  x  +  y  +  zzul, 
m  ergaben  skh,  ind^  man  A' +  B'  +  C +2jy +  2E'  +^=£1 
setzt» 

A'+P+E'  +  (pi^n)m  p  +  ß' +  D' +  (n-^l)  m 

*^— H ^-*y=  a ' 

*_  g  -fZ)^  +  (7  «f  (/  -  m)  Ol 
*—  H 

als  barycentrische  Coordinaten  des  Endpunkts  des  Halbmessers. 
Nimmt  man  für  diejenigen  des  Mittelpunkts  auch  die  Bedingvog 
4^ -f  5^-1-20=1  an,  so  sind  sie  nach  (6) 

A'^p^E        p+jr+w         p+iy+c 

Setzt  man  nun 

yo2— y2;o=S>  2o^— 2^o  =  v,^oy— a:yo=f; 
so  ist 


{={(*— «)3ro—(»—*)*o«  g—  - —  35f 


09  . 


Weil  aber  der  Mittelpunkt  auf  dem  betrachteten  Durchmesser  liegt, 
so  ist 

od  4iberdiess  ist 

•«•o  +  yo  +  ^=l5 
Ibiglich 
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also  ist  naich^  (1)  die  Projection  des  betrachteten  H^Jliiqesiscts  R 
aof  die  AbscLsseDaxe 


drflckt  die  Relation 

/r+^m'+*»'=/'/+^m  +  A'n=0   •.    ■  :■  ■  .\i0S).  ■. 

das  GoDJiuirtsein    beider   Halbmesaer  aus,  tmd  es  Ist  .n|u!k  4^) 
nqd  ri4) 

■.    ■         •  .  1     ■      ■ 

.£h0'Vit  ans  diesen  Ausdrücken  Relationen  xwischieii^^p'.li^ 
den  conjugirten  Halbmessern  ableiten  koftnen,  mfissen  wir  die 
Werthe  von 

2fl.  2fP,  PüfP  +  l'^üfl,  rnnZfP+m'n'Zft 
ausmitteln.     Zunächst   folfft  aus  den  Bedineungen    f+g+h=iO, 

Ntftf  ist  die  Determinante  der  vier  GrSssen 

Uff,  HfV 

identisch  gleich  mit 

2:(«7/i' — /Ä)  (mn' -  m'«)  =  A-.  2:(iw7i'— iw'n); 
also  ist  mit  Rücksicht  auf  (15) 

Z/7. ZfV —k.Z {rnn!  - wi'n) . 
Ferner  hat  man  die  identische  Gleichung 

also  ist  endlich 

Zfl.ZfV=lfl.U.  .       (Iß). 

Wenn  man  dem  zweiten  zu  verwandelnden  Ausdruck, 

PZfV  +  V^Zfl, 
die  der  Null  gleiche  Grösse 


heitig^,  MO  wird  er 

(/m' ^fm)  (flr'/-^/')+(«/'— «'0(A/'-A'/). 
Es  iat  aber 

foiglieh  mit  ROcksicht  auf  (11) 

P£fl'+n£f7==iA^(An--  J).  (17) 

Zorn  dritten  za  verwandelnden  Ausdruck, 

addire  man 

ao  Teiindert  sicli  derselbe  in 

(fn'^fn)  (Im'  -  /'m)  +  (h'n — A«')  (/im'  -  iii'ii) 
={(D^C)(E'  +  I>  +  C)i-(D-^E)(A'+F  +  E')]k^, 

also  ist  endlich 

mji2;/»f  ^m'n'  Zß=kHDH'-J) .  (18)  = 

Die  Relationen  (16),  (17),  (18)  sollen  uns  jetzt  zur  Reduction 
der  AusdrGcIce  Ton  pfjf — n'q  und  f^+p*^  dienen,  wo  y,  q'  die 
Projectionen  der  conjugirten  Halbmesser  auf  die  Ordmatenaxe 
bezeichnen. 

Das  von  den  conjugirten  Halbincsseni  /2,  R'  gebildete  Pa- 
rallelogramm hat  po'—p'q  zum  Inhalt.  Wenn  nun  a',  b',  d  die 
Projectionen  der  Seiten  des  Fnndameutaldreiecics  auf  die  Ordi- 
natenaze  sind,  so  ist  nach  (J4) 

2:a/.2'a7'  — i:a/'.2:a7   , 
P^—P9  = 7/a » 

_  r  (bt^  ~  Vc)  (mn ' — m'n)  J 

Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  FundamentaldreiecIcs  mit  /,  so  Ist 

b^'-^bV=ca'-c'«=^ab'— a'b=2J; 

und  wenn  wir  für  7/iw'— m'n,  u.  s.  f.  und  filr  Zfl.  EfP  die  frii- 
her  gefondenen  Werthe  substituiren ,  so.  belcommen  wir  als  Inhalt 
AtH  Ton  zweien  conjugirten  Halbmessern  gebildeten  Parallelogramm« 

pq'-p'q^^J.^^^  m 
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Da  dieser ,Au8dnick  von  f^  g^  h,  f,  g*,  h'  frei  Ist,  so  flieist 
daraus  der  bekannte  Satz,  dass  der  Inhalt  des  von  zwei  con- 
jugirtenHalbmessern  gebildeten  Parallelogramms  von 
der  Lage  derselben  unabh&ngig»  mithin  stets  demPro« 
dncte  der  beiden  halben  Hauptaxen  gleich  Ist  Zagicidi 
sehen  wir  hieraus,  dass  die  Grosse  H  positiv ,  negativ  oder  null 
ist,  je  nachdem  die  durch  (2)  dargestellte  Curve  eine  EHipsle»  Hy- 
perbel oder  Parabel  ist.  Da  der  Inhalt  der  Ellipse  dem  «fachen 
des  genannten  Products  gleich  ist,  so  haben  wir,  indem  A^  B 
durch  ihre  vollständigen  Ausdrücke  ersetzt  werden,  folgende  Fomtls 

Wenn  in  Beziehung  auf  ein  Fondamentaldreieck 
vom  Inhalt  /  einer  beliebigen  in  der  Ebene  desselben 
befindlichen  Ellipse  die  in  barycentrischen  Goordlna- 
teo   ausgedrückte  Gleichung 

Ax^^By^  +  Cs«  +  2%r  +  lEix  +  2Fa:y =0 
suk5mmt,  so  hat  der  Inhalt  jener  Ellipse  den  Werth 


n;.2J. 


|+2^F+  2i^Z)  +  2DiE;-2^/>-2J?£;-2CF| 


Das  zum  Beweise  dieser  Formel  zubereitete  Material  mOge 
nns  ;iun  auch  zur  Berechnung  der  Summe  der  Quadrate  der 
homologen  Projectionenzweier  conjugirter  Halbmesser 
dienen.    Die  Gleichungen  (9)  und  (14)  geben  unmittelbar 

P  ^P    —  zfl .  ZfV  '  m  ' 

und  mit  Benutzung  der  Relationen  (16),  (17),  (18) 

Weil  aber  die  Projection  des  Umfangs  einer  geschlossenen  Figur 
null  ist,  so  ist  (t  +  b+c=0;  es  ergiebt  sich  demnach: 

«  .    lo          .    ^Ä«  +  ßb« + Cc«  +  2Dhc  +  2Eca + 2Fab 
P*  +  P  ^'-^  —  A. yi , 

was  den  bekannten  Satz  ausdrückt,  dass  die  Summe  der  Quadrate 
der  homologen  Projectionen  zweier  conjugirter  Halbmesser  eines 
Kegelschnitts  constant  bleibt,  welche  Lage  die  conjugirten  Halb- 
messer auch  annehmen  mögen. 

Werden  die  Seiten  und  Winkel  des  Fundamen taldrciecks  resp. 
mit  a,  6,  e,  a,  ß,  y  bezeichnet,  so  ist 

a*+  a'* = a* ,  etc.    bc  +  b'c'  r=  —  6c cos  « ,  etc. : 

also  ist 


oder  auch,  da  26i;co8a=A*-f  ^'~~a^  ist, 

Befeichoet  endlich  F  den  Winkel,  den  die  beiden  glei- 
chen GODJogirteii  Halbmesser  einschtiessen,  so  ist 

sinF=j^^^y,j, 
und  demnach 

Ueber   besondere  Formen   der  allgemfeinen  Gleichang 

eines  Kegelschnitts,  weiche  gewissen  Lagen  desselben 

gegen  das  Fandamentaldreieck  entsprechen." 

Soli  der  Kegelschnitt  durch  die  Fundamentalpunkte  gehen,  so 
dOrfen  in  seiner  Gleichune  die  Glieder  in  or^,  y^,  i^  nicht  vorkom- 
men. Daher  kann  beim  Gebrauche  allgemeiner  Coordinaten  jeder 
dem  Fundamentaldreieck  umschrieliene  Kegelschnitt  durch  die 
Gleichung 

■ 

dargestellt  werden.    Giebt  man  derselben  die  Form 

Vy+i  +  VHhi  +  ^^=0, 

so   zeigt  diese   an,     dass    derselbe   Kegelschnitt    dem    Dreiseit 
(y-f2)(2+:r)(j7-|-y)=3  0  eingeschrieben  ist. 

Soll  der  Kegelschnitt  eine  Fundamentallinie  berühren ,  so  musa 
für  den  Berahrungspunkt  zugleich  a;=0,  F=0,  Z=0,  also  nach 
^)  A'—BC^£^-=^Q  sein.  Soll  der  Kegelschnitt  dem  Funda- 
mentaldreieck eingeschrieben  sein,  so  muss  daher  A'=B'=O=0 
sein.  Verfolgt  man  diess  weiter,  so  findet  man,  dass  jeder  dem  Fun- 
damentaldreieck  eingeschriebene  K^elschnitt  durch  die  Gleichung 

dargestellt  wird,    der  man  auch  die  Form 

1  II 


feben  kann,    welche  zeigt,    dass  der  Kegelschnitt  dem  Dreieck 
-*^+y-l-^)(<v— y-|-2)(^-+y^2)=0  umschrieben  ist 
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Die  Pulare  des  Fundamentalpunkts  (^=30 >  :=0)  hat  X=0  su 
ihrer  Gleichung.  Soll  sie  mit  der  gegenflberlicgcndep  Fiuidameiital- 
linie  x=0  zusammenfallen,  so  muss  F=zE=zO  sein,  iiollen  nun 
Überdiess  die  beiden  andern  Fundauientaliuinkte  der  Curve  angct- 
hören,  so  dass  die  Gleichungen  jy=0,  z=0  Tangenten  darstellen,  so 
muss  noch  B=C^=0  sein.  Wenn  also  zwei  TaDgenten  eines  Ke- 
gelschnitts und  deren  Beruhrungsnehne  al^  FundamenhillinieB  an- 
genommen werden,   so  wird  derselbe  durch  die  Gleichung 

dargestellt. 

Giebt  man  in  Beziehung  auf  den  Kegelschnitt  dem  Fiinda- 
mentaidreieck  eine  solche  Lage,  dass  jedes  Eck  Pol  der  Gegen- 
seite wird,  so  muss  Z>=F=£=0  sein,  und  die  Gleichung  des 
Kegelschnitts  wird 

oder,  wenn  man  will,  noch  einfacher 


Ueber   die  Art,   wie   man    ein  Vierseit  am  einfach- 
sten durch  allgemeine  Coordinaten  darstellen  kanir. 

....  Wenn  <=0,  /'==0,  r=0,  i"'==0  die  Gleichungen  vob  vier 
Geraden  sind,  deren  keine  drei  im  selben  Punkt  zusammeptreffen, 
und  man  denkt  sieh  dieselben  allenfalls  in  rechtwinkligen  Coordi- 
naten ausgedruckt,  so  wird  man  immer  drei  Faetoren  X',  k",  X*" 
angeben  Icünnen,  weiche  die  Eigenschaft  haben,  die  Gleichung 
t+kU'+k"t"-i-k"'t"'^{)  identisch  zu  machen,  so  dass  dieselbe  be- 
steht, welche  Werthe  man  auch  den  rechtwinkligen  Coordinateö 
beilegen  mag.  Wir  dürfen  daher  von  vorn  herein  annehmen,  die 
linearen  Functionen  t,  i\  If',  t"'  seien  mit  solchen  Faetoren  ver- 
sehen, dass  die  Gleichung 

identisch  wird.     Alsdann  werden  die  Gleichungen 

eine  und  dieselbe  Gerade  darstellen.  .Tene  zeigt  aber  an,  dass 
die  Gerade  durch  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  ersten  Sei- 
ten, diese,  dass  sie  durch  denjenigen  der  beiden  letzten  Seiten 
des  Vierseits  geht.  Foli^lich  ist  die  Gerade  eine  Diagonale  des 
Vierseits.    Wenn  wir  dalier 

i^V=x,  t+t"=y,  t+r=z 

setzen,  so  sind  xzdü,  y=ß,  z=A  die  Gleichungen  der  Diagonalen 
des  Vierseits;  und  da 

xiy+x=!2t,  — a?+y+«=-2<',  a.-y+j=-2r,  -r+j-»=-2r 


IQ» 

kt,  8«:intd  <Ug  Vieiseit  dareh  die.  Gleiehung 

I 

(^+y+2?)  (— ar+y+z)  (a:— y +2)  (ar+y-i)  =  0 

dargestellt,  indem  zugleich  seine  Diagonalen  als  Fundamental- 
Hnies-angenommeo  sind;     -  .       :    1 

U eher  die  einfachste  Art,  ein  Viereck  durch  allge- 
meine Coordinaten  darzustellen. 

"Wenn  j:,  y  rechte  inklige  Coordinaten  bezeichnen ,  nnd  es  shid 
vier  Punkte,  von  denen  keine  drei  auf  einer  Geraden  liegen,  durch 
die  Proportionen 

}:iyil=iaibic,  y.y:l=a':b'ic',  j::y:l=a'':b":c^y  j:iy:\^fi"iVx€f^ 

I 

gegeben,  so  darf  man  immer  voraussetzen,  es  sei 

a+o'  +  a*+a"'=0, 

c  +  c'  +  c"+c*=0.  ,; 

> 

W0l9i  nun  ein  Punkt  durch  die  Proportionen 

;r:y:l=(a  +  a'):(*  +  6'):(c+c0. 

bestimmt  ist,  so  liest  derselbe  auf  der  Geraden,  welche  die  bei- 
den ersten  Ecken  aes  gegebenen  Vierecks  verbindet.  Da  aber 
ffir  denselben  Punkt  auch 


icüy  j»o  liegt,  derselbe  auch  auf  der  Geraden,  uelche  die  bei/den 
letzten  Ecken .  verbindet  und  ist  somit  ein  Kreuzungspunkt  de^ 
gegebenen  Vierecks.  Für  die  zwei  äbrigen  Kreuzung^p^nkt'fi  Kiä 
man  eben  so  ...         >:! 

und' 

jr:r:l=(a-fO;(6  +  *^:(e+0» 

Man  bestimme  nun  drei  lineare  Functionen  or,  y ,  z  der  rechtwink 
Hgen  Coordinaten,  so  dass 


t        ■ 
■        « 


)c:y:l  =  [(a+o')a:+(a+«')y  +  (a+ii?')*]      . 

:[(6+6')a:+(6+6'')y  +  (J  +  6«0*] 
j[(c  +  c')a:+(c+<J')»  +  (c+c*)«] 


I  _'.;■/ 


sei,  so  werden  die  Gleichungen  d7=0,  y=0,  z=0  die  Seiten  des 
Dreiecks  der  Kreuzungspunkte  darstellen.  Setit  man  femer  x=:y 
=z,  so  verwandeln  sich  die  vorigen  Proportionen  in  r:y:l=a:6;ffft 
und  wenn  man  «-^rswcas  «etzt,  ui  jr:]rils:a'|^:ir,  u.  s.  f.  Also 
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sind  Jetzt  die  Ecken   des  Vieredw  resp.  durch  die  Paare   ve» 

GieicDungen 

folgltob  das  gesamnite  Viereck  durch  das  eiosige  Paar  Gleicbiuigea 

dargesfellty  während  die  Fuodameotaipankte  mit  den  Kreineuoglr- 
ponkteu  zuaammenfallen. 

Allgemeiner  Ausdruck  für  einen  einem  Vierseit 
eingeschriebenen  Kegelschnitt. 

Wenn  die  beliebigen  Constanten  f^g^   h  der  Bedingang 
/~f-^+A=0  genügen,    so  stellt  die  Gleichung 

7  +  ?  +  x=» 

irgend  einen  dem  Vierseit  il(a:  J:ydbO==0  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt dar.  Denn,  setzt  man  jp:y:x=sf:a:h,  so  genu^  der  da- 
durch bezeichnete  Punkt  der  Gleichung  des  Kegelschnitts,  und 
die  Tangente  in  demselben  hat  die  Gleichung  x+y  +  z^zO.  Eben 
so  liegt  der  durch  die  Proportionen  x:y:z=:^—f:g:h  bestimmte 
Punkt  auf  der  Curve,  und  die  betreffende  Tangente  hat  — or-f^'t'' 
=0  zur  Gleichung,  u.  s.  f.  Man  sieht  zugleich,  dass  das  Viereck 
der  Berfibrungspunkte  durch  die  Proportionen 

dargestellt  wird. 

Die  Verhältnissgrussen  f,   g^  h  haben   eine   perspectiv ische 
Bedeutung.    Werden  die  Punkte,    in  denen  irgend  eine  Tangente 
des  Kegelschnitts  von  den  Seiten  des   umschriebenen  Viersefts, 
.denen  ^r  Reihe  nach  die  Gleichungen 

x^y^z=Q,    — a:+y+2=0,   o;— y  +  2  =  0,  ar  +  y— 2=0 

zukommen,  geschnitten  wird,  resp.  mit  A,  B,  C,  D  bezeichnet, 
so  ist 

AB,CD:AC.DB:AD.BC=:f:g:k, 

oder,  wenn  man  will,  —  v-  ist  der  Weith  des  perspectivischen 
Doppelverhältnisses  -jrjß :  -twj  • 

Denn  es  sei  er^r-f  6.V-f  ^2=0  die  Gleichung  der  beliebigen 
Tangente,  so  hat  man  flir  die  Punkte  C  und  ß  resp.  die  Paare 
von  Proportionen 

a;:y:2=:(6  +  c):(c  — a):  — (a  +  6) 

und 

:r  :y :  2=  —  (6 -|-c):  (c -|- a) :  (a  —  6) . 


AC 
NoD  tet  -^^jß  gliQlcb  deiö  VerhSltniss  der  aas  den  PunkteD  C  apd 

j0  auf  die  erste  Seite  (ir-f  3f+a!=0)  geßlUten  Senkrechten«  also 
gleich  dem  Verhältnisse  der  beiden  Werthe,  welche  dem  als  lineare 
Fonctien  -der  rechtwinkligen  Coordinaten  hetrachteten  Ausdrucke 
jH^-f-f  in  den  beiden  Punkten  C  und  D  zukommen.  Wenn  wir 
diese  zwei  Beziehungen  auf  C  und  D  durch  einen  und  zwei 
Accente  anzeigen ,  so  ist 

J/>—  (x  +  y  +  t)"- 

I 
I 

Gans  CO  haben  wir  auch 


BC     (— ^+y-h»)'. 


also 


Da  nuD  zufolge  der  obigen  Proportionen 

/"«fiSL+l. V  -   (^  +  g)  +  (g~«)-(«+ft)  _  _  £::l« 

'   .    V-^iyW'"  -(6+c)+(e-a)-(a  +  «)"~      a  +  6' 

/  ar  +  y  +  z  Y_  -(6  4>c)+(g+fl)  +  (a--6)__  g-ft 
V— ar+y  +  iy—     (6  +  c)  +  (c+a)  +  (a-6)    -"c  +  a 

•st,  Bo  haben  wir 

AC    BC  c»~a» 

AD'  BD'^''^l^=^' 

vmA  daher 

JÄ.C/>:JC./)Ä:JZ>.ÄC=(6«— c«):(c«— fl«):(a«— *«). 

Weil  aber  cror-f  6^4-<^=0  die  Gleichung  einer  Tangente  sein  soll, 
«o  ist  iur  ihren  Berührungspunkt 

A   ^    A 

oder  x:y:t=saf:bg:chf   also   tfy+6*^  +  c**=0,   woraus  wegen 
/+^+A  =  0  sogIeich/*:^:*=(6«— c«):(c«-^fl2):(a«— 6«)  folgt. 

Allgemeiner  Ausdruck  ffir  einen  einem  Viereck 
umschriebenen  Kegelschnitt. 

Wenn  /-|-^-|-A  =  0,    so  stellt  die  Gleichung 

irgend  einen  dem  Viereck  x^=y^=z2^  umschriebenen  Kegelschnitt 
dar,  was  keines  weitern  Beweises  bedarf. 
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Die  GfSmcd  fy  g^  h  bestimmen  das  constante  perspectivische 
D'oppelverhältniss,  welches  f&r  die  vier  aas  ifgena  einem  Pollkte 
des  Kegelschnitts  nach  den  Ecken  des  Vierecks  gezogenen  Strakr 
len  a,  b^  c»  d  stattfindet.  Denn  es  seien  A^  Bt  C,  D  die  Ecktfo 
^^  gegebenen  Vierecks,  denen  resp.  die  Gleichungenpaaca 

■ 

ar=y=2,  — a:=f=:i,    a:==— y=j,  a?=y  =— 1 
zukommen,  und  P  irgend  ein  Punkt  des  Kegelschnitts,  (&r  welchen 

also  auch 

und  daher 

/:^:Ä=(6«— c«):(c«— a«):(a«— 6«) 

ist    Dann  kommen  den  Strahlen  a  und  6  die  Gleichungen 

^=(6-c)a:  +  (c  — fl).v  +  (a— 6)z=0, 
u=(b — c)x — (c  +  a)y  +  (a  + 6)2  =  0 

zu.  Bezeichnet  man  nun  die  Werthe,  welche  die  linearen  FnndHonen 
t,  u  der   rechtwinklingen  Coordinaten  in  den  Punkten  C  und  £} 

erhalten,  resp.  mit  t',  u',  t",  u",  so  ist 

■ 

PC. sin (ac)_<^         PC. sin (6c)       «^  . 
P/).sin(acZ)""«'''     PD .  sin  (bd) '^  uf' ' 

also 

sin (qc) . sin (6c)  _t  ,^[_  _  ^    ^ 
6\n{ail)  •  sin(6cO  ""  ^' ' u"  ~'  u''u"'  , 

Da  nun  a:'  = — y'=i'  und  od'  z=,y"z=i — z"  ist,  so  folgt 

L.  —  ('^i:^)—^^ -ff)  +  rfl--6)  __  _ c—a 
u'  "~(6-c)  +  (c  +  a)  +  (af  6)""      a+b' 

i"  _  (6-c)-Kc— fl)— (q  — 6)  _ 0—6 
tt"""  (6— c)-(c  +  «)— (tt  +  6)  "" c  +  ö ' 

Also 

sin  (flc) ,  sin  (6c) c*  —  n^ 

sin(fl€Ö ' 8m(6J)  ""  ~  o^^^^T* ' 

woraus  sofort 

sin  (06)  sin  {pd) :  sin  {fl^  sin  (d6) :  sin  (oiO  sin  (6c)  ^^figih 
folgt. 
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Bejieichnet  man  mit  J,  n.iJ,  V^  den  Inhalt  des  Fundamen 
taldreiecks  und  denjeDigen  einer  durch  die  barycentrische  Gleichung 

ausgedrückten  Ellipae,  so' ist  nach  (19) 

0_  (^gP' ,21) 

kt  Q  negati?,  so  ist  die  Curve  eine  Hyperbel,  und  ^J.ST^-Q 
ist  ihre  Potenz,  d.  h.  der  constante  Inhalt  eines  von  den  beiden 
Asymptoten  und  einer  beliebigen  Tangente  gebildeten  Dreiecks. 
Je  nachdem  in  diesem  Falle  Q  ein  Maximum  oder  Minimum  ist, 
so  ist  umgekehrt  die  Potenz  ein  Minimum  oder  Maximum. 

Aufgabe.  Einem  gegebenen  Vierseit  eine 
Ellipse  von  grosstem  Inhalt  und  eine  Hyperbel  von 
grusster  Potenz  einzuschreiben. 

Auflosung.  Das  Vierseit  sei  in  barycentrischen  Coordi- 
naten  durch 

(7+J  +  s)(-?  +  'i  +  0(T-S  +  l)(7+i-|)=« 

r  " 

dargestellt,  so  kommt,  i^enn  ^-(-^-|-A=:0  ist,  die  Gleichung 

irgend  einem  eingeschriebenen  Kegelschnitt  zu.    Es  kommt  nun 
darauf  an,    das  perspectivische  Doppelverhältniss  — 4    der    vier 

Punkte,  in  denen  irgend  eine  Tangente  des  Kegelschnitts  von  den 
*  gegeinsnen  vier  Seiten  geschnitten  wird,  so  zu  uestimmen,  dass 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird.    Setzt  man 

f—COS(p,  g=COs((p'—\j,      Ä  =  COsf  9  -r;  -.^J.       (22) 

wodurch  der  Bedingung  f-i-g-i-h=0  geniigt  wird,  und 

P+m'^e^^    ' +n«e  3  ^-t=:|..e  ^    \  (23) 

so  wird  fgh^lcoBSip  und  £Pf=^r. cos {q>^e);  folglich 
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Hieraus  fliesKt 


Bg  ^     j«inC2g)  +  6>) 

3qp  '  C08*  (qp — 6f.)  ' 


« 


und  f&r  den  Fall,  f\'o  die  daberige  Maxinianis-  oder  Minimiinu- 
bedingung 

erfallt  Ist, 

^?—     fi  C08  (2y +<>) . 

also ,  wenn  die  genannte  Bedingung  unendlich  nahe  erfüllt  ist. 

Folglich  ist  Q  ein  positives  Maximum,  wenn  co8(29>-t-6)=l, 
ein  negatives  Minimum  dagegen,  wenn  co»(2fp  +  e)=:z^l  imU 
Im  ersten  einer  Ellipse  von  grussten  Inhalte  entsprechenden 
Falle  ist 

/•:.^:A=cos2  =  cos(^,y+-3-j:cos(^2  +   S/'     '="~;3ä' 


cos*— 


im  zweiten  einer  Hvperbel   von    grosster  Potenz  entsprechenden 
Falle  ist 


2 


Sin    c 


also  beiläufig: 


J-^7=i,/7'+«7y+M'r.o. 


Um    dieselbe  Aufgabe   durch    geometrische    Construrtion     zu 
luscn.   bringe  man  die  Updingiin^sgleicbung  fiir  Ü  unter  die  Form 

r»sind  +  m*sin  (ß-  -~J  +  n^ain  f(f-  .^J  =0. 

Die  Gerade,  welche  die  Diagonalen  des  Vierseits  hatbirt,  schnei- 
det die  Seiten  des  von  denselben  gebildeten  Dreiecks  au^nerhalb 
so,  dass  das  Verhititniss  je  zweier  Segmente  einem  der  drei  Ver- 
hältnisse l^im^iTt^  gleich  ist.    Man  kann  also  drei  gerade  Linien 
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Cndeii.  die  «ich  nie  Pim^-.n''  verhalten,  iliu  wir  daher  auch  es- 
milexu  «U  resp.  mit  P,  m'^,  n*  gleich  ainiehmen  dürfen.  Man 
Ira&c  dieselben  um  «inen  beliebigen  Punkt  O  herum  so  auf,  daM 
jpife  fitlgendc  gegen  die  unmittelbar  vorhergeheode  um  — 120"  ge- 
oeigt  idt,  und  suche  dann  die  llesultante  aller  drei  Geraden,  so 
werden  Ton  ihr  die  einzelnen  Geruden  nm  Hie  Winkel  (*,  6  +  240", 
ft-f  4M)i^  abstehen,  und  die  Heüultante  selbst  wird  gleich  r  eein. 
Halbirt  niun  nun  die  zuletxt  geniinnteii  Winkel,  trägt  auf  den  bal- 
bireudei    "■  ■ '  ■"  ......... 


der 


uden  Kicbtiingen  vnn  O  aus  eine  beliebige  Längeneinheit  aaf , 
nrojicirl   die    aufgetmgenen  Stücke  Bowohl  auf  die  Kichhing  i 

Reeultante  als  auch  auf  eine  i.n  densellien  Henkr*;i'bte  Itii-^-  1 
tuD^,  so  sind  die  drei  ersten  IVujectionen  mit  den  eur  Ellipse,  U«  L 
dr«i  letzten  mit  den  zur  Hyperbel  gehürenden  Werthen  ^.  <;>  A^l 
proportional.  Gesetzt  nun  die  erste  beite  des  gegebenen  Vierseits  r 
werde  von  den  drei  füllenden  in  den  Punkten  B,  C,  H  geschnit- 
ten und  vom  Kegelschnitt  in  A  berührt,  so  ist 

AB.CD:AC.DB:AD.BC^f.g:li. 

Legt  man  z.  B.   durch  B  eine    Gerade  und  macht  auf  derselben 
Bc;c^:J>B:Bü=h:f:ij:xt,  zieht  sodann   6'c,  /)0,  weiche  sich  in 
S  schneiden  mü^cn,  so  wird  der  Pnrullelslrahl  Sn  die  erste  Seit» 
BCD  in   ihrem  Berühningspunkte  A  schneiden.     Da  die  Beruh-  d 
rungsjiuukle  aller  vier  gegebenen  Seiten  ein  Viereck  bilden,  dessen  1 
Kretuungspunkte  in  die  Ecken  des  l>iagonalendreiseits  lallen .    fW  i 
mod  nunmehr  die  drei  fibrigen  Berührungspunkte  leicht  zu  findeif,  E 
und  man    wird    sodann   bloss  mittelst  des  Lineals   beliebig  viele  ^ 
Tangenten  des  verlangten  Kegelschnitts  construiren  ki>ven. 

An  meisten'  der  geometrischen  Behandlungsweise  scheint  mit 
folgende  Art,  die  Aufgabe  aufzufassen,  »ich  zu  nähern.  Es  seien  I 
L,  jV,  N  die  Milteu  der  Diagonalen  des  gegebenen  Vierseits*  1 
und  P  der  Mittelpunkt  irgend  eines  eingeschriebenen  KegeUchoittSf  I 
so  ]ie|en  bekanntlich  alle  vier  Punkte  auf  einer  Geraden.  Nun  i^M 
da«  Quadrat  des  Inhalts  de«  zum  Mrttdpunkte  i*  gehliren-'~~  * 
KKelsehnitts  d«m  Producte  LP.  MP.NP  proportiunaf,  und  t 
'daher  zugleich  mit  diecem  ein  Maximum  oder  Minimum.  AUft  i 
ivinl  der  Alittelpuokt  /'  der  eingesi^hriebenen  Ellipse  von  grüsstei^  { 
labalt  «der  4er  eingeschriebenen  Hy[icrbel  von  grüssler  Polei^s  ^ 
der  j^n&dratischen  Bedingungsgleichung 


^„+ 


leiifigeD;    d.  h.  die  Samm 
KtteD  der  drei  Diagonalei 

Kln  der  That  kann  man 


I 


I 


LP^JUP^i\P 


:  verkehrten  Abstünde  \ 


setzen  I  wg  j  eine  das  Verhältniss  ?- ersetzende  Variable  bezeiiihnet,  ^ 
BUS  dem  einfachen   Grunde,    «veil   i(i«*— «"X*  — P)=0  ist. 
mw  ff,  ff'«*,  A'i*  die  barvcentriscbetiCoordinatcndes  Mittelpunkt» 

Tkail  XII.  '-> 
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P  und  0,  m^,  —  «^  diejenigeo  des  Punkte  L  sind,  so  giebt  die 
Formel  (1)  fiir  die  Projectioii  der  Geraden  LP  den  Auwrack 

folglich  Ut 

LPiMP:NP=(s—P)i(t—m*):{i—tt*). 

§ 

Substituirt  man  nun  die  obigen  Werthe  von  f,  g,  h  in  dem'^AflSr 
dyicke  för  Q>  so  crgiebt  sich 

i  i 

•  •  I     ■ : 

also  ist  Q  mit  dem  Producte  (* — P)  (*—?»-*)(»  —  «*)  und  daher 
auch  mit  dem  Prodncio  LP,  31  P.NP  proportional.  . 

Bezeichnet  S  den  Schwerpunkt  der  drei  Diagonalmitteii  I^ 
M,  JV,  d.  h.  ist  SL  +  Siy+SN=0,  so  ist  auch  .    , 

«7^ = i  /"  «iV  Äi^V  äa'\  . 

weicl^  GleicUimg  zur  geometrischen  Construction  de«  Slittelpunktfli 
P  dient 

Weilt  man  bemerkt,  dass  f^r  jeden  eingcschiiebcnen  Kegel- 
schnitt —  y  dem  perspectivischen  Doppelverblittniss  ^jj^  '  -jtjb^ 
gleich  ist,  so  gewinnt  man  folgenden  Satz: 

Es  seien  a,  b,  r,  d  vier  Gerade,  die  ein  Vierseit 
bilden,  L,  M,  N  die  Mitten  der  Diagonalen,  welche 
paarweise  die  Gegenecken  (ab)  und  (cd),  (ac)  und  (M), 
(ad)  und  (6<')  verbinden,  P  der  Mittelpunkt  irgend  einea 
eingeschriebenen  Kegelschnitts,  von  dessen  Tangeri- 
ten irgend  welche  das  Vierseit  in  den  Punkten  A^ß,  C, 
D  schneidet.  Dann  haben  die  vier  in  einer  Geraden  lie-. 
senden  Punkte  P,  L,  M,  N  dasselbe  perspectiv idche 
Dopp  elverhältniss  wie  die  Punkte  A,  B,  C,  D,  d.h.  es 
ist  stets 

AC   ßC^_PM   LM 
ÄD  BD  -^  PN'TS* 

welche  Lage  auch  die  fünfte  Tangente  haben  mag.  Fer- 
ner, wenn  der  Mittelpunkt  /^sich  aufseiner  Orts  gera- 
den fortbewegt,  so  hat  das  Quadrat  des  Inhalts  des 
e n  t  s  p  r e ch  e n  d e n  K  e  g  c  l s  ch  n  i  t  ts  z  u m  Pr o  d  u c  t e  LP,MP,NP 
ein   cons  tantes  Verhältniss. 

Aufp^abe.  Einem  Viereck  eine  Ellipse  von  klein- 
•  teni  Inhalt  oder  eine  Hyperbel  von  grüsster  Potenz 
umzuschreiben. 
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Auflösung.  Werden  die  Kreuzuugapunkte  des  gegebenen 
Viereckd  zu  Fundamenlalpunkten  allgenommen ,  und  bezeichnen 
die  drei  constanten  Grössen  l,  m,  n  die  Verhältnisse,  in  denen 
js  wio  SeilR.  dea  Fundamentaldreiecica  vom  entsprechenden  Ge* 
genseitenpaare  des  Vierecks  innerhalb  und  ausserhalb  gescbnijtten 
wird,  so  wird  das  Viereck  durch  das  Oleichungenpaar 

jc^  _  S^  _  ** 
oad  irgend  ein  umschriebener  Kegelschnitt  durch  Sie  Gleichung 


daigfStelU,  wodiftder  Bedioj^ng  /'4-j|[-|f-&=0  untenvovfenen  Con 


wird  bUr 


aad  wenn  man  die  Relationen 

gdk-'hßg=A9f-rBh=ß9-gBf 
beachtet,  so  findet  man 

und  somit  die  Maximums-  oder  Uinimumsbediogung 

welchß  vom  spchsten  Grade  ist  Von  den  drei  Losungen  /=:0L 
gz^,  A=0  entspricht  jede  einem  Gegenseitenpaar  des^ierecks, 
worauf  sich  in  diesen  drei  Fällen  der  umschriebene  Kegelschnitt 
reducirt.    Nehmen  wir  z.  B.  f  a\s  unendlich  klein  an,  so  wird 

SO  oft  also  eine  der  drei  Grossen  f,  a,  h  verschwindet,  ist  Qein 
Maximum,  und  diese  drei  Maximi^  nahen  alle  Null  zum  Werthe. 
Man  kann  übrigens  auch  ohne  Rechnung  begreifen,  dass  unter 
der  Schaar  uuischrieboner  Kegelsch\|itte  die  Gesensqitenpaare 
Maxima  von  Q  darbieten  niQssen,  weil  von  denselben  kein  aH- 
hiäliger  Uebereang  zu  umschriebenen  Ellipsen,  sondern  nur  zn 
Hyperbeln  denkbar  ist.  Lassen  wir  nun  Jen  Factor  fg/i  in  (24) 
bei  Seite,  und «betraclilen  den  Ausdruck 

9* 
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s=p8:^>m.*=^+««^ 


so  sehen  wir,  dass  derselbe  dreimal  durchs  Unendlicht  geht»  irib^ 
rend  das  Verbältniss  v  vtm  -^<30  bis  -foo    wächst;  folgÜcb 


h 

es  immer  drei  reelle  Werthe  dieses  Verhfiltnisses  .geben,  flir 
welche  «S  verschwindet,  und  zwar  liegen  dieselben  reso«  iwischen 
— X  und-^1,  zwischen  — 1  und  Ö,  und  zwischen  öund  -f-QD. 
Verfolgen  wir  den  Verlauf  von  Q  in  irgend  einem  dieser  dreUfHar 
dien,  so  sehen  wir  es  zu  Anfang  desselben  abnehmend  und  $m 
Ende  wachsend.  Ist  es  inzwischen  endlich  geblieben,  so  moMien 
also  da,  wo  S  verschwand,  durch  ein  Minimum  gegangen  scta. 
Im  entgegengesetzten  Falle  ist  es  zuerst  — x  ,  dann  pIMnlich 
-f<30  geworden,  hat  von  da  an  eine  Weile  abgenommen,  ohne  diQ 
Null  erreichen  zu  können ,  weil  alle  drei  NuUwerthe  von  42  zogMidh 
Maxima  sind,  musste  also  wieder  durch  ein  IVflbimum  gehen,  wik 
bis  -f<30  zu  wachsen,  von  da  in  -^oo  fiberzusprin^n  und  bis  ai# 
Ende  des  8tkdiums  zu  wachsen.  Die  reellen  drei  LSsnomi  der 
Gleichung  5=0  entsprechen  also  s&mmtlich  kleinsten  Wertben 
von  Q.  Dieses  wird  durch  die  Rechnung  bestätigt.   Es  ist  BSnIich 


Incremente : 


Da  nun  alle  drei  Wurzeln  Her  Gleichung  5=0  reell  sind,  'so  ist 
das  zweite  Glied  des  vorliegenden  Aiisdnicks  rechts  stets  positiv; 
folglich  Q  in  allen  drei  Fällen,  wo  5=0  wird,   ein  Minimum. 

Ob  Q  positiv  oder  negativ  sei,  hängt  einzig  von  der  quadra- 
tischen Function 

T=Pgk+mHf+nYg  . 

ab,  denn  T  und  Q  sind  zugleich  positiv  oder  negativ.  Setzen  wir 
aber  '2P=(i+v,  !2m2=:v+A,  2n«=X  +  ^,  d.  h.  X=— P+inH»*. 
u.  s.  w.,  so  wird 

2  (i*  +  v)  T=:—(ßv  +  vX+  Xijl)/^  -  (iig  -  vh)^. 
Also  muss,  damit  T  positiv  sein  könne,  jedenfalls 

fiv+vX  +  A^=(/  +  //i  +  w)(—  l  +  w*  +  w)  (l  —  mi-n)  (l  +  m — w) 


IW 


Denkt  man  sich  über,  >vas  erl«utit  isl.  aUe  tjroa- 
Hvn  /,  in,  n  positiv  imd  /  ii\s  die  grUs«Me  derselbeu,  so  liiiütdieBe 
B«i}ingiing  darauf  hinaus,  dass  />7n-fit  sein  niuss,  (1.  b.  dass 
Am  zweite  Eck  des  Vierecks  rückivärtH  Tom  ersten  Fundiunental-  . 

EuBkl,  6D  dass  dieser  zivischen  das  erste  und  zweite  Eck  zu  st»-  1 
«n  künimt,  liegen  niuss.  Mit  andern  Worten,  kein  Eck  dwj 
Vierecks  darf  innerhalb  d«s  von  den  drei  übrii;en  Ecken  gebltte' 1 
(en  Dreiecks  liegen.  In  diesem  Falle  gestattet  die  4>leicbunff  T^^% 
iV>t\  reeHe  Lüsungen ,  welche  den  umschriebeniui  Parabeln  est-  T 
sprecheu,  und  Q  hat  ein  positives  und  zwei  negathe Rlimma,  d.  h.  I 
lUtb  kann  dem  Viereck  eine  Ellipse  von  kleiasfeni  Inhalt  und  zwei  1 
Byftertteln  von  grüsster  Potenz  umschreiben.  Ini  entge^^engeseta-  .f 
tÖi  FaIIc.  wenn  keine  der  als  positiv  gedachten  Grössen  /.  *»>  V  J 
grüaifcer  ala  die  StUnnie  der  beiden  librigen  ist,  d-  h.  wenn  et^  I 
Etk  des  Regebenen  Vierecks  innerhalb  des  von  den  drei  abrigel  I 
Ecken  Rebi Id et« D  Dreiecks  liegt,  kann  dem  Viereck  weder  Ellipse.  ] 
MWb  Pambel  umschrieben  werden,  und  Q  hat  drei  negative  Illl- 
nitna,  d.  h.  man  kann  dem  Viereck  drei  Hyperhein  von  grusster  | 
leiten»!  umschreiben. 


IWzeicbnet  man  die  Gnii 
f.g.  A,  welche  die  drei  Ls 
ihmeleo,  durch 


>a  zusaninieneehüriger  VVertbo  v&_  . 
Igen  der  cubiscben  Gleiuluing  8=9  1 


durch  Elimination  der  Verhältnisse  von  P,  ih\  w'*  eine   | 
ergeben    muss,    die  nur  f,  i/,   h,  {' ,  f",  etc.  enj> 


mj^, 


Ich    behaupte 
u  bgeud  äncr  der  di 


diese  Relation    werde  erhalten,    indeqi 
letzten  (ileichungen  die  beiden  Pr^^   ! 


iMtoliluirt ,  nodurch  sich  die  Gleichungen 


:0      (2fi) 


ef|^ben.  Denn,  da  diese  untei  sich  identisch  sind,  ^wovon  maq 
«ich  duT^h  Snbtraction  je  zwci«r  derselben  leicht  überzeugen  kan|| 
H«  Btellen  sie  eine  und  die^plhe  und  zwar  die  verlangt«  Relation 
dv,  und  dadurch  sind  dann  auch  die  zwei  vorigen  PrDporlionen  ' 
Mwiesen.  Elimwirt  man  ferner  ans  denselben  mittele  der  Glei- 
chung /"  +  y+4"=0  die  GtüBsen  /*,  ij",  h",  so  erhält  man 


+  ;;vH 


,7  =  0, 


(27) 


ji  PI  Bcii^biing  auf  /',  ff",  h'  quadratische  tileicfaung^wdj 
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dazu  dienen  raao:,  ^wlenn  «ine  LUsung  f'O'l^  foekaiint  M, 
eine  «wette  f'i^ih*  m  finden. 

Durch  die  iProporti^^eD    (25)  verwandelt  sich   dta  MinflÜnai 
Ö  In 

Da   dlie  L9|iunc   der  Aufgabe  von  derjenigen  der  cubWWn 
Glelcfanng   2r;>^^^=:0  abhängt,  se  kann  sie  nicht  geMNMMi 

Siit  Lineal  und  Zirkel  aaaeefuhrt  werden,   sondern  nur  durcb  Ifl- 
erung.    Gebraucht  man  die  Bezeichnungen  i^'l),  so  gellt  ^ge- 
nannte cubische  Gleichung  fiber  in  • 

^-"-jrj  +w*tÄngf  9—  «  JäO.  (tt) 

Nun  ist  es  Jeicht,  drei  gerade  Stiiclce  zu  construiren,  die  «ich  wie 
I*,  m*,  fß  verhalten.  'Man  nehme  auf  jeder  Seite  des  BMtairs  der 
Kr€fnzong6|iänkte  des  gegebenen  Vierecks  (resp.  Foedifhtm^nV 
linien)  die  Mitte  zwischen  den  beiden  Punkten,  in  denen  tf9*vMii 
entsprechenden  Gegenseiten piiar  geschnitten  wird,  so  werden  be- 
kanntlich alle  drei  Mitten  in  einer  Geraden  liegen,  welche  die 
Seiten  des  Dreiecks  der  Kreuzungspunkte  in  Segmente  theilt,  de- 
ren Verhältnisse  durch  P,  m^,  rfi  dargestellt  sihd.  Hau  Mtte  attS 
einer  beliebigen  Geraden  solche  Strecken  OL,  LM,  üfiV'.eu^ 
dass 

scji,  errichte  dann  auf  diese  Gerade  drei  Senkrechte  LJJt^fM'^ 
SN' j  ziehe  aus  O  untct  einem  beliebigen  Winkel  LOh'ditfp  den 
Strahl  OL',  durch  seinen  Durchschnittspunkt  I^'  mit  der  ersten 
Senkrechten  einen  zweiten  Strahl  L'M',  der  unter  -»MÄ?igegen 
den  ersten  OL',  also  um  cp — 1*20^  gegen  die  feste  Gerad'e  geneigt 
ist,  und  durch  seinen  Durchschnittspunkt  M'  mit  der  zweiten 
Senkrechten  einen  di^ttcn  Strahl,  der  gegen  den  zweiten  L'M' 
um  — 120^  geneigt  ist  und  die  dritte  Senkrechte  in  iV'  schneidet. 
Dreht  man  jetzt  den  ersten  Strahl  OL'  um  den  iPunkt  O  herum, 
so  wird  es  im  Ganzen  drfi  reelle  Richtungen  desselben  geben, 
für  welche  der  Punkt  TV'  mit  N  zusammen  fallt,  (und  d>*  Summe 
der  drei  entsprechenden  Winkel  (p  wird,  nie  wir  bald  zeigen  wer- 
den, ein  Vielfaches  von  180^  seift).  Denlct  man  sich  nun  in  die 
Kreuzungspunkte  Massen  verlegt,  >velche  sich  wie  die  Längen  der 
drei  bew^lichen  Strahlen  OV ,  L'ft',  WiVverfi alten  und  positiv 
oder  negaxrv  glommen  werden  m(i.<scn,  jenacTidem  die  Läa^fop 
der  tietreffenoen  Strahlen  in  den  Thn(!fta  angewiesfcnen  UiöTitnng^ 
oder  in  den  entgegengesetzten  p:eniessen  wurden,  so  flillt  det 
Schwerpunkt  derselben  in  den  Mittelpunkt  des  gesuchten  Ke- 
gelechnitts. 

Die    trigonometrische    Erörterung    der    vorliegenden    Aufgabe 
sdli^nt  mir  einiges  Interesse  darzulneten.     Setzt  man 
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^  +  m*+n*=2rcos£; 
also 

und 

3 

so  TorwaDdelt  sich  dis  Minimumsbedingung  (28)  in 

.    *.  C06£8in39=8itf(9> — d).  (29) 

Beseichnet  man  die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  durch  9^ 
fffy  ff  mid^  berflcksichtigt  die  identische  Formel 

so  folgt  durch  Elimination  von  e^  0  aus  den  drei  Gleichungen  (29) 
die  Rdation  « 

8in(9  +  9'  +  9")=0,  (30) 

welche  mit  (26)  sioes  und  dasselbe  ist  Da  es  för  den  Werth  von 
91  auf  n  mehr  oder  weniger  nicht  ankömmt  so  dürfen  wir  geradezu 

9  +  9'  +  9>"=0 

voraussetzen.    Hieraus  kann  man  dann  unter  andern  folgende  Rc^ 
lationen  ableiten: 

sin  (2^  +  Ö)= 2sin  (9  —  ö)  cos  (9'  —  ^T) , 

sin  C2g>  +  ö)  +  sin  (2^'  +  ö)  +  sin  (29"  +  ö) = 0, 

cos(2y +Ö)  +  cos(29' +Ö)  +  cos(29>"+ 0)=-^* 
2:sin(g)— d)cos(9'— 9")=0,   2;cos (9— ö) cos  (g)'~9)'')= 


cese 


•      /  •  --»      Isinö  ,        _-      1/-   .    cosÖN 

sin^sin^'smu^Ä:  j^jjj^,    cos^cos^' cos^/'^rj^l  +  ;^;^y. 

cöö  (9' — 9>")  cos  (9" — 9)  cos  (9  — ^  9') = TT  tang*  e, 

o  o     /  1     if         C083f  +  C083ö 

cosJ9C0809'coso9>= j ^-       4  >  k 

sin39>sin39>'sin39''=sj- — 5-, 

1 

sia(9— Ö)«in(9'— Ö)sin(<p''— 6)=jsin3<>, 
co»(9)-Ö)cos(9'  -^)cos(9"-f?)=  j(^^  +  cos3  ^)  - 
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[  sb  (<p'  -  g)'0  sin  (fp^—fp)  sin  (<p — <p')  ]• 

8  cos  g  (cos  3  c  -f-  cos  3  ^)  -f  sin*  e  (4  cos*c  —  sin*g)  ^       /f 

_  gj^5s*g  ""G4caa*f' 

6io*(29  -r-  0) 

I 

=G+  ^Tslr  -i **"8*0  «0(29+0)+  itaDg*e«n3fl. (31) 
Um  diese  Gleichung  aufzulösen,  setze  man 

3V3^ ltanR«6sin36l 


was 


_   (1  ^^cosccos3e)V/f 
tongtj;-.   3y%gin2gcos€sin3d 

nach  sich  zieht,  so  ist 

.  ^    .  ^,       2  aFI    ,  1  cos3ö      ,^  ^  ^ 

rfn(2<p+ö)=j^Y  2 +2  lJ5ir-i*^^^-^*7- 

Da  fp,  q>\  fp"  stets  alle  drei  reell  sind,  so  muss  H  positiv  sein* 

Cm  dieses  verificlren  zu  können,  setze  ich 

« 

und  daher 

«       r«      o»^  i       .o       «i*— 4ilf  ^.        o.^272V 

r*=L*  — 3iw,cosc=rt-»  sin*6=3 — jpg —  *  eo83€+cos3ö= -^15" » 


so  folgt 


~r*.»=L*  +  8L2ilf— 48Jlfa+288L2V 


=  (/«— mHn^)*  (P+m«— n«)*  +  12P(mHn*)  (— P+mH«^' 

also  ist  H  stete  positiv. 

unterscheidet  man  endlich  die   drei  Werthe  von  Q,    welche 
den  drei  Wurzeln  9,  9',  tp"  entsprechen,  durch  Accente,  so  ist 

oo'Qr-(^^ ^^^ — - 

VV  V  -^9^  [_ {J.\m\n) (— H-m+n) (/-m+«) (/+i»— «) ] • ' 
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Anhang, 

Ueber    diejenigen    einem    Vierseit    eingeschriebenen 

oder     einem    Viereck:     umschriebenen    Ellipsen,     fflr 

weldie    der    Winkel    der    zwei    gleichen    conjugirten 

Durchmesser   sich  am  meisten   dem  Rechten  nähert. 

Beseichnen  a»  6,  c,  J  die  Seiten  und  den  Inhalt  des  Funda- 
amtaldr^ecks»  und  ist 

die  barycentrlscb^  Gkichuns  einer  Ellipse,  deren  gleiche  conjn- 
eirte  Uiurchmesser  den  WinKel  V  einschliessen,  so  ist  nach  For- 
mel (20) 

sin«  F=     (a«j^.6«^+c«Cr.  ="~**"8^''^-        ^^ 

Ist  dieser  Ausdruck  negativ,  so  ist  die  betreffende   Cunre 
eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  den  Winkel  W  einschliessen 

I.    Fflr  einen  dem  Viersett 


eingeschriebenen  Kegelschnitt  ist  nun 

wo 
also 

yninaB  ^h  fBr  da«  MaTimnm  des  Winkels  V  oder  W  die  Bidin- 
gn^ga||leidiimg 

(34)  .  " 

(^•f'^f»»'*)'(j*(^I.„»)/^  +  „»(Xft)g  +1^/»^»««)*) 

ergiebt  Diese  ist  vom  vierten  Grade;  ihre  linke  Seite  g^it^  mh- 
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rend  das  Verhältniss  t-  alle  reellen   Werthe   durchläuft,   dreimal 

durchs  Unendliche,  nämlich  fiir  /=0,  ffir  ^=0  und  f&r  A==0. 
Nehmen  wir  /2>fit*>it3  an,  und  lassen,  während  A.=  l  bleibt, 
a  von  —00  bis  -f  oo  wachsen,  so  wird  die  linke  Seite  SL  oUgcr 
«leichuag  nach  und  iiadh: 


> 


also  negativ«  wei)  der  dreigriedrige  Factor  auch  so     , 


geschrieben  werden  kann.^   Da  der  vierte  Werth  'von  g 

1^  und  2^  hineinfällt,  so  ergiebt  sich  aus  Vorliegendem,  dass  die 

Gleichung  (34)  vier  reelle  Wurzeln  liat.' 

Die    betrachtete    Curve   ist  eine  £llipse   oder  Hyperbel ,    je 
nachdem 

f9h(Pf-\-in^g-\-nVi) 

positiv  oder  negativ  ist.  Unter  der  obigen  Voraussetzung /^>m*>M^ 
folgt  hieraus,  dass  während  4-  die  vier  durch  die  Werthe 

begränzten  Stadien  durchläuft,  die  Curve  im  ersten  Stadium  von 
der  Diagonale  2*=0  aus  durch  die  HypeAel  zur  Parabel,  im 
zweiten  von  der  Parabel  durch  die  Ellipse  zur  Diagonale  4^^0, 
im  dritten  von  der  Diagonale  a:*=0  durch  die  Hyperbel  zur  Dia- 
gonale «*=0,  und  endlich  im  vierten  von  der  Üiagonalc  y^=0 
duTch^ctie  Ellipse  zur  Diagonale  2*=0  Äbergeht  Aus  der  ohigen 
EnDrterung  dec  Gleichung  (34)  geht  aber  her^'or,  dass  In  jedes 
der  genannten  vier  Stadien  eine  W^urzel  derselben  fällt.  Also  wer- 
den immer  vier  reel^  Kegclsclmitte  der  Aufgabe  genügen.  Zvei 
davot)  sind  Ellipsen  mit  Krusstem  spitzen  Winkel  der  gleichen 
conjugirten  Durchmesser  und  zwei  Hyperbeln  mit  grösstem  Asyni- 
rmentftnkel.  ^ 


Zm  demselbeo  Ergebniss  gelatagt  mati  noch  Jeicbter  durch  rein 
geometrische  Betnic^Mnig,  ttfrdeili  niian  die  Bei^b^ng  des  Mittel- 

Cnkte  des  eingeschriebeDen  Kegelschnitts  längs  der  die  Diagona- 
I  des  Vierseits  balbirenden  ueraden  Terfolgt  In  die  weitste 
ErOrtening  der  Gleichung  (34)  wage  ich  nicht  mich  einzulassen 
wegen  der  Jiirslis^  ViBilfickluiiig  «br  Abdrücke,  die  sie  herbei- 
nUMo  j^^irde.  *"         . 

Es  sei^n  t^^  Jtf ,  M,  P  resp.  die  Mitten  der  drei  Diagonalen 
des  gegebenen  Vierseits  und  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Ke- 
gebdinitts;  so  darf  man 

setzen,  wo  s  eine  die  Lage  des  Punkts  P  auf  der  Gerfiden  LWlf 
bestimmende  Unbekannte  •bezeichnet  Dann  ist  überhaupt  für  je- 
den eingeschriebenen  Kegelschnitt 

und  für  den  gesuchten  Kegelschnitt  verwandelt  sich  die  Bc^Ae* 
giingsgleicbuog  (34)  in         . 

<i«(n«-P)(P-m«)  g'd-P)  ^ 

Bestimmt  ttän  aaf  der  Jdittelpunktsgeraden  LMtf  (siheti  Punkt 
O  so,  dass  '  V  ■      #  '    ' 

OLiOM:ON:OP=:P:nfl:nhs, 
so  Iftt  man  vermöge  der  gegenwärt^en  Bedingung 

^OL.MN\     LP     +  ^V 

Wenn,  abgesehen  von  der  so  eben  behandelten  Aufgabe, in 
(ZS)  der  Werth  von  tang^  IF  unendlich  gross  wird,  so  ent^^ptMlt 
derselbe  einer  eingeschriebenen  gWchseitigen  Hyperbel.    Da  die 

Bedingung  #iieA^,X^^A:^0'  V6«n  ^(«eiten  Grajle^  ist,   so  giebi 

es  im  Allgem^iiv,  ^ei  ^eichseMgik  Hyperhpln^  die  dem  ge^ 
benen  ViÜMit  odHglBchTid^n  «in«,   ^men  dteseiben  reell  sem, 

übe 
se  mnss  eine  der  als  positiv  angesehenen  Grossen  7 '  ^ ' «  S^^^' 

ser  sein  iib  «AefSmeme  ^  beifjleto.  fih^igte- 


II.    Für  einen  dem  Viereck  «-  =  ^  =s  -«  umschriebenen  Ke- 

1*  711* .       tt* 

gebchnitt  ist  .      ^^   . 


IM 

A:B:C=^'.^^.^,  wo  f+g+h^O;      "   '  ' 
also 

Setzt  mao  d«d,  um  abzukfirzen  ;. 

ahK> 


«.•-„•-«»    „«-^p-P»  P""m«"y' 


also 

80  findet  mao 

Wenn  also  die  Bedingung 

«V+/?W+M=0,  (36) 

oder 

f:g :  /i==  OJf»— yv) :  (yv  -  aA) :  (aA— /?/i) , 

—  '^  •  V2;(— aHAHc*)/»     £(  -P-hn^+n^)  p) 
erfüllt  ist»  8o  stellt  die  Gleichung 

oder 


* 

oder 
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den  v^fjangtin  unter  allen  dem  segebeiwi  Viereck  u 
am  meMte^  d^m .  Kcf^se  sich  «nähernaen  KegelachniK 

Wenn  man  ^ejenigen  Werthe  von  f,  a,  k,  wdcbe  die  Be- 
dingoog  (9i)  erfOlfen.  um  die  sehr  4cleinen  incremente  Jf,  Ja,  Jk 
waäsen  lässt»  so  belcOmmt  man  mit  Vernachlässigung  derGueder 
drftter  Ordnung 


umschriebenen 
dar. 


Da  nun,  wie  Ich  sogleich  zeigen  werde,  die  Summe 

stets  piositiv  Ist,  so  ist  sin*F=3 — tang*  TF  beim  Stattßndeu  der 
Bedingung  fB6)  stets  ein  Maximum.  Dass  «S  positiv  sein  muss, 
folglaus  der  id^tischen. Gleichung 

+(4;)«(<Aii«— Ä«««)*. 

Bedeutet  77  dieselbe  Function  von  l,  m,  n,  welche  (4J)*  von 
a,  bf  r.  ist,  so  dass 

JI=  (/-Hn+«)  (- /+ m+n)  (f— IJ*+«)  (/ +  w  -  w) = PA + m  V + «*«' 

60  hat  man  auch  die  identischen  Gleichungen 

'IPmhi^. S=:(aH  +  6V + c«v)*— (4,/)«  JZ, 
Jl(i8fi-yv)«+f*(yi/— aA;«  + v(aA— /?f*)2=  JIS. 

ftlit  Hülfe  aerseiben  erlangt  man  durch  Substitution  der  in  (36) 
föry,  9,  h  fftfundenen  Werthe  im  Ausdrucke  (36)  als  Werth  deß 
gesuchten  Maximums 

fa°g'^=-""''^=-(a*A4.6nt+c«v)«  • 

Hieraus  erbellt  sogleich,  ddss  die  verlangte  Curve  eine  Ellipse 
oder  Hyperbel  ist,  jenachdem  77  negativ  oder  positiv  ist,  d.  h. 
jenachdem  das  gegebene  Viereck  ein  gewohnliches  ist  oder  nicht. 
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Im  letztem  Falle,  wo  d^m  Viereck  Oberhaupt  nur  HnM»rbeln  um- 
schri^Uen  werden  kunnqn,  Ut  d^r  durch  die  ypillitl($Q  beatimmte 
apitxQ  Asymptoten  Winkel  ein  Minimum. 

Da  die  Ausdrucke  in  (38)  sich  nicht  änA^Hi ,  wenn  man  l^m^n 
resp.  mit  a,  b,  c  tertauscnt,  so' constmlre  man  ein  Dreieck,  des- 
sen Seiten  l,  in,  n  sind,  verief^e  in  dessen  Ecken  die  Blassen  q, 
bf  c  und  bestimme  miftelM  derselben  ein  Viereck;  dknn  wird  der 
kleinste  Asynlptotenwinkel  einer  umscnriebeiifen  Hyperbel  Berselbe 
sein,  wie  VQrhin,  wo  in  den  Ecken  eines  von  cl^  Selten  ^j.  6,  e 
gebildeten  Dreiecks  sich  die  Massen  l,  m^  n  berandei|^ 

Eine  geometrische  Construction  der  veilangten  Cun*e  tehaliit 
am  leichtesten  aus  der  Gleichung  •  (27)  hervorzugehen. .  Oi«setie 
zeigt  nämlich,  dass  die  gesuchte  Cürve  durch  die  vier  Dareh* 
scbiuttspunktQ.der  beiden  durch  die  Gleichungen 

(— a2+6a+c«)^  +  (aV^Hc*)y*  4-  (a«+6^^)  2«=:0, 
(— P+mHw*)  ar*  +(P— Ji^+?i*)y«+(/*+wi*-n«)2*= 0 

dargestellten  Kegelschnitte  geht,  in  Beziehung  auf  welche  beide 
die  Kreuzungspunkte  den  gegebenen  Vierecks  zugeordnete  harmo- 
nische Pole  sind.  Der  erste  derselben  ist  ein  Kreis  und  hat 
also  den  Huhenpunkt  des  Dreiecks  der  Kreuzun<;8punktt  o€|er  dks 
Fundamentaldreiecks  zum  Mittelpunkt,  sein  Halbmef^er  ist  das 
geometrische  Mittel  zwischen  den  zwei  vom  Uöhenpunkt  alp  ib 
derselben  Richtung  gemessenen  Segmenten  jeder  Hube.  Dieser 
Kreis  ist  daher,  leicht  zu  oonstruiren.  Beim  zweiten  Kegelsehnitte 
können  jedenfalls  auch  die- Punkte»  in-  denen  er  die  Fundamental* 
linien  schneidet,  und  sein  Mittelpunkt  geometrisch  construirt  wer- 
den* ludess  weiss  ich  die  einfachste  Construction  nickt  anzu- 
geben.  —  Wenn  dann  auch  nur  zwei  der  in  Hede  stehenden 
^urchschnittspunkte  reell  sind,  so  kennt  man  nach  AufÜndung 
derselben  im  Ganzen  sechs  Punkte  des  verlangten  Maximums- 
kegelschnitts, also  mehr  als  genug,  um  denselben  zu  construiren. 

Es  giebt  einen  Fall,  wo  der  Winkel  W  coni^tant  ein  Rechter 
ist.  Wenn  nämlich  a*:i*:c*  =  /*:7i/^:w*  ist:,  so  zeigt  die  Formel 
(35),  dass  tang^lF  unendlich  gross  bleibt,  wie  man  auch  das  Ver- 

hältniss    -r  variiren  mag.    Wenn  also  das  gegebene  Viereck  durch 

die  barycentrischen  Gleichungen -2  =  ^^  =  -^    dargestellt    wird, 

d.  h.  wenn  seine  Ecken  die  Mittelpunkte  der  vier  dem  FunddAen- 
taldreieck  eingeschriebenen  Kreise  sind,  mit  andern  Worten,  wenn 
seine  Gegenseiten  paarweise  auf  einander  senkrecht  stehen,  so 
sind  alle  umschriebenen  Kegelschnitte  gleichseitige  Hyperbeln. 

Im  Allgemeinen  hingegen  kann  einem  gegebenen  Viereck 
immer  eine  gleichseitige  Hyperbel  und  zwar  nur  eine  umschrieben 
werden.    Die  Bedingung  für  dieselbe  ist 

und  liefert  fttr  die  Curve  selbst  die  Gleichung 
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An  die  im  Eingange  dieses  Anliangs  angefilhrtc  Forniel  habe 
idi  noch  eine  Benicricung  anzulcnfiiifen.  Man  kann  darin  d^,  Ifl,  c* 

g+C     CVA     A+B      ^       .  u      A       A 

resp.  gegen  — 5 — »  — s — »  — 0 —  vertauschen,  ohne  dass  der 

Apsdrack  Bich  ändert.  Gestützt  auf  diese  Beobachtung  erlihlt  man 
mittelst  einiger  Keductionen 

Dieser  Ausdruck  kann  nie  negativ  werden;   denn  es  ist 

Wenn  dieselbe  verschwinden  soll,  so  ist  dieses  nicht  anders  roSg- 
lieh»  als  indem 

B  +  C_C+A       A+B 

a«     —     6«     "■     c* 

wird,  woraus 

A:B:C=z  (-aH**+c^ :  (o^-bH^ '  (aHl^^^c^) 
folgt    Unter  dieser  Bedingung  ist  dann  die  durch  die  Gjeichung 

daifest^lte  Ciyve  ein  Kreis,  xu  dessen  Realitüt  noch  "die  Bedln- 
sung  erfordert  wird ,  dass  eines  der  Quadrate  a^,  6^,  c*  die  Summe 
derrieiden  übrigen  {ibertrcffe,  d.  h.  daäs  das  Fundamentaldrciecl 
stnmp^inklig  sei 


Iteue  Methode  zur  Saminiriins   en 
lieber  und  unendlicher  l&eihen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.   O.  Schlü  milch 

sn   der  Uaivenitüt  zu  Jena. 


Bei  dem  überaus  lifiiifiseo  Gebrauche,  den  mun  in  i1 
lysid  und  ihren  {ihystkuiisuhen  Aniveiidurtgen  von  den  endlichei 
und  unendlichen  Reihen  macht,  durf  es  nicht  hefrenideii 
mHii  dieser  eisenthil  milchen  tirüsücnform  «chon  seit  länger 
besondere  Au tmerksumlc ei t  geschenkt  und  sie  von  den  vi 
densleii  Seiten  her  betrachtet  hat.  Zwei  Aufgaben  und  tfriir  dl(l 
/.unSchst  liegenden  sind  es  TorKfiglich,  an  denen  ivnhl  jeder  Mv 
thematiker,  der  auf  Eroberungen  auszog,  seine  Krfitte  versncM 
haben  mae;  es  sind  dieDs  die  beiden  Probleme,  welche  scho^ 
&n»  der  blossen  Aufstellung  einer  Gleichung  Ktrischen  einem  Be- 
schlossenen Ausdrucke  und  einer  Keihe  hervorgehen:  die  Anfgalie 
der  Verwandlung  einer  gegebenen  Function  in  eine  ßeihc  von 
Torseschncbener  Form  und  die  Aul^abe  der  8uniniirun|;  einer 
nach  beBtimnitem  Gesetze  Erebildeten  Reihe.  Was  nun  das  Erste 
anbelrifft,  so  ist  in  der  llbat  kein  Mangel  an  bieher  gehörenden 
Eni« ickelungen ,  und  man  bat  In  vielen  Fällen  die  Wahl,  ob  man 
eine  gegebeneFunction  mit  Ta3'lor  undMacLaurin  in  eine  qaeh 
Potenzen  der  Variableu  aufsteigende,  oder  mit  Lagrange  und 
Foitrier  in  eine  nach  den  Cosinus  oder  Sinus  der  successiven  V  i^l- 
fachen  eines  Bogens  fortschreitende  Reihe  verwandelB  nill.  So 
sitgeroein  man  nun  hier  die  Untersuchungen  hielt,  in  soferu  man 
nämlich  auf  die  Entivickelune  einer  beliebigen  Function  ausging, 
so  speziell  scheint  das  unif^kehrtc  Problem  der  Reihensummirong 
cefa^st  wordenzu  sein,  >venigstena  Dndet  iiian  keine  durcbgreifende 
Methode  zur  Sumrairung  solcher  Reihen,  deren  allgemeines  Glied 
eine  willkührliche  Function  seines  Iudex  bildet.  Z»ar  bat  Euler 
eine  Gruppe  von  Formeln  angegeben,  die  man  geiv<ihidich  als 
Sumnienformeln  zu  bezeichnen  nllegt ,  aber,  streu"  t;enonimen, 
verdienen  sie  diesen  Nanea   nicnt,    da  sie  nur  zur  uiutvmdhing 


der  gescbenen  Heibe  In  eine  widcte  uiul  «uar  halbconfetgente 
Reibe  dienen  uod  milhiik  Nähe rungslbmi ein  sind,  vvelche  die  Ei- 
g«Dthiimli<:hkejt  besitzen,  dass  iiiiin  mit  ihrer  HüUe  die  Approxi- 
mation niJit  80  iveit  aU  man  ivill.  eonderti  nur  l>iB  cu  einer  i;e- 
irisBea  (>ränze  der  (Icnauif^lieit  treiben  kann.  Ein  Haupt^rniid  Ats 
Mangels  sn  Allgeiiieinheil ,  den  msii  in  deu  luefslen  BeiJueOBuiu- 
mimngen  bemerkt,  ma^  »nhl  in  der  xum  Th«il  DeschrSnktenAuf- 
rfhseunjt  des  itegriO's  einer  tieihensnmme  liegen,  wenigstens  schei- 
uen  iVfänche  nur  dahin  za  streben,  dass  die  Summe  einer  vot^c- 
leglen  Reihe  durch  die  gewülinlichen  alsebraischen ,  loi;3rilhniiechen, 
in><><« metrischen  und  hiichslens  noch  eHi[)ti8chen  Functionen  ,  alsu 
überhaupt  durch  diejenigea  Fonctionen  ausgedrückt  iverde,  für 
welche  hereits  Tafeln  berechnet  sind;  dies«  ist  aber  nur  eine 
Forderung  des  praktischen  Rechners,  dem  an  mriglidistcr  Erleieh- 
tenins  »einer  Arbeit  Itelegen  sein  muss,  dl»  WiHenschall  dugflKen 
darf  In  ihrer  Allgemeinheit  unter  Summirung  einer  Reihe  niiätii 
Anderes  versieben,  als  AurslelltmH  eines  geschlossenen  Aus- 
drucke,, ttelchi«  der  gei^ebennn  Reihe  numerisch  gleiehi^nlt.  —  Zu 
Mitchen  geschbssencn  Ausdriipken  em^itiehlt  sich  nun  ganz  beson- 
ders die  unter  dem  Namen  des  bestimmten  integrales  bekannte 
bKarie  vorkommende  Grrissenrorm  ,  und  es  unterliegt  daher  nach 
dem  Vorigen  keinem  Ztvdfel,  das«  eine  Reihe  als  summirt  anzu- 
sehen ist,  wen»  man  sie  in  die  compacte  (Gestalt  eines  bestimm- 
ten Integrales  vemandell  hat;  Iftsst  sich  der  Werlh  dieses  Inte- 
eralcs  durch  die  bekannteren  Functionen  »usdriickeB ,  an  ;ieM 
ale«s  nntniltelbar  «ine  Keiheusumiaining  in  dem  gowUhidichen 
S[>eBiel leren  Sinne. 

6oU  nun  der  Gedanke  einer  StHnmation  durch  bestimmte  In- 
tesnüe  aeiue  Ansführun^  erhalten,  so  ivitd  es  zunächst  darauf 
ankommen,  das  allgemeine  Glied  der  geßebent-n  Reihe  selbst  in 
ein  solcbes  Integral  uwzueetsen,  also,  weil  wir  die  Untersuchung 
alLceinein  hatten  wollen,  eine  beliebige  Function  /'(n)  des  Slelleu- 
xetgers  n  durch  ein  bestimmtes  inleirral  auszudrücken.  Diess 
würde  swar  auf  verschiedene  Weise  »üglkh  sein,  abor nicht  jede 
solche  Gleichung  mischen  f(n)  und  ein<mi  heslimmten  Inte^ale 
ist  rCr  uniwr«  Ztiocke  brauchbar;  eVsliich  nümlich  miiss  eine  der- 
artige Gleichung  <ppii  der  Foris  sein: 


=/' 


worin  die  Integral ionsgrü nie n  von  n  unabhSngig sind  und  ip{t)  kein 
n  enthMIt.     Denn  es  folgt  jetzt  lur  r=0,  1,2,3... 

I  m+/"(i)+/'(?>+n3)+.--. 

d.  i.  weil  alle  Integrale  gleiche  tntegrtitiMisgrXnxen   besitzen: 
Thsil  XII.  10 


=f[F(fi,i) 


U2 

/(P)+Al)+At«)+/(3)+.-.. 


vnd  MM  ttusft  u^eiMns  flie  Fdnct'mn  F(W,()  89  beeölmfen  ieh^ 
da««  M6  UBter  ttcm  Integralzeichen  in  Klammern  eihsescIiloMeM 
Reihe  suMmirt  werden  kann.  Ucisst  ihre'Summ«  wiii^^io  bt 
darin  unsere  tor8])rfitigKche  Reihe  auf  den  geachlosseQea  Agadrock 


/ 


0it)(p(t)di 


umi  somit  nunimirt.  Diesse  «eittsm  Pria^f  vaah 
Auaserst  einfache  Ver&hren  ti  lirdo  e.  B.  sehr  leicht  Ins  Wtril  sn 
setieu  sein,  wenn  /'(ii,Q=<"  oder  =r*^  wfire,  und  man  anssss- 
dem  wfisste^  von  weicher  Form  die  unbekannte  Function  ^(Oseia 
iBuss,  damit  die  Gleichung 

f(n)=f^t''<p(t)dt  oder  f(H)=r  r-¥9(fikt, 

t  tt  *  ■    m 

bestehen  kann.  Wollte  n^in,  wie  es  Abel  im  sw^iten  ;Bana9iSei* 
uer  Werke  in  einem  ühnuchj^p  Falle  eethan  hat»  ohi}e  äie.Keqrt- 
niss  von  (p(i)  durchzukommen  versuchen,  so  finge  ma^  die  Rapbp 
uung  mit  einer  Hypothese  an  und  wusste  am  Ende  nicbt,  untlfer 
welcjien  Bedingungen  die  gefundenen  Resultate  Geltung'  btben. 
GläcklidierweiHe  i»it  es  aber  durch  einen  guten  Griff  möglich» -das 
aufgestellte  Prinzip  in  aller  »Strenge  durchzuluhreo  und  es  besteht 
dann  die  ganze  Untersuchung  aus  folgenden  drei  Ilauiyt|)ttnkteD. 

I.  Es  wird  zumnchst  gezeigt)  dass  ilir  jede  gewissen  Bedin- 
guoficen  unter\\  (»rfcne  Function  f  und  für  ein  wessotlich  positives 
a,  die  Gleichungen 

f^^^^lvj    li^Tr' 2v-i 


und 


dt 


statt  finden.  Da  der  Beweis  derselben  nur  die  allerersten  Eigen- 
schaften des  bestimmton  Integrales  in  Anspruch  nimmt  und  von 
jeder  anderweiten  Theorie  unabhängig  ist,  so  können  diese  For- 
meln, ganz  abgesehen  von  dem  Zwecke  welchem  sie  hier  dienen, 
auch  als  Mittel  zur  Entwickelung  verschiedener  bestimmter  Inte- 
grale benutzt  werden. 

II.     Eine    einfache  Consequenz  der  obigen   Formeln    ist    die 
Summtrung  der  beiden  unendliehen  Reihen 
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1/(0}  +f(l)coax+f(^cM9x-i-f(ß)coBix  +  ... 
und 

f(X)Binx+fCi)sin2x  +  f(3)BUK3x  + 

■o  wie  einer  Partie  anderer  iheils  auendiicher  theils  endlicher  Rei- 
hea  YOD  sdir  allgemeinen  Formen. 

Bl.  Uvran  schUesst  sich  iininittelbar  die  Lehre  tod  den  halb- 
eomrergenfen  Reihen;  die  vielracli  behandelte  Traf^  nach  dem 
Regte  derartiger  Reihen  und  den  Gesetzen  seiner  Aenderung  fin- 
det hier  in  ihrem  ganzen.  Umfange,  eine,  Tolls&ndige  Erledigung. 

I. 

Wh*  beschJUWgta  «na  aunSchst  mit  dem  Werthe  des  Doppel- 
int^rales 

1)   >  S==,J'^daJ'^f(x+yi)dy 

worin  i  die  Qnadfatwiirzet  aus  der  negativen  Einheit  bedeutet  und 
sich  die  Integrationsgrltoen  £  uq4  S  auf  x,  sowie  rj  und  T  auf 
y  beziehen. 

•  '.1310'  ernte  Integration  ist  leicht  aoMußlhren,  denn  fOr  x-{-fn 
=  z'hat  man  duh:h  Diferenashition  In'  Beziehung  auf  y»  daor  nfr 
die  erdte  Integration  als  constant  gilt^ 

%dy=idz  oder  dy^^dz 

=  \f(z)  +  C=\Fix  +  yi)+t\ 

Substitairt  man  diess  nach  Einführung  der  Gränzen  y=T  und 
y=;ij  inj),  so  w«d 

9)  ^       '^^  7  /  •**  f''^  +  ^0  -^>  +  vi)  ]  • 

In  einem  bestimmten  Doppelintregale  darf  man  bekanntlich  die 
Reihenfolge  der  It^tegratloncn  umkebreu,  aber  nur  unter  der  Voraus- 
setzung, daSs  die  Ün  integrirende  Function  innerhalb  der  Integra- 
tionscränzen  weder  unendlich^  noch  discontinuirlich  wird.  Findet 
nun  m  1)  dieser  Fafl  stBitt,  giebt  es  also  kein  System  von  Wer- 
then  x^^a  und  y=^b  (wobei  n  zwischen  ^  und  S,  b  zwischen 
in  und  T  liegt,  durch  welches  F'j(x-{'yi)  unendlich  wird  oder  eine 
Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet,  sd  darf  mnn  statt  der  Glei- 
chung 1)  auch  die  folgende  setzen: 


10" 
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1?  ^i 


dyj    P{x-^y^dy 

and  wenn  man  diesen  Wertli  ven  S  mit  demiirilherw  ki.#|  ver 
gleieht,  .80  erglebt  Bidi  die  Formel  v  •  ^ 


•    .1 


=y^[F(S+yi)-F(|+yf)]d!y. 

Nimmt  man  spezieller  1=0,1  S=cb,  q= — ae>,  T='-faB,  and 
setst  voraus,  das»  gleichzeitig  die  beiden  Eigenschaften 

3      ■  (F(ar+oDi)=F(j; -0)0=0, 

'  i  F(*+yO=0 

statt  finden,  so  verschwindet  die  linke  Seite  deir  terigen  Clei- 
chnng  nebet  einem  Theile  der  rechten ;  es  bleibt  nur 

4)  y**F(yi)rfy=0. 

—  OD 

und  hier  niuse  ausser  den  Bedingungen  3)  noch  die  eine  erflBlil 
sein  9  dass  F'(x+yi)  für  alle  x  zwischen  Ound  ^,  sowie  fiir  alle 
,7  zwischen  —  oc,  und  +oo,  endlich  und  stetig  bleibt 

Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Annahme 

F(z)  =  -^  ( a  positiv  und  >  0) 

I 

und  hier  bezeichne  f(z)  eine  Function  der  Art,  dass  f'(je+yi) 
endlich  und  stetig  bleibt  fär  alle  a:  zwischen  Ound  x,  sowie  für 
alle  y  zwischen  —  oo  und  +  oo,  Dass  jetzt  auch  P{x-{-yi)  zwi- 
scheii  denselben  Gränzen  weder  unendlich  noch  discontinuiriich 
wird,  ist  sehr  leicht  einzusehen;  ferner  befriedigt  die  Function 

offenbar  die  Bedingungen  3),  und  daher  ist  jetzt  nach  Nro.  4) 


—  X 
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wokei  u  eine  weftalllch  positive'  v^  ÜMI  terechiedene  Grösse 
sein  miue. 

Die  Betracfatnneen,  welche  wir  'so  eben  durchgefShrt  haben, 
erleiden  eine  Modifikatloin  in  dem  Falle,. wp  die  Function  ^^(ar-f^i) 
w&hreod  der  Ifltel^ratiousintervftlle  ^=S  bis  as^S  und  ^  =  17  nis 

Jls±T  nnendlieb  wird  oder  eine  Unterbrechung  der  Continuität  er« 
Met  Wir  wollen  annehmen^  dass  eine  solcne  Discontinnität  an 
SPK  ^iiftl|eu  'Stelle/  nSmIicIk  ffir  x=±a  nnd  yszb,  eintet»,  wo* 
8>ü>t  nndr>6>i7  s^n  moes.  ^  ist jetel  nicht  mdkr 
eilaiil»t,  in  dem  Doppelintegrale  I)  ohne  wdteres  dielntegrations- 
ordmiDg  lAnznkebren,  und  man  kann  sich  leicht  a  posteriori  über- 
iffen,  dass  verscliiedene  Wertbe  beranskoiimen,  j!enachdem  man 


die  integnifion  nach  «  oder  die  nach  x  zuerst  vomtmmt  So  wie 
ran  aller  überhaupt  a>«>S 

/    (p(x)dx=f    tp{x)dx+j     tp{x)dx 

i  i  a 

^/»s-#  /NT 

=/        tp(x)dX'Yl     tp(x)dx   (ffir  €=0) 

ist,  so  l^nnsn  wir  in  diesem  Falle  das  Integral  8  als  denCSrinz- 
wertb  ansehen,  welchem  sich  der  Ausdruck 

6)       r*^  doj"*^  P(x+y{)dy +J*   dx^'^P(x+9i)dif 

uBendlich  nfthert,  sobald  €  bis  zur  NuH  herabsinkt;  da  hier  in 
krinein  der  beiden  Doppelintegrale  der  zum  Eintritt  der  Discon- 
tlmdtlt  nofli wendige  Werth  x=±a  vorkommt,  firo  ersten  Intemle 
ist  X  immer  kleiner  als  die  obere  Integratlonsgränse  a— «  una  im 
zweiten  immer  erösser  als  die  untere  Integrationsgränze  a-fO» 
so  bleibt  In  jedem  Integrale  fiir  sich  F^x  +  yi)  s&dff  und  man 
kann  daher  in  jenem  einzelnen  Doppeliotegrale  die  Iniegrations- 
ordnung  umkehren ;  statt  des  Ausdrucks  6)  kommt  so  der  folgende 
an  stehen: 

S^  ^^'^  (^i^*^  ^f^  dyf^F'(x+i,i)  dy , 


d.  L  dnrcb  'Aiwiffibrang  der  Integi^tionen  nach  x 

J     dif[F(a-i+ifi)-m+vi)\ 


13» 


<7  ■  ■;  ■ 

uiid  wenitt  wir  nun  e  bis  zur  Null  abnehmen  lafiMseo»  aß  erhalten 
w|r  den  iVerth  von  S.  Vergleichen  wir  diejui  mit  demuniar  aH^ 
(TniHthuden  ricntigen.WerUie  von  S  in  Nro.  2),  so  int         ,.4  ,  , 


I  ■ 


hier  nehmen  wir  wie  frGher  |:=0,  S=qo,  i|= — oc,  T=-t-xund 
setjea  vofuutft  dads  nieder  die  BediagungAn  #    .% 

(F(a:+<xt)=F(ar— ODi)=0  '    *^ 

erRlilt  sind;  es  verwandelt  ^ich  dann  die  vorige. Gleichung  nach 
kleiner  Transposition  in  die  folgende: 

8)  f^  F{yi)dy 

CD 

I 

Als  Beispiel  hierzu  benutzen  wir  die  Substitution 

mit  der  Voraussetzung,  dass  die  aus  f{z)  abgeleitete  Function 
f(x-{-yi)  lur  alle  x  zwischen  0  und  oc,  sowie  lur  alle ^  zwischen 
—  00  uud  +  0D>  endlich  und  stetig  bleibe.  Eis  erleidet  dann,  wie 
leicht  zu  sehen  ist, 

innerhalb  jener   Gränzen   eine   einzige  Unterbrechung  der  Stetig- 


} 


/ 


1«7 


bri^  alnlidf  flir  /msmwnifVPfK  and  ngMch  wird  Jiie*  ^(arfyt) 
MMiHÜeh.    AjMMrdem  Biaa  dh)  ^fdingangen-  7>  «inilh,  JKeil 

ist,  md  daher  habao  wir  unter  Anwendung  der  F^irmel  8)         . 


oder  vrenn  man  die  Brüche  rechts  auf  gleichen  Nenner  bringt 

—  OD 


+  hmf  *  -^^  [/T[a_£+3,/)  _/'(«+  ,  +  yi)  ]  rfy  • 


—  OD 


Da  die  Function  f  immer  stetig  bleibt  (wail  ihr  Differeaziai- 
fliaotlent  diese  Eigenschaft  haben  soll)  so  Ist 

Lilp/(a^+,0=Lii/(a+^4^0=/(«+yö. 
Dadurch  vereiiifocht  sich  die  vorige  Gleichung  sehr  und  giebt 


OD  —OD 


Wenden  wir  rechts  dsn  bekannten  Satz  an,  dass  f{a-{-h) 
^=:f{ü)^hf{a-\-}Ji)  ist,  wo  X  einen  positiven  Sehten  Bruch  beieich- 
net»  so  wird  f&r  h=^yi 


*^>        y*,4"?^^''+^''^'''^ 


—  .3» 


=  na)f*  ^^\-^dy  +y  *  ^pr  {n^kyi^d}, 


—  »  — (jj 


—  X 


/ 
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Maximi 


^ enlDohe  ftÜiMi» 

neanen  wir  sie  A  und  B,  «o  folgt 


l 


und  zugleich 

—  OD 

Die  Ausdractö  rechte  oUern^stch  aber  flir  fiDen^MdriiinehiiieBde 
€  der  Gränze  Null ,  wie  fiberhaapt  ftr  jede*  r^sUe  n 

* 
ist»  und  daraus  folgt  nun  nach  dem  unmittellmr  Vorhergebenden 

Lim    [l^*?^Aa+A3fO*j=«». 
und  nach  Nro.  11)  ' 

1%  Limy  3:ppA-+»0rfy=»A«). 

—  od' 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  dadurch  finden,  dass  man  erst 
eine  neue  Variable  z  einfährt,  welche  mit  y  durch  die  Gleichung 
y=Ez  verbunden  ist;  es  wird  dann 


—  OD 


—  OD 


Benutzen   wir  nun  das  Resultat  12)   für   die  Gleichung  10),    so 
folgt 

—  OD 

f 

"Wenn  wir  die  Gleichung  5)  hiervon  subtrahiren,  so  wird 


-«OD 


I      < 


Zerlegen  wir  das  lotegrationsgiftterratt-  ^=3— a  bis  jf=-foD 
io  iwei  andere  von  y=— od  bis  y=0  tod  von  y:=0  bis  ^-f  ci^« 
so  kOnneo  wir  statt  dec  Gldcbung  14)  die  folgende  schreibeo: 

md  hier  nehmen  wir  Im'  entai  btegrale  ys=-*  t,  im  zweiten  y=4 <; 
es  wird  so 


t* 


nf(a) 

O  0 

Hier  lassen  sieb  beide  Integrale  wegen  der.gleicbsn  Integrations- 
grinien  in  ein  einziges  Integral  sasanpienzienn ;  scbreibt  man  da- 

bei-r-'T  Ar  {  taid  dlyidirt  beiderseits  mit  2p  so  ergiebt  sich 

W)  if(o}=J     ^qrji ^ dt. 

0 

■ 

Wendet  man  die^lbe  kleini  Transformation  auf  das  Integral  15} 
an,  so  gebt  jene  Gleichung  in  die  folgende  Aber: 

Die  Bedingong  fiHr  die  Gfllti^eit  der  Formeln  16)  und  171  be- 
sieht, wenh  wir'tt  und  t  fifr  das  Mhere  x  uiid  jr B^bräben,  daflil, 
dass  fin-i-ti)  innerhalb  der  Gränzen  «7=0,  «=qo/^=-^qo» 
1=4*00,  endlich  bleiben  muss.  Hinsichtlleh  des  a  gilt  die  Be- 
schränkung, diass  es  nicht  negativ  genompien  werden  darf;  in  der 
ersten  Formel  ksrün-,  wie  leicht  tu  sehen  ist,  a  noch  der  Null 
gidch  seiiv»  wShread  es  in  der  zweiten  Formel  jedenfalls  die  Null 
aberstsigen  muss.  '   ^ 

Nimmt  man  beispielsweis  /l^)afe-»»  also  /'(tt+li)=-6ir-K»+<0 
=— ^-«»(cosM— isiD60i  so  sied  ftfar  ein  positives  i  die  der 


li» 


Function  /  auferlegteo  Bediiisoii||a»  ««fiOUit»  od  iimm-  ttänm  itte 
Fonneln  16}  und  Iv)  zu  den  Bekannten  Resultaten 

0 


i: 


^ir  noch  auf  einige 
aen,  die  sieh  unmittelbar  an  jene  Glelobingeii  ^npknilplha.    S^taen 
wir  die  Zerlegung 

▼oraua,   um  die  Formeln  l6)  und  17)  in  der  etwas  einfacheren 
Gestalt 


19)  .J/^(,)=^*^^^(l)4^ 


und 


•  * 

o 

•  1     »  ■■ 

darstellen  zu  können,  so  lie|^  der  Gedanke  sehr. nahe,  aus  ihnen 
durch  inehrmalige  Differertziation  in  Beziehung  auf  z  neue  Glei- 
chungen abzuleiten  4  welche  die  Verwandlung  von  /^")2  in  ein  be- 
stimmtes Integral  darstellen.    Es  wird  nämlich 


oder  auch 


19:0..  die  ^angedeuteten   Difierenziätiopen   leicht  auszufragen  sindj 
wenn  man 

t  _ir_i Li 

und  '  , 


m 

«etst    Uhu  indet  m  oacli'- einer  (^leineii  Redvction 


y.   . 


^>W<|)fci(-4)«l 


I       sini  {»-fl)Arctati-  I 


Tind  aus  der  zweiten  Formel 

«  I       coel  (9H-l)Arctaii- I 

*•■■.■. 

Setzt  man  in  beideh'^CS^tchnngeii^na&standi  Vä^  die  neae  Va 
riable  der  Int^ration  bezeichnet/  so  wird 


Den  Grinzen  f=:0  and  ^=109  entsprechen  die  neuen  lotegrationa- 
grSnzen  ^ssAmÜh  —  =:0"und  ^=±  Arctan  —  z^{  %  ni|d  mithin  erhal- 
ten  wir 

1 
0 

und 

■  • 


wobU  fi'  sor  Abkürznn|F  CSr  1.2...«  eebraucht  worden  ist.  Dass 
eich  von  diesen  Formeln  mannichfalt^e  Anwendungen  vermitteln 
lassen.  Ist  leicht  einzusehen,  und  wenn  wir  hier  nicht  speziell  dar- 


auf  eingehen,  so  geschieht  diess  nur,  um  eine  übergrosse  Di 
aion  zu  vermäden. 

Eine  zweite  Belferktiffg,  welche  sich  an  die  Formeln  10)  und 
20)  knüpft,  betrifft  die  Bestimmung  einer  Function  F(u)  der  Art, 
dass  fite  ^er.  Gleichung 


s?)  •    f^^^^J    ^^^(^)^ 

o 


genügt    Erinnert  man  sich  nämiid»  an  die  bekannten  Formeln 


/ 


•  b 


€-^8inbudm=^   a  ,  ig 
und  '  '  ' 
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so  eik»DiiC  man  anf  d«  Stalle,  daw  aicb  die  'Fonoeb  19)  «bd  90) 
aneh  unter  der  Gestalt 

0  O 

aod  » 

^m^f  Voä/!"  *r^c«i  ted» 


4 


darstellen  lassen,  wobei  wieder  afSr  z  gesetst  worden  ist.  Dmb 

Umlcebniii 

die  Formf 


Umkebrane  der  lategrationsordnang  f  iessen  hi^raas  anmittelbar 


J/(o)=^"e-«ifa  /*VorfnirfA 


und 

S  /»•  /»OB. 

jf(o)=^      e—dii/      9(0cosiif<I<. 

U  O 

und  wenn  man  diess  mit  der  Gleichung  23)  zusammenhXlh  so  er- 
Irenut  man  auf  der  Stelle,  dass  die  dort  noch  unliekannte  Fonction 
/\tf}  ihre  Bestimmung  erh&lt,  indem  man  entweder 

oder 

25)  t\tt)=^  f^if  (t) cos ut dt 

H 

setzen  darf.  Hiermit  rechtfertigt  sich  also  die  Snpposition  23), 
welche  man  ufter  gemacht  hat^  ohne  jedoch  die  Bedingungen  ihrer 
Gültigkeit  hhzuzufiigen. 

II. 

Mit  HAlfe  der  im  vorigen  Abschnitt«  vullendenten  Vorarbeiten 
können  nun  die  Reihen 

i/yO)  +  A'(l) cosa; +/'(2)  co82j:  i/'(3)co»ar  f . . . , 
f{\)  sin  X  +  f(2)  sin  Ix  +  /(S)  sin  3a:  + ... . 


alt  dftr  gtHssten  L«icbligl(eil  eummirt  werden.  Indem  man  jedes 
einzelne  GUed  derselben  tu  eiu  Iiestimmteä  Integral  verhandelt. 
Vorher  al)W  notb  eine  Beiperkunif.  Nonnen  wir  *(-r)  die  Summe 
der  etsteci  Reihe  and  V(j^^)  die  iter  nveilea,  M  erkciliit  mau  obae 
Muhe  die  Ktt-hti^kcit  der  Gleichniigen 


ni^+^}=^(.Gn  +  x).. 


und  au»  ihnnn  f;ebt  hervor,  daas  die  Functiuaen  Oix)  und  ¥'(■«) 
periodtscbe  Functionen  von  j:  {lind.  Eine  unmittelbare  Folge  hiet 
von  iat,  daes  niin  die  Werthe  von  0(x)  nud  W(x)  nur  Itir  alla 
diejenigen  x  zu  keuoen  hrnuCht,  ivelche  innerhalb  ile«  Intervailes 
^=:0  hJs  ar=n  iiegei't^  Deii»  wKreu  <t>(x)  und  V(ie)  für  ein  ande- 
res X  autzuguchej) ,  so  j^iebt  es  inimer  zwei  aureiiiundei  lolgeiMlfl 
Viel(ai;he  von  K,  zu-isthen  Jenen  jr  euthalteu  sein  muss;  das  grlis- 
sere  von  diesen  beiden  V'idt'ucben  ist  entweder  gcradRoder  iinge- 
«ade;  ini  ersten  Falte,  waalfo  {in — I]n<x<2n7r  iKt,  sctzenian 
ge~inrf~ar,,  eo  liegt  .r,  zwischen  0  und  «,  und  mau  hat  < 
#^)]    ist  alter  na^i   nächst  habere  Vielfache  von  i 


P(:t) 


,  slso2it«<^<(2«4-iy''>  ^o  sei  .r='2nn-i-a-,  und  man  Sa- 

jelst  (ii(:x):^  ^{jTi),  wo  ^t  lEwiächen  0  4iad  »  üegt.    Für  die 

ntmmung  von   ^(df)  verlahrt  man  ähnlich;  im  ersten  Falle  setzt 

x=(5»i-I)«+^,=(2«— •2)jt  +  (jt— a,)  und   findet    ^'(j:) 

'      "  ■     luuh  « — a-,  ztvischeti  den  GrSnzen 

und  hat  V(s)=^V(.r.^.  Für  nttgalive  a:  endlich  dienen  die  Bezie- 
hutigen  *(— j-)  =  *(+:e)  und  W(—r)= — W^+jr).  Nach  diesen 
Beuterkuncen  wird  man  es  für  keine  Beeinträchtigung  der  Allge- 
moiiilieit  nahen,  wenn  wif  uns  im  Folgenden  auf  solche  :e  W- 
sAcinben.  welche  in  dem  Intervalle  0  bis  n  begriffen  sind. 
Schreiben   irtr   nun  in    den   Gleichungen   10)  und  'JO)  n  ffii 


multipliziieo  die  er^lc  mit  cosnj:  und  die  zweite  mit  d 


tst 


t 


"/■/  \  L.  /'■««iniia; 


In   Nrn.  26)  nehmen   wir    der   Reihe   nucb    »=0,   1,  2,  3,... 
lUid  addiren  alte  6o  entstehenden  Gleii:hunMo,    indetn  vtir  jediich 
I  der  ersten  derselben  nur  die  Hälfte  in  Kechnuug  bringen.   Es 


,  (eosx    .  tcoeix   ,         T       ,.,  , 
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find  ebensa  ergiebt  'sidi-aüi  der  6l6iA«n|f  ^'filriis^l,l^.^. 

u 

; .  .  .....  1^     •      I  1      . 

Die  Mden  in  28)  aad  20)  anter  den  Integralzeichen  vorlomaeii- 
Abo  Reiten  lefteen  ilchffhne 'Schwierigkeit  eu<nudieiP|t  l»en^  Am 
^  afaf  JkA  IntCrvdH  0  Ihb  n  beselräiikt,  wen  wlr*To|kio'-'0elioi| 
«ns  hereichtigt  fände*.  HiAi*'ktfHi  di«  fragliche  Summimng  InittiM 
de0  Ponrier'ecben  Th^remee  über  dieCoelnue-  und  Sinotfreihek 
aMeiteo,  aber  aa^h  hlenron^ans  anabhlngig  auf  folgendem  Wege 
fliMi  gelaageti.    Es  erf  .  i 


däriiTJt  eiiie  *felieMge  conttante  GrOaae  vnS  y  die  mdielildtato 
Summe' der*  wie  man  lelcbt  sieht»  feteta  «onvergenten  Rdlhe.  fÄi 
folg«!  «tu9  der  Gleicbdng  30)  Mnuttelbar  die  beiden  GleiiAivigea 


oÄ        ^'y     "'       *co8jr     4«o»2*      Ac<w8a?      • 

5l#\    •  ^M  ^     j^rainjr        2^n2jp  .  3ain3ai  ,        "^    .       j. 
.  ?^i    -Ar« *L**+1*'^"AHSF  ^  **+3^  +••  J.'  » 


'  «  .  •  I».     . 

vinebei  die  Reihen  rechts  mit  denjemgen  ubereiakomnieii«  uii  deren 
Summimng  es  mch  in  28)  und  29)  handelt  Die  Gleichung  ID) 
liiBst  sich  aber  noch  in  einer  anderen  Form  darstellen,  wenn  man 
berlTcksichtigts  dass  identisch 

k    HJnnx   l^  i  sin  n x       wsinyijr 

ist,  und  man  hat  dann,  diese  Zerlegung  auf  jedes  einzelne  Glied 
angewendet, 

X    ,  1  psinj;  ,  jiin2.r  .  sinSo:   .        T 

y=tk  +  ;t  L~i~ + "2- + -ir-  +•• -J 

Xrwmx       isia2ar      3sin3j  "i 

Die  Summe  der    ersten  cingeklammcrtea  Reihe  rechts   ist  nach 

jr jß 

einer  sehr  bekannten  Formeln — jr— ,  wobei  aber  j:  jederzeit  >  0 

und  ^n  sein  muss;  für  die  zweite  Hcihe  kümicn  wir  ihren  Werth 

aus  Nro.  38)  substituiren,  und  so  verwandelt  sich  die  vorige  Glei- 
chung in  die  Diflferensialgleichung 


/• 


tl5 

Das  TolbtSDdige  lotegral  denelben  ist     ' 

woAi  iC|  nnd  ^  noch  bnb«6timmto  YSoifel^fitap  ftecelchneA.  tlm 
ihw>Wertfaelkzv#ldali,  setzen  wir  aunftohstKiq  SQ)  nmd  33)  üs«, 
was  nach' dem  Qbtfe%,^ta9ibt  ist;  es  jndet  Mb  f^nf  ' .         « 

34)  0=zCie^+Cie^.. 

m 

Feriier  folgt  ass  33}  duich  Difereidiiatioii  t:,  .,    *■■ 


oflA  itttiB  vriv-Uer  aliwohl  vw  io  Nio.  ffiQ  :r:«»i^hHic»^«df  Ist 

-  ...<    .  ■     .    !■  ■  ■      .    •  ..■■ . 

d.  i. 

* 

wjp  iii|[b  apglelck  findet«  wenn  man  in  der  bekannten  Gleichang 

ii=Jt  V  — 1  setzt.    Aus  den  beiden  Gleichungen  34)  und  35)  er- 
halten wir  nun  Rlr  Q  «nd  C^  die  Wertlie 


und  nach  Kro.  33)  ist  der  vollständig  entwickelte  Werth  von  y 

Snbstituiren  wir  denselben  fn  die 'GteicbiflDgen-31)'iuid  32),  8<Fer- 
halten  wir  die  Sunmenfonaefn 

3*)  2        «*^— e-*^ 


IM 


und 


*   < 


^  2 — JKZT^ET — 


Difselbw  jg6lt«ii.  wie  aus  ihywBMeltapg  anmlttdba«,  Gilgt*  war  fwiter 
der  Bedingmig  m^st>Oi  die  erste  liefert  aber  für  xt=il  «mIi 
ein  wichtigA'ftesvitat,  wi0  man  ans  der^Vbmel 


I  • 


«  1  fi  f4 


jeot,i«=2j;-.pf-,^25^-.....  , 

für  M=*V— 1  erkennt,  und  daher  darf  mm'tti  Nre.  36)  die  er- 
weiterte  Bedingung »^ x^O  aubtellen.    Seiireilien  wir   i  filr  i, 

ao  toaen  die  jiomela  SB)  utfd  37)  «ir  Summlning'der  Ia  $8)  and 
29)  TorlLOflamenden  Reihen,  und  ea  ist  daher 

f  Fi  A<^ +/TDco»«+/ (2)*»2af +/Tpl)coB3»+.  ..J 

2        g«»-«r-^      »W'^^' 


und 


I  [/■(!) »'n  «  +  /(2)  »in2ar  +/(3) sinS j;  -^  . . .  .1 


2 


2         e^^ — r-'^ 


9>(0^^ 


oder  endlich  vermöge  der  Bedeutung  von  t^(Q  und  (p(() 
38)         4A0)+/'(l)cos*+/'(2)co82a:+/l(3)cos3«  + ... 


=/ 


e^rt — ^-^t  2l 


wobei  ^  ^'~0  sein  nuaa,  und 
39)  .f(l)e]DAf-f/*(2)8ln2ar+/X3)stn3;i;  + 


o 

unter  der  Bedingung,  da6Sff^ar>  0  ist.  —     Diese  Gleichungen 
sind  die  zu  eatwiclölnden  Summenformelo  und  man  kann  sie  in 


aofBUb  k, allgemeine 'S  nmraen^  als  di^  FaiictioD/(s)  sikr  der  einen 
Bedingung  untenvetffen  iet^dnaft/'-Cif-fiM)  innerhalb  ikt  Gtämrien 

v=09te=oound  <= — od,  |=-|-ac  endlich  uod  stetig  bleibt 

■     •     *      -  ■    . 

Ein  ganz  einfaches  Beispiel  für  unsere  allgemeinen  Formeln 
liefert  die  Annahme 

1 
i 

weria  r  eine  positire  Grosse  beaeichnen  m9ge.    Es  ist  dann  fflr 

1       cosx  B  cos2x      cosSjt 

/CD    ^(3r-*)f^^^-*)f        e        , 
'    ^^t »f — r  3-r3i»*> 


«;f«_e-;ri         »«+<• 


* 


und  dir  «^j:>0: 


sina?       slnäj?       sin3j? 

r  +  1"*"  r+2  +7+3+ 


=/• 


Nimmt  man  in  der  zweiten  Formel  r=0,  so  g^bt  das  Integral 
n  ((«— x)  ilber,  lirie  man  leicht  nach  der  Regel  pndet,  dass  fttr 
eh  znr  Ndll  berabsinkendes'r. 

,  Ltoy*V(0jä^d<=fF(p) 

ist;  man  kommt  so  auf  ein  bekanntes  Resultat 

■ 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  umstand,  dass  sich  die 
Frage  nach  der  Couvergenz  der  Reihen  in  38)  und  39)  mit  Leich- 
tigkeit erlediget! '  iSsat  Wir  wollen  die  hierzu  nOthi^e  Betrach- 
tung zunächst  an  der  letzten  Reibe  durchßlhren^  weil  sie  ßir  diese 
etwas  einfacher  als  fi!r  die  erste  ausfölit  Jlennen  wir 

A  das  Minimumj         /'(—et) +/(+<!) 
JB  das  Haximumi  ^^^  2  ..      "  - 

während  des  Int^rvalles  f=0  bis  f=QD«  und  brachten  wir  fcrner> 

gfTT— *)t |i— (TT— *)t 


IH 


V  ■ 


'gntf^gr-^nt 


Theil  XII.  10 


looerlialb  desselben  iDterraHes  stets  Msitlr  bieiM,  Mo 
wir  obde  Mühe,  da»  der  Werth  das  inlcgraleg    * 


»■ 


/ 


mehr  betrSgt  als 


/ 


dagegen  weniger  als 


Adti 


«  u^''-')'— e-<''t')f_g  , 


0 


Der  Betrag  des  Intecrales ,  welches  hier  einmal  mit  A  and  dann 
mit  B  multiplizirt  wir<n  ist  leicht  'za  finden,  wenn  mao  f)lr  den 
Ausdruck 

die  für  jedes  positive  t  convergente  unendliche  Reihe 
substituirt    Das  Integral  nimmt  dann  die  Form  an 


o  O  O 


/OD  /lOD 


0  o 


oder  nach  Ausführung  der  einzelnen  Integrationen 


27C  —  X         in  —  X         OTT  —  X 

2a:  2x  ^2x 


X       (27r)a-.a:2       (i:tf^x^       (Ott)«  -  or«  "" ' ' '  * 

und  die  Summe  dieser  Reihe  ist  bekanntlich  J  cot  Ja;;  es  liegt 
demnach  der  Werth  des  In  Nro.  39)  vorkommenden  Integrales 
zwischen 

iAcotlx  und  kBcotix 
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nmä  dbk  dAs^'^Int^pvIider  Reihe  jedenfidb  giifick  Ist,  letetere  «lag 
dhrergireD  oder  convergfareo,  m  fo%t 

/•(I)siii:r  +  /'(2)6in2i+/'(3)sin3a:+.... 

wobei  die  bekannte  Bezeichnung  der  Mittelgrussen  angewendet 
worden  ist»  der  zufolge  eine  zwischen  a  und  ß  fallende  Grosse 
durch  Jlf  lur»  ^1  ausgedrückt  wird.  Sind  nun  A  und  B  endl\che 
Grossen ,  d.  h.  bleiben  fir-U)  und  f{ti)  endlich  von  /=0  bis  ^=00, 
so  folgt  aus  der  obigen  Beziehung,  dass  die  in  Rede  stehende 
Reihe  eine  endliche  Summe  hat«  Alles  zusammengenommen  kön- 
nen wir  jetzt  behaupten,  dass  jene  Reihe  convergirt,  wenn  erst- 
lich f'{u-\-ii)  von  tf=0  bistf=OD  und  von  <=  — od  bis  ^=00  end- 
lich und  stetig  bleibt  und  ausserdem. /*(£Q  wahrend  des  Intervalles 
1= — OD  bis  ^=:0D  nicht  uileDdlich  wird. 

Dass  nnter  deosttiben  Bedingungen  aueh  die  in  Nro.  38)  vor- 
kommende Reihe  conversirt,  ist  leicht  einzusehen.  Stellen  wir 
nfimUch  .das  Integral  rechts  in  der  Form 


>      i>   - 


dar,  80  können  wir  zunächst  behaupten,  dass  der  Faktor 

TOD  f=0  bis  f=:  OD  endlich  bleibt  Fflr  ein  von  Null  versdhiede^. 
nes  <  #rhcllt  diesH  unmittelbar  aus  der  Endlichkeit  von  f(ti)  zwl;, 
sehen  t=:— ^dD  und  f=Qo  oder,  was  Dasselbe  ist,  ^us  der  End- 
lichkeit von  fC^ti)  und  f(U)  innerhalb '  des  Intervalles  ^=0  bis 
/=od;  för  i=zO  dagegen  wird  jener  Quotient  ss—/* (0) ,  was  eine 
endliche  Grosse  ist,  wegen  der  Voraussetzung,  dass  flu  +  ti)  für 
positive  u  und  beliebige  t  endlich  bleiben  soll.    Nennen  wir  nun 

A'  das  Minimum  )  f(-^U)^f(t£) 

ß'  das  Maximum)  ^^^  iiT 

w&hrend  des  Intervalles  t.=0  bis  ^==00,  so  sind  A'  und  B*  end- 
liche Grossen,  tind  der  W^th  des  unter  Nro.  40)  verzeichneten 
Integrales  liegt  zwischen 


/ 


^  -tA'dt 


ßTlt £—7tt 


und 


f 


tB'JL 


10* 
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Der  Betrag  dee  hier  vorkommenden  Integialee  Cndet'sldi  naf 
ShDÜche  Webe  wie  voAin  darch  £ntwiclcelnng  von 


1 

0Xt g-Ät     * 


er  ist  nämlich 


"  x^^  (2;i;+;r)>^(4»+jr)«^ 

^  ein  --x)\  +  {in  -■  x)^  * ' 

Beide  Reihen  eonvergiren  CSr  9s>jp>0,  und  wenn  wir  5  das 
Aggregat  ihrer  Summen  nennen,  so  liegt  der  Werth  des  Integra- 
les 40)  zwischen  Ä'S  und  B'S,  d.  h.  es  ist  für  9i>4?>0 

i/(0)+/(l)cos:r+/*C2)co8  2a?+ 

und  mithin  die  Reihe  convergent,   weil   Ä',  Bf  und  jS  endliche 
Grössen  sind. 

Geben  wir  in  den  allgemeinen  Formeln  38)  und  39)  dem  x 
spezielle  Werthe,  so  erhalten  wir  eben  so  viele  besondere  For- 
meln zur  Reihensummirung.  So  folgt  aus  Nro.  38)  fura:=0 

41)  iAO)  +  AI)  +A2)  +  A3)  +  A4)  +. ..  . 

o 

femer  durch  die  Spezialisinmg  x=z7c: 

42)  4/"(0)-Al)+ A2)-A3)  +  A4)-. . . . 

' 2  /•(-/,-) -/-(ft-) 


ent^^nt        '    2i  ^^' 


Die  halbe  Differenz  der  Gleichungen  41)  und  42)  ist 

43)  AI) +  /(3)+A5) +/•(?)  + 

^\J    6;^'+6-i^«         2£        ^^' 

o 

Nimmt  man  endlich  in  Nro.  39)  x=\n,  so  findet  man  noch 
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m--"'  Al)-/'(3)■^/'(5)~A7)+ 


=/' 


«i'rt+e-A 


nt 


Die  Integrale  in  41)  and  43)  können  etwas  umgewandelt  wer 
Aea,  wenn  man  dch  erinnert,  dass 


]< 


und  ähnlich 


ist    Das  aof  der  rechten  Seite  .in  41)  yorkommende  Integral;  zer- 
ÜlUt  dann  in  dko  beiden  Int^ale.  i  > ,      ;'• 

•  ■■•''  i 


rt%ffl*+»/'5 


•  o 


und  eben  so-witd  das  in  Nro.-  43)  vorkommenäe  Integral^   mge- 
sehen  von  seinem  Koeffiaienten» 

0  i    •  o 

Hier  iSsst  sl^Ä^  das  jedesmal  zuerst  stehetide  Integral  (kfirzer 
ansdrflcken.    Mnitiplizirt  man  nämlich  die  Gleichung 

27 ^*W+?^  2^« 

mit  ds  und  integrirt  darauf  zwischen  denGränzen  x=0  und  2=  od, 
so  wird 

0  0  0 

Qdfv,  weit  der :Werth  des   links  nach  z  genommenen. .Integrales 

=1;  ^' 


.  y  j .  . .  I . 


ßtkls^^^f,^.,^.. 


4S8 

CHeldiflItBiiglwit  wann,  f  Ar  >x^  m  Irqmine«  jteit  der  nilclwwgiB 
41)  mid  4^6  fbl^kam^  etdM  ^. 

'■.*■* 

und  i    .■-.-*•  ■■     ,-■•••.        ■     :i>  » 


l:j!i  r/   .  ti:. 


Gr^we  badchnet,  m  ndunen  Aii«MMli«igM<«9i  fl|)9'IMlflül 
4^  die  nadurtehende  etwM  allgemetnere  Gestalt  an«  welMl/'(s) 

« 

47)     '   J/(a)-Ä*M^ly+A<»+2)-A«-^^  +  •••■ 


48)  /'(a+l)  +  /-(a+3)+Ao+Ä)+A«+7)  +  ...i 

.      .         .       ;..    , .  ^   ■  .  .  '  ■  •     . 

4Ö)  Aa+l)-Ao+3)+A«+5)-/(a+7)  +  .... 

^J      a^  +  e-i"^  2  •         \ 

>• ''•  Aiiti  (dicwm  fikraiiBttiforttHii  fiir  ikD«ftili(^  Reihen  MeteBelch 
mit  der  grossten  Leichtigkeit  ähnlich  gebaute  Sammenformele  f&r 
endliche  Reihen  ableiten ,  indem  man  eine  endliche  Reihe :  idft 
Differenz  zweier  unendlichen  Reiben  betrachtet.^immt  man  z.B. 
in  der  Gleichung  46)  erst  )a=0  und  dann  a  gleicft  einer  positiven 
ganzen  Zahl  p,  so  giebt  die  Subtraktion  der  so  entstehenden  zwei 
neuen  Gleichungen: 


m 


w<Jl9l  «Ich'  älö'.fiiffereDz 


=  vl\'-  -< 


i. 


o  '     o  ^ 

kfiner  ausdrfickeh  tflsst,   wenn  inato  im  ersten. Integrale  i=t  «nd 
im  zweiten \|l..^i=ar- setzt;  es  wird  dieselbe  hierdurch 

•  /HO  y»«  ■  /»flC 

s=/  ai)dx—i   r(z)dt=  I  nt)dt, 

t/   ;•,  «/:       .       ..,'1  U:      . 


und  diess  ist  öflWbar  dasselbe  wie 


/  fip)  «^  +  Const. , 


..T.      ;. 


weim,.4PBiÄp  f^kb  nnr  die  Cotistante  gehörig  bestimmt  de'nH '  Di9 
vorige  Siimmenformel  geht  nach  dieser  Bemerkung'  und  nadi  bei- 
derseitiger Addition  von  \f(p)  —  i/'(0)  in  die  folgende  über: 

Al)+A2)+A3)+... +/^(p) 

e«^«  - 1  2i 

■ 

Vereinigt  man  lier  die  dfeei'Von  p  unabhängigen  Ausdrücke 


■   •  iT 

J  '  "\i 

I»   ■   •» .■ 


m  einer  eihtleien  Constanten',  welche  C  heissien  möge,  so 
teq  wir  endlich  folgende  Sjommenformel:' 

eo>  ai)+/'C2)+/'(3)+....+ap) 


IM 


dlLJWitt. 


kabrileben  noieii  pÖMivert  Zahl  |>  iinablilii|ig  aind,  m  iMal 

61)        »-  /a)->(kH-'/tS)— \.+(-i)»-»/(p) 

= C+  (-1)^-«  |/(p)  +  (-l)p-i9 /*■  j5^ 
fofner  am  Nro.  48),  wenB  p  eiiie  gerade  Zahl  beaetehnet^ 

endUch  ms  Nio.  48)  flir  ^  ^dCiw  gmdM  p  \' 

«0        /<i)-/'(3)+mr;:7r*fer:l)J'-!/!ftfnr%.  »*aii.  b..w 


=C7+(-l)lP-» 


* (jE±<a+5czÄ: 


.i^.-¥ri^-  i 


Die  SummeiiteMele  •40)  bia  63)  «ind  nöeb  einer  bedeatenden 
TraDsformation  fthig»  wöon  miEin  die  zwischen  den  Grinaen  0 
und  OD  vorzunebmeDden  Integrationen  dadurch  ausführt,  dass  man 
die  Functionen  f(a+tf)  ünd/(a-^<i)  in  Reihen  verwandelt  Diese 
hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  wenn  man  sich  an  die 
genaue  Form  des  Tb^er^a^  von  Mac  L  aurin  erinnert,   wonach 

F W=F(0)+ (  JT,  (0)  +  jf^  f' (0) +„ . . . , 


•       I      I 


pm 


isjt»  :.un4.  hier  J^  einen,  poeitiven.  Sci^teß.Brupb  ibeae^bnet;.:  .Für 
m=2ii-|-l  und  F(l)=^^{f(^4li)'-f(^-'t[)\'  ^^M  itiM  Uer^ 
nach  ohne  Mflhe    ^ 


' ' '. ' 


63) 


.    I  1 


21 
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^-  '  . ' f-1)* ^H-^ /W^f-i) (a^iU)^+nm^ (fif  —  itt)  ,:■' 
HMl'iMMcrgiebt'sfclr'sieKr  l^öbt'.''      •"■',•'   •"•■•/■■•■•■  ■■•■■' 

0 

-TV     ?^J?^ ~  "TXT  V     ;3srT  +••'*" 


/ 


/(*H-i)i(JHif^-:frt»*H) 


Die  Werthe  der  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Integrale 
s  Pfft] AiuMhfPie  dfiB  lets^n  anscbwcK  z«.|^luiiBien;  i^^^fff 

i.h.-       IT'...-    ,1  i      .  ■..  .     t!'?;-    .      ,  ;     '••[- 


\     .       i 


•  0  .. 

■ 

ZaUoft  «nnimirt:  -• !- .  -i. '"..;.  ^   .'.:(u».' 


65)  2/'^='S^*?*-- 


1 

Benutzt;  man  diesa  f&r  dje  Glei^hng  Kd)^«o  verwandelt  sich 
dieaelbe  in  die  folgende:'  j 

+  1.2..0«+1)  V     e'sr=i— —— r ^' 

0 

Dieir  Wertb  des  letzten'  lAtegrMe«  Usst  sich  njekt  tmüMfelbtt 
a]kseiN»i;'wühl  dbdt^  iWikdien  tWeiGrahien  einlsittUdMiiiri^nJMMi 
wir  nämlich  •    ^  ' '»  '»''- 


^,1^  du  Müimimvf  **• v-sX-J*  ' 

welche  ebtraton.  w«d  /  ^.k^P^^^\}»ßm\M'ill^iflM'\m 
ObaBeiigen  wir  ms  leielit,  da»  om  uiwgru 

ih(^'''^e''MKiiJiMyi'i»IMIMF  MMM  ML'  w|liH<wi^  itimjmik 
immer  eine  iwisdien  a  nnd  ß  bllenOB  '%M  -eli^'MMM  BiaiBhIlÜ 
der  grOaseren  .Zahl  ß  ansehen  darf,  Icann  man  jetit 

1"       r  .!.  ...  J.  .     5-;.fMt-)..'M   

IM&lsto'i  iröi -  (^  >•  einen  peiAtAirai  Scftieiii  Btwcii  *  beseiefaiiet :  •Nuh.  dem 
Vorhergeheoden  folgt  dann  .  u^'unv.  n  .; 

56)  y      eii^u-l ^T-fT^: 

O 

•  •  +    1.2..:^)     ^^^'X«)  +  03»H^  *^*^' ' 

'  •  ■     •    ■    ' 

wovon  wir  bald  nachher  Gebrauch  machen  werden. 

t^t'i/irind^'iekliVlat  es,  den  Weitl  des  infegrak« 

^  V-      e»*— e-»*  2i  ...  i 

O 

Mf '^ilM^ilvnmBn  ^ptwickelo.    jß^utst,  man  wie- 

4|mill«P.li9ter  wo^:^>.,ven^^  jjjubsSlutifln^  ifo  vecvii^lt 

sich  daseelbe  in 

.  •    I  </;  t    li 


0 


!  ■    » '    '  -/ 

.  I 


..    =  o  •  ■.'•■. 


O 

■..*■■'.*/'  •  I     .1  .     . . ;  ti 

Illtimf|M 


unter  der  aUgemeinen  Fonn 


I      •      • 


woraus  laao  durch. HSamvumqg  der  Reide  findet: 


S9) 


:.     ' 


Wae  Imer  dii^  l^tsEte- Integral  m  ;Nfv.'66)  'anlxelängt^  so  ist 
Uar;  dass  dasselbe  .mehr  b^trSgt  als*  v'       • '-^ 


-.;■./ 


...  ^*'' 

und  dagegen  weniger  als 


wobei  B^ft^i  und  iS^2»fi  dieselbe  Bedeutune  haben  wie  Iwfirfo. 
Es  folgt  daraus/  dass  man  unser  Intejgral  d.  n. 

'  '.  ■  --    .  \      ■ ' ,  ■ ' 

/»•  fi»+idt  /(>H-^(«+i<t)+/tfcfi)(«— «0 

«^    V    «i»-«-»' — -^ — :i^: :.. 

P     ..  .     ••  \    ■  ■  .  V        ■      . 

ZU  set^n  bwf 

Bruch  bedeute..    ^^^-   _,_  ,,, ^,  _,,      %^-  "^ 

neten  Resultate  zur  Umwandlung  der  unter  Mro.  SS)  aufgeführten 
Reihe»  welche  dem  Integrale  in  o7)  gleich  war»  so  findet  man 


•  •    ^  • 


^^    .  ^E^cbiUgt  istr. indem  wieder  o ^en  ppsitireA  ^chten 

Bruch  bedeutet.    Benutzt  mw.  jetzt  die  ;ifi  00)/uiid  60).veasl^- 


öl)     I..  %j.   ^tfg^ > —    ä/- — T  r     "*- 


=2i^r<^-'-=^^y»+?^^t«-- 


Gaai  dmaelben  BehaadhinanraiM  kaon  aua  da*  femor  flb 
mtiZwfldM-'itoawwlBgftiUtMnL-  '  ■. .  :;>-.ii;-.r.'.   «iir 


I.- 


mierirarfaa;  nuni  gekDgt  fJiar  kOaMr.Bn  dam  i 
«Uj  wuiiiMMny  01  •  OTgiQini  weil  8w- 


m  dMt  tidi  dabei 
▼am  dar 


'.D^fUhiiib  UAun  mu^ikiri 


=®^  m-?|^>-M+^S^r«-.:.. 


Vi 


Wir  wollao  endlich  noA- das  Integral 

-■--•.. 


■  \ 


■  t 


riner  Transformation  untc^n^^rfen,  wodurch  dasselbe  in  eine  end- 
liche Ri^^  ämgesetBl- wirdr-  Benntien  wir  nSmlich  das  im  Ao- 
fimge  dieses  Atechnittes'dtirte  l*heoreiii  von  Mac  Lanrin  Rlr 
die  Fälle  m=^2n+2  und  F(0=:1  iA^+<0+/(«-<»)i,  so  ist  sa    • 


.nWist   ..  -  .-::>:?!  .    :::  '    I 


■    ■ 
I  •  •  ^s  —     ■i'l'.     »  m*       \  -  .  , 

<iüMt  'mitteist  Substitution  dieses  Ausdrucks  verwandelt  sich  das 


I  .;••     »  »!»i. 


'. I .    /  ■  ■      "•'•■:     •  ; ; ■■  ■  ■  ■  , ■ .  ••.;.< 
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•••+    1.2..(2n)   J       el^+e-4 


.!•:  '     r«. 


+  iT2~(9ir+2x/    ■JPqrpTT  -- — ^..   '"-i-"    ' 

•  ;.'  ■  -  .      ■•  ■    . 

Mit '  AMiahme  jdes.  letzten   Qiie'des  .«pthalten  alle  Glieder 
Integrale  von  der  Form 

O  0 

-iA..(9*).a«H-f|r  1     -ii_;  :»■       1 

WO  sich  die  Reihe  mit  Hülfe  der  SekantenkoeflizieDteii  summiren 
Uast;  man  findet  b6'^  '  .-•'.'  \ '  '^' 

Für  da«  im'  letzten  Gliede  der  Reihet 03)  ▼btkqpnmbnde  Inte- 

Sl  gelten  noch  foleendc»  Bemerkungen.  Wenn  tt%n^^  und  ^^2114^ 
\  Minimqm  und  Maximum  haskeii^neni  -lyelcbeo.  die  Fupctiou. 


\\f^^^^{a  +  Ü)^f^^{a'^i^] 


'>:       ;■:.     .;«». 


annimmt,  sobald  man  <  das.  Inte^ationsiotervall  t=±0  bis  <=qc 
durchlaufen  läs6(>  .so  erhellt  nnmittefbar^  dass  der. numerische 
Betrag  von  -         . 


06)     jf^ 


.  '::      ■  I  .       •     ■      .'  «:: 


mehr  ansmacbt  als  >/  '     :    >.'  :  :(i 


r 

.  .0'    . 


ei^  +  «-!»< 


dagegen  aber  weniger  als 


OD       fftK-trf^  ;    '      •-      

e4w«+e-i^  if aii+s= 4  ^sM^  J^aiH^ , 


I  • 


woraus  sosleich  hervorgebt,  dass  man  berechtigt  ist»  das  in  6ft) 
verzeichnete  Integral  ^=QiB^n^^Kan^^  zu  setzen,  indem  man  unter 
^  äneo  positiven  ächten  Bruch  versteht.    Nach    diesen  Bemer- 


kimgen  erhiH  dte.>llaih»m(AtK\4M  h  9»  i  »■uMüHlm  b*tmi, 
folgende  Otab^:,  1  -.   .»      >.":T"~-    *'.  r ' •  "'       '•.■    ^    '' 


.'.»l'-il.)    f; ^_ 

Die  TransfomuttioDeD ,  welehe  wir  unter  5Q,  Ol),  02)  iiwl67) 
erlangt  haben,  cetien  ans  nan  in  den  SIhmI,  anch^^le»^ ftfllmrai 
SammetrQnnek»*'mie!  andere  ^CSeat^^iH.  geOps^  «nd  «neeit  #■(  nt 
gende  Weise.  ,;•  *       > 

{   Wir  UMutMm'  mnldiM  die  FMMOtH^'fiBr  die  Umwaadl^l^ 
im'eitiiAmg^16)yiü^  sich  s«^;.;  weiifi  nodi  AOr  Kgi^ 

setst  wird« 

«8)  iA«)+Aa+l)+AM-S)+/(H-^+iai  s;  .üj»  jJ^^ia 

WcMeii- wtf  fertig  die  Mter  Ntbi  61)  Terseichnöte  TMiMfentta- 
tion  anf  die  Gleichving  47)  an«  so  wird 

69)  4/(<Ö-A«;+l)+/('H-2)-/(a+3)+,... 


^■Ai»*l 


Die  SummeDfonnel  48)  verwandelt  eich  mit  Hülfe  der  unter 
02)  Terzeichneten  Relation  in  die  folgende: 

70)  A«+l)+A«+3)+/(a+5)+/'(a  +  7)+.. 


O 


(-l)»(2»-»-l)g,.-t                    (-l)>f  i(2a»+i-l)ft.^, 
-■' 1.4..,  (2»}.       r      .*.  W  +  TiqSH^ «^«-+1  • 

Endlich    ergiebt  dch  durch  Anwendung  von  Nro.   07)   auf 


1» 

[*      •  .  \  jy    ■  -     •  .    '  »  1    f    SB      »i-»«!  T.It«»'*      ••■!.'         ...' .  r  •  t  '.»      ill 

Äo  Ao)-T|r(a) +T^ /''''(a)- . . . 
/'    *•'^^•^|.  1.Ä.«^.4  .Alf*" 

Für  all^  diese  Fofsnelii  ^H  die  J^emerkcni^»  das»  q  einen 
positiven  Mhi^ü  IMieh  'und  . .      *       "»    '^     . . « .     .  j   ' 

bedeatety.ii^elchciii  während  desintervalles  (=Obis  i=z(x>  eintritt 

Nicht  minder  leicht  ist  es,  die  vier  Formeln ,  weiche  znr  Sum- 
mirung  endlicher.  Reihen  dienten ,  auf  gleiche  Weise  umzu^'andelp^ 
Schreibeti  wtf  äsünäcli^  irt' der  Gltichung' 50) J»  und  Ptptt  4.  und 
K,   so  gieht  jetzt  die  Benutzung  derselben  tür  die  UmWatidlurig 


..  'j 


>  ■  :  •  • 

.     Hie  Foraiel  0))  auf  Nro.  Sl)  angewendet  liefeiü  el^  so  l^Aifki 


1  ■ 


73)  Ya)W(2)+/'(3)-,-...TKT-l)iTV(p) 

•-« 1.2.. (2n) /^  *f''>+        1.2...(2«+2) ^'WiJ- 

i     ■ 

Ans  der  Formel  62)  wird  iintev  Hiiivirkung  von  Nro.  62)  die 
folgende,  worin  p  eine  gerade  Zahl  bezeicnnet: 

74)  /(l)  +  A3)+/"(8)+...+/(p-l) 


In  db  felgoids  tbat,  woriamMcr  «  «ine  göadcTZiU  tat:  . , 


tivar  achter  Brach  imd 


Ton  den  acht  SommenfonidD,   w^*''m^Vlltt:iimaSk'1iif- 

•Atwicfccu  wonmiy  iicfcir  aii€f6  vsnficiiiiiigm  jcaocii  ni  sonn 
als  miTollatändig  «paniaehan  sind.  yJa  ihnen  «die  ReathaatimmoBg 
gindich  ktüML,  Si^4ct|«fH\iii|«^^  t^>M  ^firtOP 

ger»  als  die  RcMäH^'TVtelche  recbM  Hand  in  An  oUgea  Feimafai 
▼orkommen.  In  die^.Klaaie  der  aogenanntwL  i||Jhci|fmieatea  Rei- 
hen gehNe*?;»^  i%lte)%1lifiek -ner^^  war. 
Oieaer  aehr  rahlliara  Mangel  liat  in  neuerei^Zeit'fiBige  frglniaaie 
ÜpteTanchungen  yon  Ppiaaon,  Ja^pobl  und  MjEtlmet^n  Imvor- 
g^iftifen,  ^^hle^'sicH'Jäadfeb  nur  auf  die'  ForMM^'TS)  AAftf^ 
etwas   allgemeinere  bezieben  und  deren  Resultate  toR<'deto  hl^ 

fsfnndenen  formell  rerschieden  sind.    Dass  aber  die  mitgetheilten 
ntwickelungen  in  derTbat!die  yoBstfindige,  Auftlfimng  übe v  «das 
Wesen  der  iialbconvergenten   I^eiben:  'enthalten ,    wolßn  wir  an 


einem  Beispiele  zeigen  ^^  dessen  Beh^odiang  als  Norm  fiir  jeden 
anderen  speziellen  FaU  gelten  kann. 


*  •    ■ .  •■ 


Es  0etfn'Nro.-7JD'/(j|)]f=-.,  sp'fiodci  nän  ,e]Df  Hfor  SMitt 


. ..      P=     •- 
1.1.1.        .  1 

'»..I  ■» 


"r+Y+f+-+? 


I        * 


■•  i 


V      \ 


.    Um.  hier  ffi*ti  ka  .beetiniiQeD,  brauchen,  wir  bloee  so  b^rflck- 
e|eh%eA«  daMjf. unterem  Falk '! 


:;/***'«|.)=:i'-^5^*. 


2 

f        s      L(i»+fi)*»<^  "*"  (!»—«)**»  J  • 

Der  swischen  den  iOamroero' befindliche  Ansdradc  erbllt,  wie 
aafcr  leicht  so  sehen  ist,  sein  Maximum  fflr  <=0,  nnd  daher  ist 

IWi=-l-2.3..(2«+l)  ^^ . 

Die  obige  Summenformel  flir  die  reziproken  tfatfirlicben  Zah 
Im  geht  jetzt  In  die  folgende  fliier: 

""^"♦"^^^     •'•■*■     (2n)p«»  .  "•"    (2n  +  2)p*H^*  ' 

«o  dafls  hier  der  Rest  einen  Bniclitbeil  des  zuletzt  in  Rechnung 
gebrachten  Gliedes  der  Reihe  betr&gt,'  woraus  der  Grad  der  Ge- 
oairfgkeit  unmittelbar  hervorgeht»  sobald  p  und  n  spezielle  Zah- 
lenwerthe  erhalten.  Um  noch  die  Cnnstante  C  zu  bestimmen,  fa&lt 
man  sich  an  den  bekannten  Satz,  dass  der  Ausdruck 

111  l 

ßb  imendlicb  wachsende  p  gegen  eine  feste  Gränae». nämlich  die 
CÖDstänte  des  Integrallogaritlimus  (095772156..)  convereirt;  subtra- 
hM^nnki  *daher  In  Nro.  76)  beiderseits  /p  nnd  Ifiisst  daraul'/i  un- 
•sdlidi  weiden»  so  ergiebt  sich 

0,57721566490..  =  C, 

woaiit  der  Wertb  von  C  gefiffiden  Ist  —  Es  liegt  nun  der  Ge- 
dflriee  nahe,  die  auf  der  recfhten  Seite  von  Nro.  76)  vorkommende 
eadllfAe  tleihe  dadurch  zu  einer  unendlichen  zu  machen,  dass 
aati  die  Giiederanzahl  ti'  derselben  unbegränzt  iVachsen  iSsst  Da- 
bei erhebt  sich  aber  eine  Schwierigkeit;  oa  nämlich  die  Bernoulli- 
scben  Zahlen  viel  rascher  wachsen  als  eine  geometrische  Progres- 
sion >  «o  giebt  es  eine  Stelle  —  und  sie  würde  leicht  zu  bestimmen 
sein  -^  von  welcher  ab  die  Reihenglieder  fortwährend  zunehmen, 
also  eine  divergente  Reihe  bilden ;  man  kann  daher  diese  Verlän- 
gemng  der  endlichen  Reihe  zu  einer  unendlichen  nicht  vornehmen, 
sondern  wird  die  Reihe  nur  bis  zu  derjenigen  Stelle  fortsetzen, 
wo   die  Abnahme   der   Reihenglieder   aufhOrt  und  die  Zunahme 

Thdl  \IL  li 


1. 


1«4 

anföngt,  d.  b.  bis  dahin,  wo  der  Reat  der  Reibe  seinen  kleinnten 
Werth  erhSlt.  Da  durch  letztereo  immer  der  Genanigkeits|p'ad 
der  Rechnung  bedingt  ist,  so  erlcennt  man  hieraus,  dass  die  halb- 
conversenten  Reihen  gewisscrmassen  Nähemngsformeln  sindv  Mit 
deren  Hälfe  man  die  unbelcannte  Grusse  nur  mit  einem  ganz  be- 
stimmten (durch  den  ZaUenwerth  voD  j»  gegebenen)  Genaniekeits- 
grade,  der  aber  oft  sehr  gros^  ist,  berecnnen  Icann.  Nocn  prä- 
gnanter treten  diese  Betrachtungen,  die  sich  an  das  ubige  Bei- 
spiel anknüpfen,  dann  hervor,  wenn  man  sich  uir  äuunnirung  der 
reziproken  natOrlicheo  Zahlen    der  Integralformel  50)  unmittelbar 

bedient.    Es  ist  oXmlinh  für /(p)s=:- 

p  •  1    .  : . 

•  i  -  .      ■        I       ■     ■    ' 

II  l  1  /*•     di  t 

77)  r  +2+- •+  ?=^+27  +  '''-V      e«^  V^- 

Dass  es  nun  hier  geradezu  unmöglich  ist,   das  Iptegial  In   ehie 

unendliche  nach   Potenzen  von  —  fortschreitende  Reibe  ca  ver- 

P 
ivandeln,  erhellt  leicht;  denii  man  konnte  nur 

•    1  ■■        '  - 

t  1  p_ _i^  _  <»        <^_ 


HW~^~''^ 


t^+^~p  ,./lY-p»    p 


♦  ^    n« 


seteen  und  so  das  Integral  auf  die  Reihe 


1  „  /"*     tdt  1  ^  /"*    t'dt 


P 

U 


bringen.    Die  vorhergehende  Ueziehnng  setzt  jedoch  voraus,  dass 

t  '■■ 

-  ein  «achter  Bruch,  d.  h.  <<p8ei,  denn  ausserdem  ist  der  Q««- 

tient     .2 ,  .«2  der  unendlichen  Reihe  nicht  gleich;    der   Bedingung 

<<;^  widersprechen  aber  die  Intei^rationsifränzen  /:=0,  <=<», 
vermöge  deren  t  jedenfalls  p  einmal  übersteigt;  es  .wurde  daher 
jene  Reihciivernandlung  unter  widersprechenden  Bedingungen 
vorgenommen  sein  und  mithin  ist  sie  un^suliissig.  Dadurch  sind 
wir  gezwungen,  uns  mit  einer  Verwandlung  des  Integrales  in  eine 
endliche  Reihe  zu  begnügen,  indem  wir 

t .^_J!        Jfi_  {^\)n-'l  ftn-l        (^\)n       (»m+l 


/iiM»  ftraH»  (  ttn  UaifViB  (ia-dB  ^R.    Es  wird  dann 

O  0 

.  (— l)*^^^/*^<^-^d<  .  (-1)«     r^fi^^di      1 

d.  1.  wenn  man  die  IntegratioDeo  rechts  mit  Ansnahme  der  lets 
tea  uwffilurt: 


'/ 


i9a 


w 

Hierdnrch  gebt  die  Formel  77)  in  die  folgende  über: 
78)  T+1+    +p 

(-12+»     /**  <fa+»d<       1 

ond  dieses  Resultat  ist  für  .jidss  endliche  n  richtig,  indem  der 
Rest  Alles  compensirt.  Da  man  aber  die  Integration  auf  der  rech- 
te 4M»  :Btelit.di|rcll  die  ipswiUiDlichei^ittel  ausfilliTea  MfiW  io 
riiisl^lliiili  wenigstens  GrSnzen  anzugeben  suchen,  zwischen  denen 
der  l^erth  des  Integrales  eüthallert  Ist.    Divss  bat  keine  Schwie- 

11 
rigkelt,  wenn  man  berücksichtigt «  dass  »TTjä^^^^S^^  ^^  it  be- 

tilg^,  mMiin 


'  j«  -■  t  ■ 


d.i.      ^ 


P'>P^*dt      1  1   J 


•  •!    -'l  ~  ~  ' 


1  "'\  f        '       * 


-•  1  "'\  f        '       *. 
«1  mImo,  wo  o  elMB  icMm  Braeb  htiplcbppt»  dar  ■«  «mWv 
«eh  kaiiii,  weil  dcT  Werffi  ^m  ' fngiidM  InKM^dafMit  m- 
•Mt  ist   Durch  «Me  SulMtltiitl^D  wird  die  6l%fiilii«~^  idtier 
vBter  78)  ▼enefeiiiietao  ▼5liic  identbch,  A&nm  BMeAßm  wmm  hri- 

VVW  flchliessen  'hienätt  ndBere  Üntenmchnngeii  ttber  Sm  Sdb- 
miniDg.der  Beiheo»  Jndemi  wir  noch  diOi  Bofiii 

hon  seto  mSgeo,  fliier  welche  eich  Lagrangi 
beldagt:  „hh  perfectipD  des  m^tb^^des  daporoziflimtieB, 
daoe  iesqaelles  on,  epiplei^  les  #drie8y  odpend  neo- 
eenlemeot  de  la  coDV^fgeQce'des  e^ries,  mats  encere 
de  ce  qu'on  paisse  eoMni.^r  Terrenr  ^iil  r^avlte.^« 
termes  qaoo  o^glige;' -^1  i  cef^dgardL)aii  ^en  dlxfjam 
presqne  toutes  les  mdtbM^s  d'ap^proMbatrm  doBf^o 


fatt  aogf.  ,dA08  Ja  solntloa  des  probl^mes  cdoaid- 
trj^aee^t in^caDrqaesyiaoDt  encore  tr^a  impartaitea.** 
CTbifrprte  SAes  VlTo^etioos  analytiquea,  2t  ddltioa» 
page  09). 


(«: 


t   • 


.1.  .      .....'■..    .  ■*■■•. ■ 


Velber  die  AiifWsiuicr  dei^  Cdef^iiiii^ 

des  Tierten  Grades.         ^' v"' 

..  ,  :;  Von  d6ni -•  ■..»;.:  ,  I.  ••>»::•■ 

Her  ausge  ber  ^' •*> ;   b/t; 

ond  dem 

Schulamtg -  Küdidaten  Herrn  W.  Schlesicke 

iti  (BrelftwiAd. 


Was  in  der  Eipieitang  za  dem  Aafsatze  iber  die  AnfUisang 
det  Gleichungen  des  dritten  Grades  in  Tbl.  XI.  INro.  XXXIIL 
gesagt  worden  ist»  findet  auch  auf  den  vorliegenden  Aufsats  übtt 


«H^tAflMnMig-dMrr'CMeiolMageii  lies  viertes  OndM  Aamtnämn* 
und  soll  daher  hier  nicht  fdederhUt  werdte.  Auch  di^  der  ffif- 
rnnden  AufiOsaog  der  Gleichungen  des  vierten  Grades  haaptsäch- 
udi  ms  Gmnde  liegende  idee,  itfimlicb  die  Samme  des  zweiten 
Süd  Tiertsii  Gliedes  der  transforrairten  Oleiekung  3)  gleich  Null 
sa  setsen»  gehört  ganz  Herrn  Schlesicke  an.  G. 


■     ^ 


Die  gegebene  Gleichung  des  vierten  GrMes,  iW  weicht  das 
sweito  Gfied  fehlt .  sei 

1)    ar*+aa;«  +  6a?+c=0. 
Um  diese  Gleichung  au&ulQsen^  setze  fian  ' 

■ 

so  wird  die  aufzulösende  Gleichung: 

..V   ..      .;.. 
(ii  +  ü)4  +  a(tt  +  r)«  +  6(M  +  t>)  +  c=0, 

d.  L,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

3)     ii*+4rti»  +  (6r«  +  a)tt«  \ 

+  (4r»+2«p  +  6)M     (=0.. 

Die  beiden  willkührlichen  Grössen  u  und  v  wollen  wir  nufi 
so  zo  bestimmen  suchen,  dass  in  vorstehender  Gleichung  di^ 
Summe  des  zweiten  und  vierten  Gliedes  verschwindet ,   welches 

die  Gleichung 


4ra»  +  (4r»+2ar  +  6)tt=0; 
d.  i.  die  Gleichung 

'  .  •'    .,    •■  *.    ..I 

gi^it    Diese  Gleichung  wird  erftUit  fflr 

«=::0  und  4t7tt^-f  4o3H-2aD-f  6=0. 

WöHta  man  dkr  die  AuflSsung  ti=0  iwtUen,  also  nach  2)  die 
nhbekamite  Grösse  a?f=e  setzen»  so.  hiesse  dies  fBr  ;r  nur  das 
neoe'Syinbelie  in  die  gegebene.  Gleichung  1)  einf&hren,  wodurch 
satdirKcD  die  Gestalt  der  gesehenen  CrMchoDg  eine  wesentliche 
Veränderung  gar  nicht  erßioet,  sondern  nur  auf  einen  anderen 
iQ^pnbolisicheBAusdradk  gebrach  wird.  Man  wird  also  versuchen 
mtasMi-  pb  nicht  vielleicht  die  Aufldsppg 


der  GMcbong  4)  zu  einer  wesentUchen  VerefadachiiBg  der  gego- 


welches,  Id  die  Gieichgnig  ^  ehgeflilift,  die  GleUbug 


r-.-    (.   I 


oder  die  Glrfeimiig   •  (■ 

li r     4e         -(P^+')|  Uo, 

'oder  die  GMcbimg 

-(4»»+.aw+»)(»e»+2«e-*)j 

•Tl6tf^(e*+Jftf«+fte+c)f*=®    ^        ' 

giebt  Eatwidcelt.  man  aber  dioM  deicboiigf  gjikiMig,  m  «ririit 
man  die  Gleidmg     •      ■ 

7)    64e«-f-3S«^-|-4(^-4e)f)*— 6*=0. 

■      1  '  *  '  *' 

ii  .      ¥  I  I    •  ■■  .  .  ■  ■  ■       r  .  ..#■-. 

p..i.,  wenn  man 

^*  8)    4ü«i=w 

■        ■   .  * 

setzt,  die  Gleichung 

9)    fo»  +  2afo«  +  (fl*— 4e)w— Ä*=0, 

so  dass  also  auf.  diese  Weise  die  Ajuflosung  unserer  g^ehenea 
Gleichung  des  vierten'  Grades  anf  Ae  AoflösuBg  einer  Gteichimg 
des  dritten  Grades*)  zurfiekge£ahrt  ist. 

Wenn  nun  nicht  6=0  ist,  so  ist  das  letzte  Glied  der  cubi- 
sehen  Hfilfsgleichung  9)  eine  (eicht  verschwindende)  negative 
Grosse»  und  diese  Gleichung  hat  daher  nach  einem  bekannten 
Satze  jederzeit  f^ine  rtelte  positive  Wurzel,  welche  aiioh  riiehl 
▼erschwindet,  weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  nicht 
AssO  sei,  die  Gleichung  9)  nat(Mkb  aberbaupt  keine  v«rschieiiir 

'■•  '■■!  ■  .  ■•.  ■■•  ■•'••■Jll 


^    IKe  Gleiehmig  0)  ist  dfe  belamite  cqbitche  HolfMeifAiMg 

Idtrnij^  der  Gleichongen  dM  Tieften  Grade«,  "welche  tictfr  belNiAal 

auch  auf  anderem  Wege  gewinnen  l^pt..    Das  vorhergehende  Verfalireo, 


IQ  dieser  Hnlfsg^eichttog  an  "irelangini ,  scheint  mir  aber  nea  und  beson- 
ders einfach  in  s^in,  weshiSb  sich  dasselbe  namentlich  anch  filr  die 
JhrMdie  iea^'lfoluiddUi  einpAMiii  4irfle.  '^  :  •->i-.i.»    r|. 


desdt  WmmI  «liilMg  J^iiiir,  {MiMle  oloht  veraf hwindende  reelle  po- 
müwe  Woriel,'  welcSc  -wicy  4eygCT>aidi>€ii  Voraussetzung  oie 
GMcbttDg  9)  nothwetfdig  haben  illiisB^  wolm  wir  durch  4cd^  be- 
iridmeD.  W^t  ;daiiui:.49^.  i^  nid||t  yerschipndender  reeller  posi- 
ÜTer  Werth  inm  «  ui^,  90-  Imm  a^.  naihl 

setien,  wo  ö  p\n^  nieht  .yerschwindende  reille  Grosse  ist.  Fährt 
man  die  beiden  ▼<M4ergebeBden'JlVectlie  vcm  v  in  die  Gleichung 
6)  ein,  so  erhält  maii 

11)  tt»= j^ ,  .    .^' 


also 


X»  [  ..>  \  i.  ?  -'1,)  1 


12)    u=  j  .  


und  folglich  nach  2),  10),  12): 

•  j     ^'1  ■■♦■■■     .  ■• 


Sil  4/     ,4s»  +  2f5ir 
4.5    l4//itS»  +  2a5Jr.. 


welches  unter  der  ^^mcht^S .  Voraiuysetzung  im  Allgemeinen 
fier  unter-  Jekiäüder  ▼ersehldden»  Vwig  beftimiBte  endliche  Werthe 
Ton  X,  also  die  vier  Wurzeln  sind ;  welche  die  gegebene  Gleichung 
1)  des  vierten  Grades  überhaupt  haben  kann. 


W«nn 


uio . 


gt*^ >ö. 


HM',  m'^haiti-^W^tMakti^i'b  Tüki  «iür  ftlgHMlw/IVrinielto^  welche 

•iaUBtlich  raell  siod:  '■"' iii';:<iii.i  utny.  Ir,»  l\-'tt  «ov.'   •.:•>;'■ 


•ti:,'.'!)'//    • 


•  :■»♦»! 


B 


Wenn 


4B*-|-S«S-|-6 


.._  --.i 


<o. 


^ 


■  i< 


ist,  so  hat  die  CHKIdm;  1)  die  fler  fiwgwidiii  Wmeln,  wc 


•immtlicli  imaginir  «iiid: 


'M  "IV  I 


+  Ö  +  Q 


i; 


Y  :       5 


16) ,  :r=^ 


h«  .  1  4A45^+2gd~fe 

~<^+jV s • 


1   4/45*+laS^^       '>-;-L        ■>  '■ 
-^"5-— Zr-W    ■■■!    ii'iijx.,     ■■■  »    ';,':Vw**l'      :  ••: 


«1 


r . 


Wenn 


(!;i«.  *'f 


4S>+2aö  +  6 


Q 


>0, 


iet,  so  iiat  die  GleidiiHig'l)  die  vier  fblgeoden 
nen  iwei  reell  und  zwei  imaginftr  sind:  >.,,;-. 


▼OD 


i  I 

16)    «=  ^  , T 


_     1  Ar43»+2aS-6     .,— ^ 


n-iff 


Wenn 

.'        l:»-/  .Itv'.ll//  •''■^"•'jliS*      f'OAcS^^*        &•  .■-•'':'■-*''»''         '*'**  •'•''  **•'  ^^^'^ 


■(.v^nii    -    'fji;i.'ti   n  lUJiJi     uii    ,  tnnuji    ■■i^Q;!'.    hv.ii    !l'»:r>    ••r-x    irni 


ift,  80  hat  die  Gldchung  1)  die  vier  folgeiiden  Warieln ,  yon  de- 
nm  wieder  zwei  reeli  und  zwei  imaginSir^wid: 


• . ; » ~ 


17)   *=/  *  ^  ^ 


= — 1-  .   i^' 


Wenn 


ist»  80  hat  die  Crtei^nmg  1)  di^v|ßr  Ib^endeii  Wfarzein,  von  de- 
nen zwei  reell  und  gleich,  die*bJAden  afdem  reell  und  ungleich 
idnd:  .^    ■■] 


f.i 


•\  : 


■ii 


l' 


Wenn  ~ 


■  f         «  - 

4g»+8aB+6 
3 


=0, 


ij// 


i«t,  so  hat  die  Gleichang  lj(J0IKJ[ipi  Mgesden  WurzelD,  van  de- 
Den  z¥rd  reell  und  eifliädtr  gleieii- Je  beidei 


rind: 


o 


beiden  anderen  tnu^slnir 


-ih  i»..     :il-i.ni //  ir>M":B'.>.  i'*:7  t»ii)  ^^f  i>iiiiii-»:'*!i)  »ifi  1i;d  <^-:  ,\>A 


:  Iv lib a:'> ' •   üj i * i  i^»  /■■  \  I >i  : .  h-yr-  i •>  i.v  tj ' 


! 


1«) 


:if»3 


•  '  •    ii«i 


ti'jM 


^ 


V 


Wenn 


'  .9 


o 


45» +2«» -6;!^^ 


Cd 


iit/V 


ist,  so  hat  die  Gleichnng  1)  die  vier  folgenden  Wurzein,  von  de- 
nen zwei  reell  und  ungleich,  diß  i^eidtp*  anderen  reell  und  einan- 
der gleich  sind: 


j  - 


*+IV^' 


+S+ 


m^+iaQ+b 


Q 


I      _  ■  •  ■  •  •.  1 « 


1—5. 


4ö*+2aS-|-6 


3 


<0, 


•  I .  ..  J  ■ 


? 


=0 


•  •■  ■  r  I 


iit,  60  hat  die  GlerchuiM"  1)  4^6  fm  fole^den  Wurzeln ,  von  de- 
nen zwd  imaginär,  die  Deicteb  anderen  reell  und  einander  gleifch 

sind:  :■ 

.  t t  ,   '  '  '' '      •  ■ 

'  '   -    1''  I    f^'i>_i      Uli»   •       ■■    . 

- .  1 4  rigs+iSö+A  ^^/— y 


21)  ^=ug-iv^'-^i5ry^'  'VF?. 


//     ..<i,' 


-s,.  •      i 


'.   V 


-3 


1  •.■••■■; 


'  -      i   '  . 


'\    I 


Daaa  lücht  zugleich  ,         ;    ■■.,    .     ;,;.  ,i  ,:/ifS 

45H2afiS-f4 


=0, 


••.». 


45»+2äey^fr^     - 
sem  kann,  erhellet  auf  der  Stelle,  weil  sonst  auch 

d.  i. 

ul 


also,   weil  bekahnUidi  niöhf  6=iO  Ik]    &&i)  sein  mfisste,   was 
gquea  die  Voraussetzung  streitet  '.  -  ( 

Damit  man  versichert  sei,  dass  man  durch  das  Vorhergehende 
immer  alle  vier  Wuraelfdi^  gegtiü^enei^Glei^fittng  1)  erhalte,  ist 
nun  noch  zu  unterDuphen» «ohf, ^WIK..  u. ..  ^, -. 

d.  i.,  weil  nicht  0=0  ist,  wenn 

4c3'-f2ac3-f  6=0  oder  4o>H-^0*-6=0 

ist,  wo  nach  dem  Vorhergehenden  respective  -f  6  oder  —cd  eine 
Wurzel  der  Gleichung  iUlM,  i^^vCH^iohfng.fiiifirilchirefipilfrt^ 


die  Wonel  4-S  oder  — S  swel  Mel  eirfhilt  Dleee  Ui 
kaan  anf  folgeiide  Art  eogeetellt  werden. 
Eisten«  sei  .  «'.  .»«t  I  \": 

•)_  ..  ..... 

■o  ist  nacli  dem  Vorfaergdieoden  -^3  dne  Wonel  der  Cleichung 

aleo  :  liiiif. 

mä  folglieh.  1—  f  -   \^  ..  I    »  !  ; 

aleo,  wie  mkn  Ificlit  findets  f  '  ^ 

DiTidirt  man  oim  mit  «-4B  in  den  Factor'''' >f-:i'>^  '»i*»'"  «^'^f 

t     • 

hinein,  so  erhiilt  man  als  Quotient  .     , 

und  als  Rest  ■■  '-»i  >-  ■  •  ■ '  •  •-■•'J<  .  ■■^-   -"^    l  •'''>'!-.■.■  .n.-.-:'    ■•"■ 

Weil  aber  nach  der  Voraussetxang 
ist,  so  geht  a — o  in 
auf,  oder  es  ist 

und  folgUch.nkch'  dem  Obigc!^..!.,- 

I  ■  • 

I 

woraus  sich  also  ersieht,  dass  die  Gleichung 

I,;,      .         j.  .  .    .       ■  •    ,1  ■', 

l^iMidi  di«  iVtexel'fViweiBId  enthalt 


I  I      t     »• 


ZiPeit0M  Mi  -v  i 

W»4^S«B-44n=0.,  ....  ...ii...     . 

00  ist  hmdk  dma'VoAmgehnMm  ^ü  AeV/nrt^i  der  GMchung 

•  •'•        F»,,     .,,.«•  ,     ^         ,  ■         i.i  i.'f  '»lll« 

*  »  .     I     •■..'-    ■..\^     .         V 

also 


•        •.         « 
und  folgÜch 


*  ,1 . 


also,  wie  man  leiekt  fiadetr  :• . 


_  o 


Diridirt  AMDW  mit  a?4*jS.  in  den  Factor 

•  * 

a:*— öa:*+ (3*  +  a)i— 5*— aS  +  6  ^ 

% 

hinein,  so  erhält  man  als  Quotient  < 

I  • 

«*— 2öx+35*+fl, 

« • .  •  •  .  .    .  1 . .  I . . »    '  i  ■  ■  ■.  r  I ;  I  r 


und  ab  R^t 

\       V  •  --'4S»42a3-f6.   • 

Weil  abe^  nach  der  VoiatuusetsnM  ; 

45»+2a5-A=0.oder  — 4S'-72a5+A=0 
i«t,  80  geht  x  +  15  in 

o?»  —  Sä*+ (5«+a)*— S»— öS  +  6 
anf ,  oder  es  ist 


,.i    ••• 


. '  .  i  ..V I 


und  folglich  nach  dem  Obigen 

......   .„,«*+o*»  +  Äa;+c=(jr+5)«(«*-25j:+3S»+a), 

woraus  sich  also  ergiebt»  da«s  die  CHeichang 


•     •  'l-'  .    ■.       k\  .11,11 


wbUldb  die  Wonel -«  iiM^IUrMUlt«) 


«      HUftoadb  ht  — in  dwi  t— hhüti^wA  flg. 
tamer  alle  vier  Wanili  der  MKihaMii  Gleiebuig 

▼olktfiodig  m  erhalteo. 


«     •  ■  ■  «  t  •■ .  I 


Weim  6=0  iet,  so  hat  die  gegebene  Crldehnng  1)  die  F< 

und  kenn  aleo  wie  eine  qoednliaciie  Glelefavng  anfgeliet  wevden» 
was  liier  nicht  weiter  bemcbtet  zu  weiHei  fcjSMJii    >-  'm  v      ^i^ 

Wenn  die  gegebene' Oeiehnv  de«  •vierten  Grades 

»il    :r«+«^4^^^yär-^»^0• 
ist,  so  mnss  man  pner^  da^ 'iieMe  C^d' linf 'ft^^ 
w^chaffen.    Zn  d^mt  Ende  setst  nian . 

*  ■         1  « 

nnd  erbftlt  dann  die  Gläffhung  * 

'  .#  "  •  ■ ' 

24)    A:«  +  (^-|«««)z«+(i«»-i«/J  +  y)^ 


=  0. 


80  dass  man  also  im  TorliergeheDden 

25)         ^6=|«._i«|J  +  y, 

3  11 

setzen  muss. 


*)     Man  hatte   anch  leicht  die  vorherffehende  Betraehtong  dadorch 
alAfinen  könaeo,  data  »an  gleich  beide  Falle,  wenn 

4»'+2iioJt^t=0 

nnd  die  Wnrael  der  gegebenen  Gleichung  -^m  ist,  in  eine  Betraditnng 
mit  dtoppeltea  SEeicheo  saaaniaiengeiogen  hätte. 


Die  eabMche  HQlhgleSIflbwigV  tLvt  welche  man  in  dem  Falle, 
wem  nicht  6=0  ist,  gefSBhrt  wird,  kann  man  mit  Hülfe  der  in 
dem  Aofaatze^  Thl.  XI.  Nr.  XXXIII.  entwidcelten  Permeln  Mt 
aHgemeinen  Auflösung  der  Gleichungen. des  dritten  Grades,  ohne 
erst  deren  zweites  GIM  W^echaferf  'sn  müssen,  auflösen,  so 
dass  also  in  so  fem  der- -g^jii^iiw&rtlge  AnfMtz  über  die  AnflOsang 
der  Gleidiuogen  des  vlMeii'.Gladet  mit  jenem  Aufsatze  über  die 
AuflOiBanff  der  Glefchi|ngeB  des  dritten  Gradea  in  enger  Verbin- 
daog  steht. 


'  ^PM—Afc^AMaaMäBB^^i^  ' 


Vni  di^  lekiite  Anwendbarkeit  ^er  in  dem  AnÄäts^  ThL  X|. 
Nr.  XXXIII.  und  in  dem  vorhergehenden  Aufsätze  entwickeron 
Formeln  aiir .  Anflusone  der  Gleichungen  des  dritten  und  vierten 
Grades  zu  z6igen,'h$tHer^ "Fehles icke  auf  meine  Veranlassung 
ein  Paar  tieiiqiiele  naeh  diesen  Formeln  gerechnet,  welche  ich 
im  NacbsfelieBden  noch  mittheilen  will.  Die  Beispiele  sind  so 
gewählt«.  dMs  die  beiden  bei  den  cubischen  Gleichungen  herrohr- 
tretenden  HBMptQtUe^.bei  denselben  vorifiomiM^ 

I.    Es  sei  die  Gleichung  des  dritten  Grades 

^       a:»  — 15a:»+63a:-80=cO 

'   •  •  ■  ■     ■ 

gegdien;  m  ist  >  ... 

■,        osf-Wi  6=+63,  cä— 50;: 

folglich 

2  1  4  /       1      \  '  •* 

,<=g^«3-g^a6  +  c=15,  i?=-^rA-jfl«j    =256; 

also 

• '  ■ . 

Weil  nun  A^  —  B^i,9htt,  so  setzen  wir 
und  folglich  nach  Thi-  2(I.  Nr.  XXXIU.  &  360. 

•  •        I  i 


••51» 


tongy= — 
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Nehmen  wir  nun  V^31  mit  jpösitiTem  Zeichen,  was  indess  ge- 
rade nicht  unbedin^  erforderlich  und  in  dem  angeführten  Aufsatze 
•ach  abeichtlich  nicht  zur  Bedingung  gemacht  ist,  so  muss  man, 
weil  A  positiv  und  /> positiv  ist,  den  Winkel  q>  so  nehmen,  daae 


I  \ 


■.,iA-  •/m.<9'ma»<,..vni 


■  i/./Y 


* 


,„  Ii.fi31=  1.11)13017 

i„,  lo|(V31=  o.Tiaiso« 

>tt.  ioiti5=  i.irtmis 

l(.gf—tang»)=  9,86058!»— 10  •"  * 

folfcllch  nach  den   Tafeln,   mil   UöcksteKt  auf  die  obige  Bestim- 
mung der  GTSnzen,  zwischen  denen  9  genommen  werden  raitss: 

V=159".38'.  y",l. 

Die   positive  Grücse  q  La^n  nun  auf  die  folgende  zweifache 
,]^^i8e  berechnet  Herden; 


log/(=  UTOOJIS 
log -2=0,3010;«» 

)<J,9720I1Ü— 10 
log(— cosv)=  j        _.,Qj 

log?=  0,>l03mäÖ 
folglich 

log.5t=  0.3010300 
I  |!),m44:!9— 10 

logco«j(p  =  i     _,2,Q 


logm=0,07!O5«l 


oder  logB=  0.743680!' 
leg  '1  =  0,3010300 
,       .  ,9.5412-21  —  1»; 

l"S'""''=]_+28S8  1 

log(=  ».«BOIIOO  ' 


log.  fl=  0,3010300 

.       .    1  lO,g03486!)-10 

log»mj,,=  j       ^|,„ 

lbgV?=  0.-->385li07 
loi.nV3=  0,4431452». iiji,| 


uDd  bienus 


^    m=l.MT713ö;  iiV?"=2,77424t4.  ■ 

Also  sind  nach  den  Formeila  in  Tbl.  XI.  Nr.  XXXIIL  S.  'ätt 
die  drei  Wurzeln  der  gegl^mem'ciibtldien  Gleichung: 

.     .'r.<i7,agtMa!7*,.       -!  :•..,.  i  ^ 

j=  h,0280MI 

■'•'■ '     vfynwfer 

Die  Summe  dtiesei''  df^l  niit  negattri(ii  ViirzieMiien'  '^«ntnndjt 
nen  Worseln  ist  senau  —16,  wie  es  sein  rousa. 
If-  f 
II.    Es  sei  ferner  Ai  Gleicbnhg  des  vierten  Grades 

■Ah-'i!j/ „-,iirr!:';',.i..  >■■'•  .1;  Ui.  1!  -■■.    .-■;■!■:  i    ;;>!'■..      ■■  •»!■<;- 

ifliJrvnW"'*^!*  M<Kf*<de#(4.ittt    das.  xwdtelGlied  f«blt<j:^ 
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Bildet  mar  sieh  oach  der  Fonnel  Nro.  0)  des  vorhergeheDden 
Aiintiies  die  zur  AuflOeune  dieser  Gleichmig  des  yierten  Grades 
«faideilielie  cublsche  Hül^leichang,  so  erbftlt  maD 

fo»  +  16tt«+18S4io— 256=0. 

Hit  RflclEsicbt  auf  die  in  TU.  XI.  Nr.  XXXDL  angewand 
teB  BeMiehDungen  ist  daher  jetzt 

«=  +  16,  »=  +  1824,  c=~2ö6; 

ibo 

il=^a««— ^ii6-f  c=— -g^  .1021, 

s 

,  1»=:-  ^{b-\a^  y=-(^)V8661494; 

folgüeh 

^-.Ä=(^Y.g703935. 
Wdl  jetzt  il*— B>0  ist,  so  mfisseo  wir 

C=V25I:B=^V97Ö3936, 

also,  wenn  wir  Aese  Quadratwurzel  positiv  nehmen,  was  verstat- 
tet  ist, 

C=  ^ .  3115,113Ö62fl02[*) 

setzen.    Hieraus  ergiebt  sich  femer 

_  J(^—C)=(3y. 8272,227926204; 

-^(^+C)=— (0V4188,2279252O4; 
folglieh 


a 

y  _^(^— 0= 3 .20,224331 ; 


*)  Weil  in  diMem  Falle  trigonometrische  Rechnung  nicht  Tor- 
koniint,  «o  ist  die  ganxe  Rechnung  abtichklich  ohne  Logarithmen  ge-- 
fÜut  worden;  wenn  die«  anch  weitlftufiger  itti  eo  ist  et  dodi  mehr 
elementar. 

Theil  \II.  18 


■■)t- 


r 


Daher  sind  nach  TW.  XI.  Nr.  XXMII.  S.  351).  iüe  drei 
zeln  der  cubiscbeii  Hiilfttgleichung : 

(  +  0,140177 
te=:  |— 8,07008!! +  i:WT7803.V^^l 
(— 8,O70(MI-13,'.>77*f03.  V^  ■ 

Weil  die  crsle  iliesM  drei  VVurxeln  redl  und  pooitiv  lai 
«eizen  (vir  nach  den  im  vnrhergelivtideti  Aufsätze  gegel 
Regeln 

4««=:0,  1J0177, 


ä  =  V  0.033014 =ai*i7-i 
ergiebt.    AUo  ii^t,  ivie  man  mittelst  leichter  ReiJinuD^  findet 

Da  hiernach 


ist,  80  hat  Dschdem  yorhergeb«B4™  Anrsatz*  die  g^ebene 
cKung  des  vierten  GtMesiwel,  rffelle  und  zwei  imacioSre 
zeln,    und    die  vier  Wurzel^  ^nd  nach  dem  vorbergenendeo 


+  0,1872  +  V 25,4028  .  V^, 
+  0,1872  -  V  iB.4(B8 .  V^ , 

,0.^72 +.V17,33S3,     , 
,—0,l?ra-V  17,3323;     * 


Ml 

+3,fl780 
^  —4,3804 

**~^  +0,1872  +  8,0401 .  V^ 

+  0,1872-8,0401.  V^^. 

Eine  angestellte  Probe  hat  die  Richtigkeit  dieser  vier  Wur- 
zeh  bewiesen.  G. 


Beweis  einer  Formel  für  7$. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  E.  W.  Grebe, 

GyniBaiiallefarar  sa  Cat««l. 


Es  ist  mir  nicht  bekannt,  ob  die  Formel 

^111  1. 

ff=2sec  7  ;r.secg  9v. sec  rg  jc.sec oo  ^ 


bei  welcher  das  Product  unendlich  vieler  Factoren  auf  der  rech- 
ten Seite  offenbar  conversent  ist,  schon  von  Jemandem  beachtet 
worden  ist;  wäre  es  indessen  auch  der  Fall,  so  ist  doch  wohl 
der  nachstehende  Beweis  dieser  Formel  neu.  Taf.  III.  Fig.  1.  sei 
8  der  Schwerpunkt  der  halben  Kreisperipherie  ADB^  ebenso 
seien  «,  f',  $^  die  Schwerpunkte  der  Bogen  DB^  FE,  DF. 
Nach  einem  bekannten  Satze  verhält  sich  nun  aber  bei  einem 
Kreisbogen  der  Abstand  des  Schwerpunktes  vom  Mittelpunkte 
sum  Hawmesser  wie  die  Sehne  zum  Bogen.  Daher  ist  also  CSz\ 
=2:3K,  oder  es  ist 

Ferner  ergiebt  sich 

Ci  =CS.sec«9r« 

and  durch  unbegrenzte  Fortsetzung  dieser  Formeln,  MoltiplicStlon 

IS* 


182 

derselben  und  gehöriges  Aufbeben  auf  beiden  Seiten  endlich  das 
zu  Beweisende. 

Durcb   eine  leicbte  Verallgemeinerung  erbilt  man   Ar  jeden 
beliebigen  Bogen 

o  .    l  11  1  1 

g)  =  zsinn9'«sec2<P*seci\9>.sec  i^^.seCng^) 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Indem  ich  bemerke,  dass  die  von  Herrn  Doctor  Grebe  im 
Vorhergehenden  mitgetheilte  Formel  u.  A.  schon  von  Euler,  d^ 
sie  aber  wohl  auch  nicht  zuerst  gefunden  hat,  gegeben  worden 
ist  (M.  s.  Leonhardi  Euleri  Opuscula  analytica.  Tomas 
primus.  Petropoli  1783.  den  Aufsatz:  Variae  obserya- 
tiones  circa  anguios  in  progressione  geometrica  pro- 
gredientes, p.  345.),  ertaube  idi  mir  derselben  noch  die  fol- 
genden  Bemerkungen   hinzuzufügen. 

Wenn  <p  einen  beliebigen  Kreisbogen  und  n  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  hat  man  bekanntlich  die  (ol- 
genden allgemein  göltigen  Gleichungen: 

sing)  =2sin;\g)co8^g>, 

.1  .  .     1  1 

ßin^<p=2i?in  .p <JE> cos ,^ 9? , 

.1  ^   .     i  1 

8in22<P  =  2sin^9)COS23g>, 

sin  23  g>=/sin  249^^08249» 

u.    8.  w. 

.1  „  .     1  1 

sincj;^^!  9>=2sin  ^  fpcos  ^  (p. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  in  einander  und  hebt  auf, 
was  sich  aufheben  lässt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

l^       •  On   •     ^  1  1  1  1 

J)    sm<p=2»sm  gä^cos^^^'C^'S^ii^cosga  «jp-cos^^- g), 

aus  welcher  man    leicht   die   beiden    folgenden  Gleichungen    ab- 
leitet : 


!) 


1^ 


.    1 
•m^       .111  1 

tang^       .111  11 

9  — I =  fiin9«eca9sec559«ecsj9...  secQjj^sec^g) . 

Nach  einem  aligemeiD  bekaDtiteii,    leicht  ganz   elementar  zu 
beweisenden  Satze  nähert  sich  der  Brach 

.    1 

der  Einheit  als   seiner  Gränze  bis  zu  jedem    beliebigen  Grade, 
wenn  n  ins  Unendliche  wächst;  und  weil  nun 


1  ^     1  1      ' 


die  Crränze  von  cos  ^  q^  aber,    wenn  n   ins  Unendliche  wächst» 
die  Einheit  ist«  so  nähert  sich  auch  der  Bruch 

1 

2J?9> 

der  Einheit   als  seiner  Gränze  bis  zu  jedem    beliebigen  Grade, 
wenn  n  ins  Unendliche  wächst. 

Hieraus  und  aus  den  Gleichungen  2)  ergiebt  sich  unmittelbar, 
dass  die  Producte 

111  1 

sin  9  sec  ^  9sec  p  9  ^^^  os  9  •••  ^^^^  9 


und 


111  11 

sinq^sec  ^9sec  ^g>Bec^g> ...  sec  ö;,  <P  »ec  ^  9 
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«ch  beide  dem  Bogen  tp  als  ihrer  gemeiDflchaftllelien  Grinse  bis 
sa  jedem  beliebigen  Grade  nähern ,  wenn  n  ins  UnendUcbe  wächst, 
welches  wir  durch 

!1  1  1  1 

.111        11 
q>=^BiQ  9sec59)secR39secQi9>*—0^C2is7*®^^9 

aasdrflcken  nrollen.    Auch  ist,  wie  sogleich  erbellet: 

(        o  •   1  '  1  1 

l9> = z sin 5 9)  sec  ^  9> sec  öj  9) ...  MC  öS  9>> 

4)     { 

^9>=2siDa9>8ecp9>sec^9..<  secö^^secs»  9- 

Weil  nach  2) 

.    1 

""^''     „.1  1  1  1 

<p  — I =zsm  5  <p  sec  ^  q>  sec  53  tp ...  sec  s;  9  f 

5)    \  1 

tang2S9  ,  11  ,  1 

9 — j =2sin^9sec-22  9sec,23  9-«ec,^9sec25g> 


und  unter  der  Voraussetzung,  dass  q>  ein  positiver,  die  halbe  Pe- 
ripherie nicht  libersteigender  Bogen ,  und,  wie  sich  nach  dem  Obi- 
gen von  selbst  verstellt,  n  nicht  kleiner  als  die  Einheit  ist, 

—i — <»'  -r->i 

ist;  so  ist 

^  o  •    1  1  1  1 

9)>  28m  rt^see  öa^sec^j  9...  sec -3-  9, 

oder 


wä 


ZBmqfp  Bec^<p  8eC5^g)>...86C  ^<p 

o  •-.  1  1  1  ^      .      1 


•  J . 


uod  die  Prodocte 


I  • 


2sin  5-  9  sec  ^  9  sec  öi  9  —  ^^^  0*  ^' 

- .  1      1      1  i      1      1 

zsiD^  9>se€M9  8ecÄs9)...8ec^9sec^  9 

iM  also  zwei  den  Bogen  <p  zwischen  sieb  einscbliessende  Grän- 
len,  können  folglich  zur  nl^heriingsweisen  Berechnung  des  Bogens 

21  gebraacht  werden.  Dass  diese  bilden  Grftnzen  sich  selbst  nä- 
tm,  wenn  n  wächst,  und  einander  auch  beliebig  nahe  gebracht 
werden  können,  wenn  man  iur  11  gross  genug  annimmt ,  folglich 
mittelst  des  Vorhergehenden  der  Bo'gen  <p  auch  zwischen  beliebig 
engen  Gränzen  eingeschlossen  werden  kann  i  ist  eine  unmittelbare 
Folge  ans  den  beiden  Gl^iclHinged  4)% 

Wenn  man  cos  9  als  bekannt  annimmty  so  kann  man 

111  1 

€08^9»   cos^y,  cosgjy,  ...cos^9 

# 

nittelst  der  Formeln     • 


cos 


1  A  /   1  +  COS  <p 


1 


1 

^  /  1  -|-C08 


1        _*/l+CM^9» 

—1         ä 


a.  8.  w. 


1  + cos  5^1 9 


1       4/H^»s^ 


neh  und  nach  durch  blosses  Ausziehen  von  Quadrattrurieln,  also 


^Pl 

■ 

r 

^^^P 

mitteUl 

einet 

m" 

elementaren  Metlinde  bpreclinen.    Da 

neb 

sin  ^  ip  und 

1 

«ecjä 

1              1                  1 

V,  «ec.^-,»,  ■ecjjT,  ...seej;».. 

FOr  <p=:n 
uud  Secunden 

ist  z.B.,  wenn  man  die  Bogen  in  Grailen, 
ausdrüclil; 

T=180°.   ff.   0".(» 

1 

1,.=  90.   0.   0.00 

~»=  45.  0.   0.00 

j,»=lK.30.  0,00 

^»=  n.M.  0,00 

.j,»=    S.  37. 30,00 

^,=    a. 48.46,00 

:     1.24.22,50 
^9=   0.42.11^ 


also  nach  Sharwin's  Tafeln  (Ansgabe  1742),   welche 'dli 
ten  and  deren  Logarilhnen  entlkalton : 
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log2=:  0,3010300 

iogsio  ^9=0,0000000 

1 

logsec  m7 = 04B05150 

log  sec  p9 =0,0343847 

Jogsec  ^9=0,0084261 

log  sec  59  9  r=  0,0020901 

logsec  2« 9 =0,0005235 

bg8ec^g>r=  0,0001308 

logsec  p  9=:0,0000327 

0,4971329 

log  sec  Qs  9 =0,0000327 

0,4971656 

Abo  sind  nach  dem  Obigeo 

0,49713*29  und  0,4971656 

swei  GränzeD,  zwischen  denen  log 9,  d.  h.  log^r,  liegt,  und  es 
ist  also,  weil  diese  beiden  Gränzen  in  den  vier  ersten  Decimalen 
mit  einander  fibereinstimmen,  bis  mit  zur  vierten  Decimalstelle 
geoao 

log  »=0,4971 

was  bekanntlich  völlig  richtig  ist 

Man  konnte  die  vorhergehende  Rechnung  leicht  noch  weiter 
fortfiihren. 
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Oeometrfsche  Beweise  a:weler  bekann- 
ten fitöltze  Qber  die  elliptischen  Func- 
tionen der  ersten  Art. 

Von    . 

Herrn  L.  Schlafli, 

PriTatdoc«nten  ier  Mathematik  so  Bern« 


So  wie  der  Begriff  des  Schwerpunkts  mit  Nutzen  aus  der 
Mechanik  in  die  Geometrie  eingeführt  worden  ist»  so  dürfte  auch 
der  von  Gauss  geschaffene  Begriff  deis  Potentials  bisweilen 
bei  rein  geometrischen  Betrachtungen  auf  kurzem  Wege  zum  Ziele 
führen.  Vorliegender  Aufsatz  soll  dieses  an  zweien  bekannten 
Sätzen  über  eltiptische  Functionen  er^üter  Art  zeigen,  von  denen 
der  eine  sich  auf  die  Addition  zweier  Functionen  von  gleichem 
Modul»  der  andere  auf  die  Verwandlung  einer  Function  vom  Mo- 

dal  k  in  eine  andere»  deren  Modul  ■; ,  ^.        ---  ist,  bezieht. 

Potential  eines  Kreisbogens  in  Beziehung  auf  irgend  einen  in 
seiner  Ebene  liegenden  Punkt  heisst  die  Summe  seiner  durch  ihre 
Abstände  von  diesem  letztern  dividirten  Elemente;  der  Werth 
eines  solchen  Potentials  stellt  sich  als  elliptische  Function  erster 
Art  dar.  Demnach  ist  jeder  Satz  über  Potentiale  von  Kreisbogen 
von  selbst  schon  einer  über  elliptische  Functionen  der  ersten  Art. 

I. 

Satz.  Man  denke  sich  um  die  Mittelpunkte  A  und  H  zwei 
Kreise  beschrieben,  die  einander  nicht  wirklich  schneiden,  so  lie- 
tfen  bekanntlich  auf  ihrer  Centrallinie  AB  zwei  feste  Punkte  iEJ, 
F»  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  alle  durchgehenden  Kreise 
jene  zwei  festen  Kreise  A  und  B  rechtwinklig  scbneiden.  Bewegt 
•ich  nun  eine  Sehne  des  Kreises  A  so,  dass  sie  stets  den  Kreis 
B  berührt,    so  durchlaufen    ihre  Endpunkte   zwei  Bogen,    deren 
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Pstmtiale  in  Besiehunj;  auf  iW^nd'  einen  der  zwei  Ponkte  E,  F 
ttete  einander  gleich  sind.  —  V^enn  insbesondere  der  erste  Kreis 
A  den  andern  B  umschliesst  und  es  dreht  »ich  um  diesen  eine 
Tangente»  so  ist  das  Potential  des  Bozens,  welchen  sie  von  der 
Peripherie  des  Kreises  A  absofineidety  m  Beziehung  auf  den  Punkt 
£  oder  F  constant. 

^ 

Beweis.  Man  ziehe  eine  Gerade  HL  (Taf.  III.  Fig.  2.)» 
deren  einzelne  Punkte  von  £tind  F  gleich  weit  entfernt  sind,  so 
bt  diese  bekanntlich  die  Radicalaxe*)  der  zwei  festen  Kreise 
Ä  ond  B.  Nun  sei  MN  eine  Sehne  des  Kreises  A ,  welche  den 
Krag  B  in  K  berührt  und  die  Radicalaxe  in  L  schneidet,  so  ist 
bekanntlich  L  der  Mittelpunkt  des  durch  K,  E»  F  (gehenden  Krei- 
lei,  und  LK^zrzLM.LN.  Aus  dieser  letzten  Relation  folgt  aber, 
data  i&r  jeden  Punkt  der  Kreislinie  KEF  das  Verhftitniss  seiner 
AbatSnde  von  M  und  N  constant  ist;  also  ist 

JliKiNK=ME:NE=iMF:NF.^ 

Wenn  nun  die  Tangente  üliV"  durch  eine  unendlich  kleine  Dre- 
hong  in  die  successive  Lage  Jtf'iV  übergeht,  so  ist  leicht  einzu- 
aeken,  dass  sich  die  Bogenelemente  Mm',  NN'  wie  ihre  Entfer- 
nngen  vom  Berührungspunkte  K  verhalten  werden,  d.  h.  es  ist 

MJtriNN'^zlUKiNK. 

Folglich  ist  auch 

MM' _NN  MM'  _NN' 

ME  -^NE'      ^*'    MF  -^  NF 

Wird  diese  Differentialgleichung  zwischen  beliebigen  Gränzen  inte* 
grirtj  so  ergiebt  sich  der  ausgesprochene  Satz. 

Folgerung.  Die  Centrallinie  schneide  den  Kreis  ^  in  C 
■nd  D;  C,  E,  D,  F  bezeichne  die  Ordnung,  in  welcher  die 
Punkte  in  der  Centrallinie  auf  einander  folgen.  Man  ziehe  die 
Sehnen  CM  und  DM,  welche  auf  einander  senkrecht  stehen,  und 
setze  den  Peripheriewinkel  CDM=:tp,  Dann  ist  die  Projection 
TOD  ME  auf  aie  Sehne  MD  derjenigen  von  CE  gleich^  also 
=C£«eos9;  und  die  Projection  von  ME  auf  die  Sehne  ^C  ist 
«    .  _, —  ^^^  £j^  glelchj  also  =  ED.svüfp\  fol^^lch  ist 


cos«  9  +  {jjßj     8«»' 9    ' 

yn       DF  

und,  wenn  man  1^  =  gj5i  =  V^l—Ä«  =  A:'   setzt, 


*)    Sopplemento    su     Klügelt    Wörterbuch     der    reinen 
Mathenatilr,  Art'  Anwendung  der  Analyala.  §  B.  8.  13. 


'    •:  ^"     M^m .  w=ra?i9''  •  * '  *  "-.Urs; 

md«  wwm  MMi  von  C  bb  if  hlMibt,  •«  ist  das  ff fttaüüil  ji 
KfQMbogMis  CM  in  Bnielnng  anf^  od«  F'fjUiA  ■  ;.,  \7 


■        i-         .    I." 


.Nim  wi  Cfi  dae  SehM  das  KnIms  il.  wvlekdM  Eäril 
17  iD  G  beridift,  ud\^C!OJt=«^  Ani^en^fwteeo  Satie  Mg 
aiwE,  daM  die  Potentiale  dkr  Bogeii  CM  und  CflT  iwaMMi 
MmlBeii-  dem  PotentUe  diM  Bogen«  CA  Üekii  MäT^  h 

...  /  .'  .«dti 


#•(4.9) +*•(*.♦)=/'(*»  »ih 


I.  .'   <'|Oü< 


t  » 

and  OS  bandelt  sich  Jetst  Aur  noch  darinttv  die  dorch  die  Flgn 
swischon  den  Winkeln  9,  ^,  ^  gesetzte  Relation  aqcli  trige|M 
metrisch  aiisradrOckea.  ''   "  '* 

Da  AM  and  AB  unter  den  Wnkeln  fp-i-^  und  9—^  g^g^ 
BK  geneigt  sind»  so  ist 

BK-szAM.  cos  (<p  +  ^)  +  AB.  cos  (9  —  if) 
=  CB. co8g>coB  ijf  —  BD. am  tpsva  ^ ; 

also,  da  BK—BG—CB. cos^  ist, 

cosfi=cos9Cos^—  Tj^sin^sin^. 

80  wie  wir  vorhin 

J!f*::jaV=^E:£Ä  und  *E=  CE . V 1  —  *«sinV 
gefunden  haben,  so  haben  wir  jetzt  auch 

äG:  CG=Ä£:C£;  =:Vl—>tasin«fi:l. 
Da  aber  BG  und  />JB  mit  einander  parallel  sind,  so  folgt 

7?«  =  V^l — Ä*sin*fA, 
cosfisscos  9eos^  —  V^l^^i'sin  ^in.Bmg)  sin^ , 


IM 


V  1  — /"sidV 


«elcli«  Fannel  das  bekannte,  zuerst  von  Euler*)  gefundene  fllge- 
M«cbe  Integral  der  Uifferential^leichiiiiß 

'Ifp  ,  d^ ,^ 

JmtellL 

AtimeTkuRg.     Die    hier    aiigenniHlle    Fipur    dient   (ibri^ena 
fao,  wenn  die  Ani(ili(uileii  — tfi  und  ft  gcuelieii  sind,  eine  clritt«   I 
ADi[j|ilude  (p  XU  tinden,  welehe  dureli  die  Uleichun^ 

brEtimmt    ist;    sie  dient  Haber  iiucli,    wenn  die  Kreise  A  and  ff 
Test  iileihen,    cur  wiederholten  Addition   der  Funclioii  \F  (u)  und 

'  liPiimetriseben  Aufluiiuiie  der  Aii^abe  der  IMulli]iiji.'aIit(i|  | 
itr  elliptitichen  Functionen.  Ich  nahe  dieMeIhe  au»  den  Sii|i|ile'  i 
mMten  lu  Klägers  Würterbuch  der  reinen  IMuthematik^  < 
AitElliptischeFnnctionen.^^l.,  entlehnt.  Dort  wird  sie  Herr«  j 
Prof.  Jncobi  zugeschrieben,  aber  das  Werk  nicht  ficnannt.  wori* 
er  sie  mite^etheilt  hat ;  daßeiten  wird  aiil'  rfaH  dritte  >Sii|ml«-  | 
menl,  S.  It-t,  zu  Legendre's  Abhandlung  liber  die  elli|ifisc»oa  i 
Functionen  verwiesen.  Da  utin  die  OrigiiiidschrilHen  fiber  di«  er> 
wibnte  geonietriische  CoDAtructinii  mir  nicbt  zu  (jebot  Nlanden, 
«0  lionnle  ieh  nicht  winseii.  ob  dieselbi 
MMidung  jener  ('onstrnctint 
bduiinten  Additions  theo  rem 


gezeigte  An-    , 
geometrisch  eti  Beweis   de« 
:hi>n  enthalten.**) 


11. 


^^CW'ir  wollen  jetzt  die  Umwan 
in  Modul  einer  elliplisthen  Fun< 
60  nahe  gebr; 


igsformel,    niittelBl    welcher 
ictinn   der  Null  oder  der  Einheit 
iteht  werden  kann,  als  man  nur  will,  geometritich  be< 
Modul    und    die  Amplitndo  der    zu    verwandelnden    , 
elliptischen    Function    seien   k,    cp,    das    Complement   des  Moduls 
sei   k'=  \^1  -  k\  Man  beschreibe  um  den  Mittelj.unkt^(Taf.  III. 
Fie.  3.)   einen    Kreis,    und    bei^tininiu   auf  der  \  erlüngerung  sei-    , 
M»  Durchmessers  CD  einen  Punkt    F  so.    dass   CF:DF=\:Ai    j 
Mi>  und  mache  den  Peripherie» in kel  CDM  =  ip.     Dann   ist   nach    i 
dem    Vorigen    das   Potential   des   Kreisbogens    C-W  in  Beziehung  ^ 

auf  den  Punkt  F  gleich  jip  .F{k,rp).  Dasselbe  Potential  kana  ■ 
aber  noch  auf  andere  Weise  ausgedrückt  werden.  Man  ziehe  dl«  j 
durch  F  gehende  ISehne  MN ,    fialbire  sie  in  O  und  errichte  DT  \ 


•)  Kläger*  Wörterbn 
Sapplenientedazu,   Art. 

'*)  Leider  iit  ei  mir  in  dicicm  .Augenblicke  niciil  möglich,  die 
•igCoUiche  Quelle,  aus  der  a\i'\\ie  Ciinalriictinn  entlehnt  !■! ,  nacliiiiwd- 
■ea.  Lecendre  lagt  a.  a.  0.  p.  ITT.  nur:  „la  conitruclioB 
K«aa<lrique,  qne  noni  avnni  d<inee  d'aprt^a  U.  Jacolii,  qni 
._    __..., .  .  _j ._.(  f,fli,„  (p,  189,)  auf  Seh  um  «eher'« 


■  rh  e  N  a  cti  r  i  ch  I  ( 


f  JcMI  gerade  nirht  zu  Gebote  hIfIiI. 


.  131.,  dcreu  lielfefTender  Band  mlf 


senkrecht  darauf,  so  wird  DT  mit  der  Sehne  Cülf  paiallel  aeia. 
Dann  drehe  man  die  Sehne  MN  unendlich  wenic  mn  den  Paakt 
Fy  SO  dass  sie  in  die  successive  Lage  Jf'iV  üBergeht,  und  be- 
zeichne den  Winkel  AMF  durch  o). ,  so  ist  ^MAN—^BTAK' 
=2f/9,,     folglich    MM'  +NN'  =  CD.dfpi.     Nun    ist    offenbar 

MM'     Ny 

'MF  ~  ~NF'  '  ^      daner 

MM'  _  MM'±NN[  _AD 
MF  ""    MF+NF    -  OF^^ 

Es  ist  aber 

OF»=^f'«-iia>=i4F*-i<fl«.sln*9, . 

Da  nun 


AD  __CF—DF      \-k'     „ 


Ist,  so  folgt 


OF^AF.  Vl-A'i«8inV. 

MM'  _AD  rfy,     

MF  -^FVl-iti««n«^/ 

Potential  des  Bogens  CM=  -jp  •  F(ki »  q>i)» 

Vergleicht  man  die  beiden  Ausdrücke  fOr  dasselbe  Potential, 
so  ergiebt'  sich 

CF  1 

Fik,  q>)  =  jjj:.  F{ki ,  (p^)  =  y^  F(ä-i  ,  q>i) . 

Die  beiden  Relationen,  welche  dazu  dienen,  die  eine  der  Ampli- 
tuden <p  lind  9]  aus  der  andern  zu  berechnen,  gehen  auch  unmit- 
telbar au8  der  Fififur  her\'or.  Da  im  \MAF  der  Winkel /^  gleich 
2<p — <pi  und  AF:AM::=l:ki  ist,  so  Iblgt  aus  der  ProportionalitSt 
der  Seiten  dieses  Dreiecks  mit  den  Sinussen  der  gegenüberliegen- 
den Winkel  die  Gleichung 

sin  (2(p  -— 9j)  ==  kl  sin  gjj  . 

Ferner  ist  ^  DMF=z cpi  —  cp ,  also  D T=  MD.  tang (tp.  —  ro) .  Da 
nun  MC=iUDAsingip,  und  CM:DT=zCF:DF=l:k'  ist,  so 
folgt 

tang  (g>i— 9)  =  k'  tang  9 . 

Mao  vergleiche  Klügels  Worterlbuch  Art  Rectification. 
32.33.,  una  Supplemente,  Art.  Elliptische  Functionen. 
29. 


in 


I  ■ 

1  ■ 


»4 


reber  eine  FIftche  vierten  Orades* 

Von  dem 

Henm  Professor  Dn  O.  Schlo milch 

an  der  VtAvtraität  ra  Jena.   ' 


Beeeiebneo  wir  mit  a  eine. constaote Gerade,  welche  der  Pa- 
rameter «nserer  Fläche  heissbn  m^e^  so  ist  die  Gleichung 

1)  a^z  —  xhf^ 

der  Repräsentant  eii)er  Fläche  vierten  Grades»  die  eine  nicht  un- 
ioterressante  DUcussion  znlääst.  Um  zunächst  die  Gestalt  der- 
selben beurtheil^  tu  können,  legen  wir  drei  Ebenen  durch  sie, 
welche  den  Coprdinatenebenen  xtfy  xz^  m  in  den  Entferqunflren 
z=:y,  y=/^>  :r=d  parallel  laufen.  Von  diesen  Ebenen  schneidet 
die  erste  unsere  Fläche  in  einer  Curve,  deren  Gleichung 

jj2yt:^fgZy  oder  ay=V"a^ 

ist  «kL  welche  demnach  eine,  eleichseitige  H;^erbel  darstellt,  de« 
■m;Asyn|ptolen  die  Achsen  der  x  uad  y  sind*  Schneiden  wir 
Cimer  unsere  Fläche  durch  eine  Ebene,  welche  in  der  Entrernung; 

6  der  Coordinatenebene  xz  parftllel  ist,   so  hat  die  eutatetiende 
urcbschnittsfigur  die  Gleichung 

ah=x*ß^  oder  2=  ^x« 

and  sie  bildet  folglich  eine- Parabel,  deren  Achse  in  der  Richtung 
der  X  liegt  und  deren  Parameter 


=vi 


ist.    Schneidet  man  endlich  die  Fläche  durch  eine  in   der  Ent- 
fernung x=a  zur  Ebene  yz  parallel  gelegte  Ebene,    so  wird 


ah=st^  oder  *=jp|^  » 

ODd  der  Schnitt  Ist  demnacb  wieder  eine  Furabel»   deiea  iß 
b  der  Rlehtaag  der  x  liegt  nud  derea  Paraiieter 


iet    Dieee  Betraditnugen  rdcheo  hin,   nn  eleb  rvm  der 
dne  deutliche  Vorstellang  zu  mg^ieft;  Taf.IIL  Fig.  4.  giebtMM 
bildnngdes  Thellen  von  Ihr,  w^Her  sirischen  den  poettiveBT 
len  der.CoordioatenftchfM  enthalten  und  .worin  Oj=m,  ..OM 

otm^tit'      "  ^^^         ■'*'-■■  ■'   -^"  ■■  f"  ■  <\  •■* 

Beschreibt  man  ana  O  mit  eineni  willhflhriichen  HaOMMi 
0£=&  eia^  ViertaUvila  in  der  Ebene  xg  umI  Jlaat  von  ie< 
Punicte  aof  der  Poriplierie  dealielben,  wie  x.  B.  P,  eine  Uei 


Jl  OC  anbtdgen,  ao  aebneUet  dieaelbe  die  Fliehe  In  eineni  Vm 
0,  und  diese  Punicte  bilden  in  ihrer  Continuitttt  eine  Carre  i 
pelter  Krfimniung  EQF,  wekhe  man  audi  als  DnrchadbnUt  m 
rer  Fl&che  und  einea  gewöhnlichen  (>Hindera  anadien  bann, 
nmkanawsrtb  iat  nun»  daaa  aicb  die  6r0aae  der  Flicbe  OJElS 
auf  einen  aebr  e&nbcbeo  /knsdmck  brinsen  lisst.  N^  .#Br^ 
gemeinen  Complanationafomiel  haben  wir  nimlicb  flir   OMQ 


d.  i.  in  unserem  Falle,  wo  x  aus  Nro.  1)  bestimmt  wird. 

Hier  müssen  sich  die  Integrationen  auf  alle  die  Punicte  der  El 
xy  beziehen,  welche  innerhalb  oder  wenigstens  nicht  ausser! 
des  Qviadranten  ÜEPF  liegen ,  i|nd  daher  sind  x  und  y  an 
Bedingung 

ffekniipft.  Giebt  man  x  den  Spielraum  ar=:0  bis  x^b=zOE 
folgt  daraus,  dass  y  zwischen  den  Gränzeo 

y=0,  y=VÄ>-ar* 

enthalten  sein  mnzs  und  daher  ist  jetzt: 
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Das  Integral  Tereinfacht  sieb  etwas,  wenn  man  x=6£  und 
jf=6i9  setzt;  die  erste  Substitution  giebt  nämlicb  da^bd^  und 
statt  der  Gränzen  :r=0,  a;:=6  treten  jetzt  die  neuen  £=0,  £=1 
ein;  folglich  wird 


o  o 

«Bd  daraus  findet  man  eben  so  leicht  für  9=617 

•  o 

Da  es  in  einem  bestimmten  Integrale  einerlei  ist,  welche  Buch- 
itabeo  man  fflr  die  Variabeln  der  Integration  wählt»  so  kOnnen 
wir  audi  x  und  «f  ffir  £  und  n  schreiben.  Setzen  wir  ausserdem 
Nch 


10  irird  jetzt 


4)    Sl=by     dxj  dy  VT+15?(iy+«^«). 

Auf  gewöhnlichem  Wege  ist  nun  an  eine  Ausfahruns  dieser 
htegrationen  gar  nicht  zu  denken»  denn  schon  die  erste  Integra- 
tion in  Beziehung  auf  y  steht  unter  der  Form 

ni  wflrde  also  auf  elliptische  Functionen  i&hren.    Wir  benutzen 
Üer  die  Transformationsformel: 


r^f 


O  0 

über  deren  Beweis  man  des  Verfassers  Handbuch   der  Integral- 
rechnung S.  155.  Formel  (9)  nachsehen  kann.    Für 

/^(x,y)=V^l+4»«(j:V+^'»^ 
Thdl  111.  U 


findet  man  aunkogWA;  '  '   > 


>(rtfrVT=?) 


uod  mithin  ist 


.  .    •   M     ■•      1  '    '.'.•"    i  >*'.w;      ;""»rS  «t.»*. 


-  .  *« 


1 

oder  flir  r*=a;,  wodarcb  rdr^^^dz  wird 
/Wlraetten  feroer  «r^stavrd«»  ^vjd   '  *'    ,'  •  "  *';  '  ^^^ 

dt   ^  ■■*" 

und  wenn  1=0  and  ^=1  geworden  is^  hat  9  die  mtspredieiiden  Wer* 
the  9=099=3-^  angenommen.    Mithin  wird  ''  ''^-        '  "' 

ff 

0  o 


>     .  :  I 


ü  0  - 

Sei  ferner  29)=i^,  so  ist  ^9=^  rf^,  und  wenn  9=i)>  9=  5-  j 
{geworden,  ist  ^  in  0  und  tc  übergegaogen.    Diess  giebt  ;. . 

5)  Ä  =  j  6«y   ^i/zy   "dij;  Vl+xVsin>. 

■  0  o 

Das  nach  1^  genommene  Integral  lässt  sich  aber  wie  folgt  sei 
legen: 

-J    ''dtp  Vl+9ih^8iü^rif  +  ^(1^1)  Vl+xVsin>, 
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ond  weDD  wir  im  zweiten  Inte^itale  rechts  ^=:|- »  -*  ^'    dubstitui- 
reo,  80  geht  dasselbe  in 

-  /**"  rfif;'  V'f+*^?smV  =  +  /**  d^'  V  1+KVsi^V 

|ä  o  . 

,    '     .1 

über,  wo'inaii  die  Acceiite  wieder  weglassen  kann.   Es  fo1|[it  daAii 
oadi  dem  Vorliergehenden 


ßd^Vi+Kh^sin^^=2  j'^dtp  Vl+ÄVsin«^ , 


■    •  i 


•••  I 


und  mitliin^erhalten  wir  nach  Nro.  5)  fiir  Sl  den  einfachen  Ausdruck 
6)  Sl=^b^  r  ^dz  j    ''dilß  Vl+xVsin^ . 

O  0 

In  dem  Falle»  wo  a>  6>  also  x  <1  ist,  lässt  sich  filr  Sl  faler- 
ang  eine  rasch  convergirende  Reihe  ableiten ,  wenn  man  die 
Formel 

^ni —      1     1    1         113,      1     1.3.5    , 

t 

in  Anwendung  bringt ;  man  Mft  Hämfich  zunächst 


Ä=j6«/    &/     rfi^   [_l+jj2Vin«?,(;-.~i^2Vm*i/;-....J, 


0  o 


wo  die  einzelnen  Integrale»  welche  hieraus  entspringen ,  unter  der 
Forai 

fdz  fd^i^AvL^^—{-f    t^^'dzjCr  ''sin««!^  dV') 

0  O  0  0 

stehen;  der  Werth  hiervon  ist 

1       1,3.5;..  (2fi—l)gr 
Sn+l*    2.46...,  (2n)    2' 

und  durch  Substitution  hiervon  ergiebt  sich  nun  sogleich 

1         p       x»/lY       ««/1.3\«       X»  /1.3.5\«         -1 

a=  j«6  Li+oVv/^3r7V2iy  +510^24:6^  ---J- 

Da  diese  Reihe   noch  für  x=l  also  6=a  convergirt»   so  ist 
filr 


14* 


>  • 


-  *='+ra6)*-i7(^*+Ei»(«nr)'^-''*  ■"■' 


Sls=jinfll. 


*   «, 


t      « 


Dtr  Factor  j»a*  hat  eine  geometriacfae  Bedentaog:  «r  ist  dk 

FlUlit  4e8  QuadraDten  OEF,  (wenn  0£=:  dem  Panuatter,^^ 
d.  lu  die  FIftcbe  der  Projection  tod  Sl  auf  die  Ebcme  Sjh  NeaMp 
wir  ii  die  Projection  Ton  ^9  so  findet  dann  die  einfaoie  Bede* 
bong  A=Xo  atatt,  worin  X  eine  zwiachen  1,0B6  mid  1,06  eatU« 
teoe  ZaU  beieldinet 


r. 


/ 

I 


/ 


Velber  das  Integral 

r*+2ra:co8i£+a?*' 

o 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schio  milch 

an  der  Univertität  so  Jena. 


Der  Werth  des  vorstehenden  bestimmten  Integrales^  welches 
swei  von  Hrn.  Dr.  Dienger  auf  8. 109.  und  8.  341.  des  lOtenThei- 
les  angegebene  Formeln  als  spezielle  Fälle  in  sich  enthält»  läast 
sich  auf  folgende  elementare  Weise  entwickeln. 

Wir  betrachten  zunächst  das  einfachere  Integral 


5^  /••__r^ 

^       1  -f  ^^^  ^os  u 


+> 


ä' 


und  zerlegen  hier  den  Nenner  in  (1 -|-^)^-'^C2sin^u)*,    ao  iat 
offenbar  identisch 


in 


Berdcksicbtiet  man  nun«    dass    1-fy^  jederzeit  ^2g,    also 
(H3f)*>43f,  folglich  um  so  mehr 

(l+»)*>4ysin*~ii 

ist,  so  erkeoDt  mao  auf  der  Stelle  >  dass 

(1  +y)"      '^ 

ist,  and  man  folglich  unter  dem  Integralzeichen    die  fiir   ein  acht 
gebrochenes  z  geltende  Formel 

j-i^  =  l+2+X«  +  I»  +  ... 

in  Anwendung  bringen  darf.    Diess  giebt 

*~y  (i  f»)"  L1+ ~  (i+ff)»  +   (1+»)*  "^  •  j  • 

oder  wenn  man  jedes  einzelne  Glied  integrirt 


ü 


wobei  das  Summenzeichen  die  Addition  aller  lur  it=:0,  1,  2,  3,... 
zum  Vorschein  kommenden  Glieder  vorschreibt.  Durch  unbe- 
stimmte Integration  ist  nun 

-     2n  + 1  (l+y)*»+i  +211  +  ;/    (1+y)^^ 

Ffihren  wir  die  GrSnzen  y=OD,  y=0  ein  und  setzen  voraus^ 
dass  2ii-f  l>fi-f  n  d.  h.  n-f  l>fi  sei«  so  verschwindet 

(r+7)SHM 


sowohl  Tür  f/^oe  nts  i/=0,  so  doss  die  Keductionclormel    ^^H 

i        ,.    ''   « .  " 

ädrig   bleibt.    Wendet    man    sie   selbst   irledn   anf  dak    Integral 
rechts  an,  so  wird 


/"i 


y^'iiy 


(i+s)- 


■  2II+1  ■      2« 


«t  j-n— 2 


und  nach  nmaliger  Anwendung 
3) 


»4-"-"  /"°y»*— — 'rf» 

»+1  y    '   ■  ■ 


(!+»)"+' 


-  (i.+l)(ii+2). 


(2»  +  I)J       (l+ff)"+' 


Das  Integral  r^hts  findet  sich  «o.    In  der  bekannten  för  i 
posilivefi  Jicht  gebiDelienes  fi  geltenden  Formel*) 

^_„^„         .  .   ,     '+'    "'"CT 

setzen  wir  i— -ies  wird  denn 

und  durch  umalige  Differenziation  in  Beziehung  auf  r 

/*        ,  ,        (-1)"1.2.3...« 


•)    ArdilT  Theil  n.  S.  aw. 


Für  r=l  erhalten  wir.  da«  Integral,   welches   wir  bt-auchen, 
oamlich  ' 


••     I 


/ 


(T+^f^—    sin fi«  *  1.2.3...n 


Substituiren  wir  diess  in  die  unter  3)  entwickelte  G^ichuog 
J       (l+y)*H-*  ""  («+!)  («+2) ...  (2n+ 1)  J       {1+y)»^  * ' 


80    ergiebt  sich  auf  der  Stelle 


r 


yß'\^ndy 
(l+y)2i.+2 


,^(— 1)1»    ^  (ftg— P)  (fi^— 2g) ...  (ft^— yi^) 

~  shifATc  '  1  2.3....(2w+l) 

■    ■ ..  ' 

VölrtiiOge  dieses  Wetthes  verhandelt  sich  die  Gleichaog  2)  in 
die  folgend^: 

*  •  ■ 

*=^inr^     i.2...(2«+i)~V^«'"2«y  ' 

r  • 

oder  wenVi  man  dal«  Summenzeichen  auflöst  und  alle  för  nr=0,l,2,... 
entstehenden  Glieder  hinschreibt: 


«       .  1  ..... 

/   :      /•  .«..r^      j*(ii,»-12) /.   .   1    \« 


,  .     > ». 


+         1.2.3.4.5         V     '  2  V J 


Die  eingeklammerte  Reihe  ist  leicht  zu  summiren,  wenn  man 

j^kh  erinüert,   flas^  fiit  ein  beliebiges  il  und  ein  zwischen  —^^ 

1 
«ed   -l-j-»  liegendes  t  die  Formel 

ip.  WA*— 2*) 

A«(X*-'2g)(Xg-4«)   .  ^     , 
,    ""         1.2.3..6         *"*  *'  +  •" 

i 

gilt*);  man  erhält  aus  ihr  dnrch  Differenziation  nach  v 


•   M  . 


*)    M.   s.   mein  Handbuch   der  algebraischen  Analyfif  S.  831.  For- 
mel (8). 


+ r.23X5 —  ■""'  "-J 

oder  durch  Division  mit  28iocco8  0=8lD2e, 

1-  1 


am  2«         1  l.i.o 


+ TäXITs •So*«'-- 

Nehmeo  wir  A=2/ia»    r=s-a,  wo  dud  — J^^o**^?^'  *^^ 
—  ff  <tt<  -|-^  sein  muss,  so  yerwandeit  sich  diese  Gleicbiuig  io 

■»^ 1.2.3.4.5 \,2sin.2i^;  -.•. 

und  damit  ist  die  Reihe  in  Nro.  3)  snmmirt    Substitairen  wir  die 

Sefiindene  Summe  und  stellen  den  ersten  und  letzten  Werth  von 
'  in  eine  Gleichung «  so  erhalten  wir  die  Integralformel 

'  J       1 -|-'2^cosM+y*      8infi;i;    sinu  ' 


deren  Gültigkeit  an  die  Bedingungen  l>fi>0  und  ff>tt>— w 
geknüpft  ist.  Die  erste  dieser  bediogungen  lässt  sich  noch  etwas 
erweitern;  die  rechte  Seite  besitzt  nämlich  die  Cigeoschaft,  für 
negative  \l  nichts  Anderes  zu  geben  als  für  gleicherosse  positive 
f»,  und  wenn  man  daher  zeigen  kann,  dass  dem  integrale  links 
dieselbe  Eigenschaft  zukommt,  so  folgt,  dass  die  obige  Gleichung 
auch  für  negative  \x.,  also  unter  der  erweiterten  Bedingung 
1  >  ^  >  —  1  gilt.    Nun  ist  aber 

l  +  ^cosM+v«  ""1       1      2  .  ,  ' y* ' 

t/  o       «/*     "   1/ 


also  für  -=z: 

y 


l+2yco»ii  +  y*""     J    z«  +  2zcosa  +  l 

5  CO 

/*  yi"rfy  

l  +  2yco8«  +  y«' 

O 

weno  man  nSmlicb  rechter  Hand  die  Integrationffgränzen  ver- 
taoscht  Qod  y  für  z  schreibt.  Mao  sieht  hieraus,  dass  auch  das 
htegral  flir  negative  und  positive  fA  dasselbe  bleibt  und  mithin 
4ie  genannte  Erweiterung  der  Bedingung  erlaubt  ist 

Setit  man  in  Nro  5)  y=— »  so  ergiebt  sich«   immer  unter 
te  Bedingungen  l>fA>— 1  und  9ip>ti>  —  n, 

^  /**  xf^dx «1^  sinjÄtt 

'  J      r*  +  2r X cos w  +  ar*      sinuTC    sinu 

o 

Die  Formel  hat  auch  Moigno  in  seinen  Le^ons  de  caicul 
iDt^gral;  der  Beweis  ist  ein  anderer. 


telber  die  Inteerratton   der  Fmictioii 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  and  Physik  an  der  höheren  Bärgerschnle 

so  Siniheim  bei  Heidelberg. 


In  der  vorgelegten  Grosse  bedeuten  Xq^  Xi,  ....JT«  gewisse 
Functionen  von  x,  die  man  als  gegeben  ansehen  kann,  während 
Oy 'f;  beliebige,  unbestimmte  Functionen  von  o?  sind.  Die  oben 
beigefligten  Indexe  bedeuten  die  Ordnung  der  Differentiation. 


Es  ist       ..••  .  N  V      \\ 


i 

fl   /  Sß     '.1     V    •' .:  :    \        '  •■     -^  /f  ..*W.*liiJ'i' 


\\\t\'.  i.    ■        :}<  -    *..      i      Vi      ■     ■    •     V."- 


>'  -  IBennB  folgt:-  "■•'»■<       •  <  ..  • :  .''  :1  -t;  i-  •'.-  .1. -*-•'*!  'li^ 

f  \j>  (Jit + Jfi  ^  + ...  +  Xiil^*') 

+  ... 


-V*-.  10  .    t   m  ■'.• 


S-^ 


wenn  tf;(<^)=^,  ^^iX9q>)=^Xvtp  Ut 
Wird  9  so  gewählt,  dass 

Ao  g>  -  ^  ( JTi  9))  +  ^(A»9)  -•••+(-»)"£  (*"«?)  =« 
«o  ist      - 


/*9»(AoV':+-yi^'+iiV*'^...'.+AWii;'(*))'öi"  ■' 

Wird  dagegen  ^  so  gewählt,  da^s 

►  ■  • .  ■    • 

10  wäie: 


..  .;/ 


'  •     ■    •  •  •■  •         ;  •».     •;..:■.  ) 

•      •      • 


'.'  )    ,'.l    ■  '' 


=  *|"(_i).T"[,^Wg^(ji:,^..y)]  +c. 

Zugleich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  also,    wenn  9=1 


und 


man  hat 


/ 


'^''"SS  (-3ri9>)+g^<!.x»y)  - '4-(-  i)"g^(J»v) 

^  ftnde  man : 

."      ,..  ^«.(n-1)..4H-l>  3i^xh 
••+1—»;       1.2 (n—r)     at"-*:J 

I 

I  _  ' 

^**ti06  sich  umgekehrt  anch  ergiebt: 

■  ■  I  ' '       '       ■  '     "  •  "  •  • 


t ; 


» 1  • 

•  •  •     .  *      •    m 


Die  beiden  Differeulielglelchungen: '     ,    ^  /  i    ^' 

■    J5,?.-^(*,9.)+^(J(,») — +(-i)-^(.v.»)=o 

«ind    also   so    beschaffen,    ciass  eine  jede  Liiaung  der    e'mca  e 
Factor  Ut,  der  die  andere  iutegraliel   iiiacbt. 

(Man  sehe   die   Abhaiidluna:   des  Herrn    Prof.   Dr.  C.  G. 
49cC«W  KCwlU«  J»«i<ii*l.  £1.  Sand.  &  189  ff.)- 


VebnniTsaiiriraben  fOr  üeblUer. 

Aufgaben  aua  der  engl.  Zeitschrift  „The  Mathematidan." 

tgetheitt   fon    dem    Herrn    Doctor    Anguit    Wiegaod,   Oberielui 

an  der   Realicfaale  an   Halla. 


I  Dreieck 

Helches  durch  die  Sühenfusspuakte  bestimint  n-ird,  gleich  4 
doppelten  Summe  der  Rechtecke  aus  je  zwei  HChen  des  V 
dreieclcs, 

2)  In  jedem  stumpfninliiiKen  Dreiecke  ist  das  Rechtecli  ai 
der  Summe  «einer  Seiten  und  dem  Ueberachusae  zweier  Seit* 
dea  Hnhendreiecks  Qber  diejenige  dritte  Seite,  welche  dem  stnmpfi 
Winkel  des  Utdreieekegegenü^rliegt,  gleich  der  doppelten  Samn 
der  Rechtecke  ans  je  zwei  Höhen  dea  Ürdreiecks. 

3)  Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  in  der  Eb«i 
^es  Drefedna  \  Lotbe  auf  die  Seiten  föllt,  ao  ist,  wenn  A'  di 
T«a  den  Fiiiwpmiten  dar  letileteD  beatimmte  Dniexk,  R  dea  R 


dias  des  umschriebeni 
telpuiikls  des  letzterei 


n    Kreises    und    R'   den  Alistand   des   Mil- 
vani  angenummenen  l'unkte  lieaeicbnet, 

Iniehilem   der   Punkt  innerhnlli    oder  ausserhulb  des  umgchri»   | 
leocD  Kreises  anitenommt^n  wurde. 

4)  Wenn    von    einem   Piiiikle    der    Peripherie    des    um 
Dteieck  hesehrielicnen   Kreii^es  Lnihe  i 
ßlK  werden,    dann    fallen   die    FiiK^ipuii 
einzige  gerade  Linie. 

5)  Wenn  man  von  den  Winkelspllxen  A,    B,    deines  Drei- 
kIu  durch    einen    Punkt  P  in    der  Ebene    des    Ureiecke   Linien 
liebl,  welche  die  Seiten  bezüelich  in  />,  E,  F  Irtiffen,  DE,  EF,    , 
fl)  xieht.  Reiche  CF,  Ali,  BE  bezüglich  in  /;  rt,  <■  «chneiden^   , 
ferner  noch  Verhindunc  der  Punkte  f,  d.   e  snwuhl  von  A,  B,  C  ' 
ilsauch  von  D,  E,  F  Linien  zieht,   neiche  beza[;lich  EF,  HF, 
DE  ond  ef,   df,  de  halbircn,  so  lieee»,    wenn  die  ersteren  drei 
Linien   sich   in    3J,    die  letzteren  sith   in  iV  schneiden,    die  drei 
Punkte  /^,  N  und  P  in  einer  und  derselben  geraden  Linie. 


1  sechs  ftleiche  Theil«   ' 
und  die  Verbiiiduntnt- 

•■     (Ta, 


6)  Wenn  die  Periiiherie  eines  Kreises  i 
eelhertl  wird  in  d<-n  Punkten  A,,  J,,  ...A..  i 

lioie  A1A3  den  Radius  OA^  in  &| ;  B,A.t  den  Kadiuit  ^^, 
In  B,:  BtA^  den  Radius  OA^  in  B^  u.  s.  f.  schneidet,  so  sind 
OB.,  OBt.  OB,,  etc.  bezüglich  die  Hälfte,  der  3l«  der  4te 
1.  B.  ».  Theil  des  Radius. 

7)  Zieht  man  von  einem  Punkte  P  ausserhalb  eines  Kreises 
dif  Tani;enteT)  PA  nrid  PB  auch  die  beliebige  (äerade  PC  an  die 
Mncave  Seile  der  Perijiherie,  dann  geht  die  Tancente  an  V,  das 
in  der  Mitte  von  BC  errichtete  Lolh  und  die  Verhindiingslinie 
der  Mittelpunkte  von  AP  und  BP  durch  einen  und  denselben 
Punkt. 

S)  Wenn  man  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Vierecks 
ABCD  mit  den  vier  Winkelsiiitcen  verbindet  und  die  Diagonalen 
du  Vierecks  zieht,  so  findet  roI»endü  Relalinn  statt; 

ABC.  PBD=  ABIi.BPCk  BDC.  PAB. 

"0  iIbs  obere  oder  untere  Zeichen  p;iH,  ienachdem  der  Punkt  P 
«Merhalb  oder  innerhalb  des  Vierecks  liegt. 


^W9)  Em  seien  A,  B,  C  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie 
nd  ftus  C  ein  beliehi»er  Kreis  beschrieben,  ferner  ^ei  durch  B 
*inc  Secatite  BE  an  den  Kreis  gezogen;  es  soll  die  Lage  der- 
MJ>en  bejilimnit  werden,  bei  welcher  ein  Beobachter  in  A  die 
wiche  die  Secsnte  bildet,  am  gtOestea  siebt. 


<^'    10)1    Biwto  Jbel»  itf*V»iM«riikM,  dtr  svf^ 
eclwttiid:4HÄ  Peripherie' 


11)  Voo  eiDem  rechtMBkltoBD.DrefaSdcekeont  man  das  ' 
hlllniM  der  Radien  der  beiden  alreiee,  .«welche  dch  In  die  d 
Halbirong  des  rechten  Winicele  entstehenden  Dreiecke  beedira 
iaaaeiiy'Mid  dneeerden:  noch  den  Abetaadider  Mittelpdnkfee'  gtfi 
ler  Kreise.    Das  Dreieck  eoU  eenetruiii  iNvdaii.   :  .     :  riJri  n 


lii)  Von  de«  bei  B reehrtwinkligen  ephärieehen  Dwli^ke,^ 
ist  die  Smme  der  b^idte.  Seite»  a  oMlie  (Mth  den  QMte« 
Md  dÄHaass^ee  WinkUe  G  ^I^idi  dorn  Aippelfltn  JlleMM  I 
der  genuinten  Seiten.    Das  Dreieck  eoil  tierecimet'iimdCBM^»; 

•'('FqifMIittii^  fafM )  ■''»"'«      tc 

'••  •:    '     ■           •■■.     ■     '•     »M"-'.:    •.  *l  .      ...i;         ;-m '■»     .!ir!i    , 

\:.    .  \*  .    .  i '-]  '     .     .11 .     .■■..:■.:     -i* ;  ■!  ■     ; 

■■:-■'•.■■,    -i    .^.     -7— TT— V-  ;>     .-■■..'    .Jr-.u." 

'    •   •         '  ■■'••^   •»..>.»  •  ■  .!ii'!    ■  i7    .;   I.;;   i'.\ 

An%flben  am  der-Intm^dreohniii^        *  im 

Von  dem-  Herrn  PrafcMor  D«,  Sfahl An  i-lch  Mm  dMr  Vnivefcitll.  ■«  J 


1 1  ■      •  •      . i    •  i  -        ■      UM'  ■      •  ■  .  I ■  '  J  ;      . ■ . 


...'    .       :.       .    ..     ■     .  f     ;i   iii    :■•;:  .     '.rh 


,'r.:/lj    Beseicheißt  > .eiiw»  B^pRiim  $cl^      Qnü^t;  ^  ig 


F(ir^= und  x:£=y^,    wo  n  eine  ganze  positive   Zahl 

bedeutet  9  erhält  man  hieraus  beispieiweis : 

0 

ferner    für    f»  =  — ->   wo  n>2  sein  muss,  und  a:=y«: 

0 

Man  verlangt  einen  Beweis  von  der  obigen,    wie  es  sehe 
bemericenswerthen  Foraiel. 

.2)    Man  «oll  zeigen »  dass  die  Gleichung 


jL     Ih  alle  jK>9itiv«D  r  statt  findet^    uod  untersuchen»    ob  sich  das 
Mbdtti  rechter  Hand  durch  bekannte  Functionen  ausdrücken  ISsst. 


■•    .' 


^     I 

'■  I 


ij    6anz  ebenso  soll  man   in  Bezug  auf  nachstehende  Glei- 
chrii^  TdrfaliTen: 

4)    Man  soll  nachweisen,    dass  die  transscendente  Gleicbunz 
rWssOoder 

■  ■  . 

keine  anderen  Auflösungen   hat  als    solche,    die   in    der   Form 
fi^ j-ocV— 1  enthalten  sind. 


■J  i 


Aufgabe. 

Von  Demfelben« 


Man  soll  die  bemerkenswerthe  Reihenentwitkclungsformel 

+^r(3.+ 


beweisen  und  die  Bedingungen  ihrer  Gültigkeit  aufsuchen. 


Aufgaben. 

Vi!  dem  Herrn  Doctor  J.  Di  enger  zq  Sinfheim    bei   Heidelberg. 

Es  sei  MNR  in  Taf.  111.  Fig.  5.  cfin  Kreis,  dessen  Halb- 
messer r  sei;  A  ein  Punkt  ausserhalb  desse!ben,  dessen  Entfer- 
DODg  vom  Mittelpunkte  =a;  man  ziehe  von  A  aus  die  Linien 
AJffl  AM,   welche  mit  OA  den  gleichen  Winkel  a  machen,   so 

werden  diese  Linien  den   Kreis   schneiden,   wenn  sina<  —,  fär 

a 

siDa=—    werden  sie  den  Kreis  berühren.    Die  Linien  RS,MN, 
a 

welche  die  Durchschnittspunkte  verbinden,  werden  parallel  sein. 


■•'• 


zieht  man  di#.  Lioieo  MS.  MN,  «o  ward««  «idi  diase  !■  < 
Pwikto  der  Linie  OA  ecfcneJdeo,    der  twiechen  O  vod  A 

und  Ton  O  am  die  GrOeee  —  eotfenil  ist  Dieser  Pukt  ii 
nlüiHieke,  was  auch  Inner  a  sei.    LissC  hum  abe  «  wmm 

Ms  sina  =  -»  so  wird  die  Linie  BS  mit  MN  nsanunsa 

a 

und  somit  ist  jener  Paokt  die  Mitte  der  BerflhninMsofcne »  d 
den  von  A  ausgehenden  Tangenten  gehört  Zii»t  man  ii 
Punkten  M  und  S,  R  und  iT  (die  selbst  veritfderlich  sImI) 
genlen  an  den  Kreis^  so  sehneiden  sieh  je  swei  selche  (■•  I 
von  M  und  S»  von  rf  und  R  u.  s.  f.)  In  einem  Punkle»  vm 
diese  Punkte  Uegen  in  einer  durch  A  gebenden  mIt-JBA  fnm 
geraden  Linie. 

Bew^  sich  der  Punkt  A  in  einem  Ereise,  dessen 
messer  OA  und  dessen  Mittelpunkt  O  Ist,  so  bewegt  shd 
Durchschnittspunkt  der  Sehnen  Riff  MS  in  einem  Kreise* 

sen  Mittelpunkt  O  und  dessen  Halbmesser  — -  Ist 

I 

Bewegt  sich  A  in  einer  durch  A  gehendenf  auf  OA  senl 
ten  Geraden,  so  bew^  sich  dieser  Uurchschnlttspunkt  auf  < 
Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf  OJ  swiscben  O  und  A  Hegt, 

eher  durch  den  Punkt  O  gebt  und  dessta  Halbmesser  s-  ist 

also  P  der  urspranelicbe  Durchschnlttqmnkt,  so  Ist  Of 
Durchmesser  dBeses  Kreises. 


Das  bestimmte  Integral: 

'®  8in  (zx) .  sin  {ex)  sin  (bx) 


f 


ßi 

o 


dx 


n 
8 

4 

8' 


ist,  wenn  c"^  ö  und  beide  positiv  sind ,  ßir 

— a>^2<— (6+c)  gleich  0, 

2  =  — (6+C)         „  — ^f 

-(6+c)<2<— (c-6)      „  -5' 
—  (c-6)<2<c-6      „      0. 

s  =  c— O       „  +g, 

n 
c— 6<z<r+6      „  +j, 

6  +  c<x=  +  »      „  +0. 


XIX. 

rnter<<inchunf^en    über    einige    anbe- 

stininite  Cleichangen  zweiten  Orades, 

und  über  die  Vernandlnng;  der  ttna- 

dratwnrzel  ans  einem  Brache  In 

einen  Hettenbruch. 


^ 


Vun  Aiim 

Herrn  Ooclor  F.  Arndt, 


Ein   Hanpllhcil    iler    fol'rentlen    Cut  ersuch  im  gen    liexieht    »icb 
aiif  die  AiiHüsiir);  der  iinliestinimten  deichun^c^n  fP — A«*^+i,'_ 

£~Äh^^±'2  in  ganzen  Ziihlen  t  und  h,  ivNbrend  f  und  h  gege>'' 
e  ganze  positive  Zahlciii  prini  zu  eiminder,  bedeuten. 

Die   Theorie    dieser  Ulcichun^en   Mcheinl  nur   in  so   Tern   aU 
'bgeschlnssen    zu    lietrachten,    als    liekaniitlicli    alle    AunUsung^ 

dtrselben    durch  Verwandlunc;  von  Kl  -.  in  eineaSettenbnich  g^ 
iuideii   werden    kCniien ;    eine    tjenauere    Unlerra^ang    hct^mich 
Iker  «»lehrt,    das»    man  diese  Vernandlung  i^nnz   umgehen,    nnd 
ie  wlnaten  Werthe  der  in  Rede  i^tebenden  iGleichun|jen  aus  deo 
IMnsteii  Werlben  dertileicbnng  j'— /A.y'=l  durch  emen  hnchst 
eJaf&chen  Calcul  herleiten  kann.     Der  Nutzen  dieser  Reduction  i"*  '^ 
vojuweierlei  Art.  Erstens  besitzen  wir  von  Legen  dre  (Th^ori 
defnnmbres.  Tomel.  TableX.)  AtneTafel  der  kleinsten  Werthej 
du  Gleichung  x*  —  Ay^:=^\  für  jede  nicht  quadratische  Zahl  ^a 
Ton  2  bis  lOO^J,  /.weiten»  kann  man  die  Gleichungen  /'<*—£ «^==±1, 1 
(0 — Att^=:4;2nai'hden  aufeinander  folgenden  ganzen  Zahlen  klassI-T 
fic'ireii,  da  in  der  Fol««  gc/eigt  mrd,  dass  jede  solche  Zahl  A  en^^ 
"■der  gar  tiicht,    ndi'r  nur   auf  eine   Art   si>  In   zirei  Factoren, 
Prim  zu  ein.inder.  zerlegt  werden  kann,  dass  die  eine  oder  andere 
•teaer  Gteichungsn  aullüsbar  ist. 

Die  genaue  Erfo|jichung  derjenigen  Eigen thümlichkeiten,  welche 
^  Verwandlung   dAr  Quadratwurzel   aus   eineoi  unächten  Bruch« 
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(   Y  '?)  "'  einen  Kettenbnich  darbietet,  bildet  die  Grundlage  d 

Resultate,  welche  in  den  folgenden  BlSttern  miteetheilt  werde 
Von  Einfluss  sind  in  dieser  Beziehung  die  zwei  Iiaupteigenschi 
ien,  dass  die  Periode  dieses  Kettenbruehs  mit  dem  zweiten  Qn 
tienten  be»iiy|^  und  symmetrisch  ist;  Lej^endre  scheint  di< 
nicht  beawenu  haben,  denn  nur  an  dem  kettenbruche ,  der  ai 
der  VeM&dlong  der  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Zahl  ei 
steht »:|pmKt  er  jene  Eigenschaften,  und  geht  dann  soglaich  z\ 
Verwandhmg  einer  Wurzel  der  Gleichung  /a'*  +  /7.T  + Ä=0  Clbi 
wo   sich  dieselben   im  Allgemeinen   nicht    wiederGnden.      Uebc 

haupt  zeigt  die  Entwickelung  von  V  T*  ^'i^^  solche  RegelmäAsI 
keift,,  dass  man  mit  ihr  beginnen,    und  die  Resnltate  unroittoUb 

aaf  den  Fall,   io  welchem  ^  eine  ganze  Zahl  ist»  fibertragottlBM 

Ich  werde  sie  also  Ton  vorne  anfangen,  imd  dabei  eittM  o^iMN 
Weg  einschlagen,  dass  damit  auch  der  Elementallebre  .  Moig 
Nutten  gebracht  sein  dürfte. 


1. 


Ohne  der  Allgemeinheit  x^bbruch   zu  thun,    werden  wir  if 
ganzen  Zahlen  /  und  A  prim  zu  einander,  und  h  >/*  nehmen.  Ui 

o:  =  Y   y  in  einen   gewohnlichen  Kettenbruch    zu    verwai 


nun 


dein,    hat  man  bekanntlich  a'=.a+  — >  .Ti— «i  -| yor^^^a^  + — > 

^l  ^2  »Pj 

zu  setzen,  so  dass  überhaupt  an  die  grosste  in  a'n  enthaltene  gana 

Zahl  ist.     J-i,  a:.^,  .Ty, sollen,  wie  gewöhnlich,  vollständig 

Quotienten,    a,  a^ ,   a^,,..,   schleciithin   Quotienten    genani 

werden.     Setzt  man  —4- statt  1/  -;,  so  ist:r,=: =     ^S — 

/  f    /  *     x—a       Vß—i 

=  ~/~_:j2/  '  ^^^^  ^^"  ^«r  Form  — 7T-^^  >  \voJi=af,  Di=h^a* 
A=fh.  ' 

Diese  nämliche  Form  nimmt  jeder  andere  vollständige  Qu( 
tient  au;  denn  wenn  man  überhaupt  ^i= — tt^^—^ setzt,  so  komn 

_        1        _  />« VA  +  janDn  —  Jn) 

und    dieser   vollständige  Quotient  hat  mithin   wieder  die  nämlich 
rorm fr .  wo 
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•/»T-l  =  On  l^n  —  •/«  > 

■L 

Die  letzte  6leichun^  wird  aof  eine  (i!r  die  RiRioung  beque- 
■oe  Form  gebracht,  wenn  man  den  Ausdruck  Ä-^ißßDn — •/«)* 
ettinckelt,  und  auf  ähnliche  Art,  wie  /)n  ^«-fi  = -^  "^/Vfi  war, 
I^Du^=zA — Jf?  setzt;  man  erhält  hiedurch  -   * 

Toa  den  Anfangawertben  t/ü=^»  ^o=A  *'i=öA  Di^^h'^o^f, 
eftteprechend  der  Hauptgrosse  o:  und  dem  ersten  Toilständigen 
Qwmaleii  ^i»  ausgehend,  wird  man  also  die  Elemente  der  voll- 
itlpdigrn  Quotienten  am  leichtesten  nach  den  Formeln 

berechnen  können. 


2. 

Mao  bat  es  bei  dieser  Berechnung  Immer  nur  mit  ganzen 
Zihlcn  KQ  thun,  wie  aus  dem  Bildunffsgesetz  der  Elemente  Jn$ 
bu  aacb  deu  letzten  Formeln  des  vor.  Paragr.  unmittelbar  hervor 
aÄL  Aach  sind  diese  Elemente,  welche  wir  im  Folgenden  resp. 
Sshier  und  Nenner  des  entsprechenden  vollständigen  Quotien- 
tfiQ  nennen  werden,  von  Anfang  an  positiv. 


- 1.     *  >  2fln5    welches  gegen  die  Voraussetzung,    dass  dieser 
Tolbtändige  Quotient  zwischen  an  und  On-fl  liegt,  streitet 

Ferner  ist -^^^k — ^>fln,  VA'>  anDn  —  Jn,   d.  i.  V-4>  J^fj, 
foigileb  DuDn-^i  =  A — J^n+i  positiv,  also  Dn^i  positiv. 


volLst&idIgen  Quotienten  positiv,  und  der  Zähler  jedesmal  <  V-^* 


16» 


M 


Für  den  Nenner  Dn  lassen  sich  Grenien  fiodeo«  wtUkm  l 
Dicht  abersch||itet;  die  Feststellung  derselben  wird  die  folnMl 
UBtersachonnkhr  erleiditem»  und  rar  Bestinmuff  de«  'Ämmmt 
der  Peibif^rd  man  die  Betracfatang  der  Nttenn^briMN 
wdoheJHj^ndre  in  der  Theorie  des  noaybree.  il^MÄ 
{  V.  SidP^cr  von'derVefwaadhng  der  QusdralwdRrf  Mm  ^jg^ 
sen  Zsbriiandelty  zn  Halle  nimmt»  gans  arogehen  kOmea. 

Es  Ist  OnJIKH^i^' ^+J»hH¥ A^J^,  w«  beideiFMfe 

^  A  +  Jtti^ 
Tßa  rediter  Hand  positiv  sind,  ferner  — j^^       >1,   oder  1f< 

Es'ist    fertier    V A+J^=^VA+amDn—^^,     V 


MgUefa  YA+Jnj^i>Dn'  Wegen  der  GMeMnr 
{!¥A+Jmu)  (¥A—Jn^^)  ist  aUo  auch  V2I— ^•4i<llUfi»  •* 
^A — /■</4»  wobei  aber  an  beraerliLen,  dass  in  der  wislei 
Üngleichunff  der  Fall  ji=0  ansgeschlossen  werden  roaes»  wl 
lelcnt  erhent    Dies  giebt  nnn  folgende  Grenatfii: 


*■ 


Ai>  V^— «/ii(fi=0  ansgenommen)         .  lyr  u 
<  V  A+Jn. 

<VA+Jn^i.  ..I 

'  lAoei^  Ist  zn  bemerken,  dass,  wenn  u  diegrOsste  lii  v/X=V.« 
enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet,  a  der  grusste  Werth  sowohl  R 
Ja»  als  ffir  Jfi-i-i  ist,  wie  aus  Jn  oder  /n-|.|<y^  unmittelbi 
folgt;  der  grosste  Werth  der  Summe  Jn+Jn k^i^^^Mn  ist  folglic 
2a,  also  kann  weder  On  noch  Dn  die  Grenze  Üa  überschreiten. 

Daraus  nun,  Hass  J  nicht  >o,  />  nicht  grOsser  als  2a  we: 
den  kann«  und  beide  Zahlen  ganz  und  positiv  sind,  folgt  leich 
dass  die  Reihlei^er  vollständigen  Quotienten ,  also  auch  die  Reih 
der  Quotienten  des  Kettenbruchs,  periodisch  sein  wird. 


4. 

^  A+J 

um  den  Anfang  der  Periode  zu  bestimmen,  sei — jz — ^«ei 

V  A-{-Ju4-k 

voIlstSndiger  Quotient,  welcher  einem  folgenden  — t^ ^glelc 

werde,  so  dass  also  Jn+k=Jn,  Dn^k=f)n,  af^k=an  ist 
Ans  den  beiden  Gleichungen 

folgt  dann  augenblicklich,   dass  auch  Z>„4&_«  =  D»-.  seiif  muss. 
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Wir  haben  fepMr 

a)  Ju^h—i  —  Jn-^i^^iOn-^k-i  —  a«-j)Z>n-i 

oder 

Gaaetst  non  die  Zahlen  ^n-i ,  «Ai-H-i  wären  picht  gleich,  son- 
deni  1®.  ./«^ib-]  >  Jb-i  ,    80   wäre  nach  a)  an-\-k-^ — nw^posittF, 

und  mindestens  =1,  folglich  Jn-|-ib-.i— «/n-i  'Z  Dn-i-     %    lässt 

«eh  aher  mit  Ufilfe  der  im  vor.  Paraer.  entwickelten  Grenzen  leicht 
ieicen»«das8  das  Letztere  nicht  der  Fall  sein  kann;  denn  V  A—Jn—i 
<Ai-^  (iii=l  ausgenommen),  und  Jn\^k^i^V A,  also  auch 
J»yk~i—Jn-i^Dn-i-  Zieht  man  die  Gleichung  b)  in  Betracht, 
•»zeigt  man  auf  dieselbe  Weise,  dass  2^.  die  Ungleichung 
JM^'^Jn-i  unmöglich  ist.  Daher  ist  Jn^^ib-i  =  «/n-r ,  und  in 
Folge  dessen  auch  nach  a)  oder  b)  tin{  Jt— i  =  an^i »  d.  h.  die  Gleich- 
heit der  beiden  vollständigen  Quotienten   — -k        *    ' — tk 

bedingt  die  Gleichheit  der  ihnen  unmittelbar  vorhergeh.  — jj ^  » 

— j£ — ^ — -  f  ausgenommen   den  Fall    n  =  1.     Die  Fortsetzung 

^  A+Jt       YA+Jt^-k 
dieser  Schlüsse  filhrt  also  zu  dem  Resultat  — yz —  =  — ^  i         • 

Deoinach  muss  der  erste  vollständige  Quotient  sich  wiederholen. 
Die  entwickelte  Grösse  selbst —7— wiederholt  sich  nicht,  viel- 
mehr wird  Jk=^af,  Dk^=f,  wie  auf  folgende  Art  gezeigt  wird. 

Aus  Ih=  —TfTr^'  f=      Fi  ^   '      ""^     *"*     •'1+*  ^•'i» 
Diik=Di    folgt  Dk  =  ß     Ferner    ist   Jk  +  Ji-hk=^akDk,    d.  L 

Jk+af=  faks    Jk  =f{ak—a ).       Nun  ist  Jk>  Vß  — f  (ß)»    J 

=«*  —  «>  —7 1  und  <  —j-  ,    folglich  -j  =  c*  —  a  =  a  ,      also 

Jk^af,  ak^^^(i'    Folgendes  ist  somit  erwiesen: 

Der  erste  vollständige  Quotient  — j,  ^  ^^  A  gV  k**^  "* 
der  Periode  zuerst  wieder  ^  letztere  schliesst  mit  dem  volbtindi- 
gen   Quotienten       ,.     *  =         7"— ,  und  der  letzte«Quotient  (ak) 

der  Periode  ist  doppelt  so  gross  als  die  grusste  io  V  7     enthal- 
tme  ganze  Zahl  a. 
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1 .20 
Ab  Bein||l  fiir  deo  vorherg.  Paragraphea  werde  V  .7 1^ 

Kettonbrach  Terwandelt    Es  ist  also  f=iZ^  A=:9D.  ^^1=^80, 
Muh  Ljjdel  H»  olme  lUhe  folgeade  sttsito«igshirig6iW< 

1 

1 

3 
1 
1 

4 

I^  Pariode  tat  hier  ta  Eade,  der  alclMto  ToHsModiM  Qw^ 

tioiit.Ut;wIe4|er  der  erste  ^^  ,    der  letite  Qootiept  ^ßtu 

Man*  nebt  aus  diesem  Beispiel  Doch  Folgendes:  P.  Dta  Zikkr 
eiBor  Periode,  6,  2,  5,  6,  2,6  bilden  eine  Reihe,  tsn^eSer 
Um  yop  den  Enden  gleich  weit  abstehenden  Glieder  (so  wie  die 
Endjd^eder  selbst)  einander  gleich  sind.  2^.  Dasselbe jplCjrQii  d^ 
NennerB  8,  7,  5,  7,  8,  und  von  den  Quotienten  des  Kettenlwiebs 
lilt'%  I,  1;  weton  man  die  totsten  Elemente  der  Periodik 
in  ^etmeht  zieht  Diese  Bemerkung  findet  Anwendung  In 
übrigen  FSllen,  was  jetzt  bewiesen  werden  soll. 

Es  sei  innerhalb  einer  Periode  Jm^^Jn,  Dm— i=JDa>   m<ii; 

^ j  a  ^ j  2 

dann  ist  wegen  Dm^^—ji — —»  ön— 1  =  — jj — » auch  X>jii=£A»-i. 

Femer  ist  Jm-^i^OmDm  —  Jm,    •/n-i  =  Ofi-i  Ai-i— /«,    folglieh 
nach  der  Annahme,  und  nach  dem  scheu  Bewiesenen: 


oder 


a)  Jm-i-i  —  Jn—i  =  (Om"~ön— i)  -ö«— i 


b)    t/n-i  —  Jm  + 1  =  (fffi-i  —  Um)  Djm . 


WSre  nun  P.  Jm-^i^Jn-i,  so  wäre  nach  a)  om — On-i   posi- 
üv,  und  also  mindestens  =1,  folglich  Jmfi-^«/«— i  ^  Z)«-!-  Dies 

ist  aber  unmöglich^  da  (nach  3.)  yA—Jn-i  -^Dn^i,  also  wegen 
•'•+!<  V-^>  auch /m+i -•/„-,  <Z>n-i  ist.  W[ire2«.Jm4-i<J»--, 
80  w8re  nach  b)  Or-i — am  positiv,    und    also   mindestens  =£1, 

folglich  Jn-i — Jm-y-i'^Dm*     Dies    ist    wieder    unm5glieh,    4a 

(nach  3.)  VA  —  Jm-f i  < />m,  also  wegen  Jn-i<,V A  ^  auch 
/»-i — Jm+i  <-öm  ist     Es   ist  also  J'mfi  =  /n-i,    folgUch  usch 
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i)odw  b)  auch  ii»=«„-i,  d.  h.  aus  Jm=Jn,  />«-i=/>»  folgt 
•'■fi  — •^"-1*  ^«•=/)ii-i ,  On  =  #?n-i.  Nun  ist  wirklich  Ji:=Jh 
(=«/),  l>o=-öif(=/),   folglich  nach  und  nach 

J^vzzJk^^,  R^jTzDk.^,  a^zzzak-i 

II.   8.    W.  U.    8.    W.  .  *# 

Die  Elemente   haben    hiernach    lo   jeder    Periode   folgenden 
Fortgang : 

Die  Zahler      J|  J^  J^ /j  J^  J^ 

Die  Nenner     />i  JDj D^  J\  f 

Die  Quotienten  u^  n^ #?t  «i  2a* 

Diese  Anordnung  der  Elemente   nennt  Legendre  Symme- 
trie der  Periode. 


Von  jetzt^  an  werden   \*ir  das  Hauptangenmerlc  auf  die  FäBe 
irendeB 
Zahlen 
geraden 

oenner,  and  der  Quotient  a\k  Mittelquotient  genannt  werden 
soll. 

V  6  '  V  2'  V  8  '^^'"'"^  der  Nenner  1  vor,  Gberall  nur  einmal 

in  der  Periode,  und  stets  als  Mittelnenner.    Untersuchen  wir,  ob 
diese  Beobachtung  sicdi  in  allen  ähnlichen  Fällen  bestätigen  wird. 

Es  s6i  nlso  i>n=l.  Aus  V^^  —  ^n  <  </»  <  V-^  folgt  dann 
leicht  «/fi=t/n|i=a,  «r«  =  J„+/„-|.,  =2«,  wo  a  die  grOsste  in 
^fh'=VA  enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet. 

Da  also  zu  dem  Nenner  Z>ii=l  nur  ein  bestimmter  Zähler 
Ju=^a  sehuren  kann/  und  in  einer  Periode  nicht  zwei  gleiche 
▼frflsCänftee  Quotienten  vorkommen  können »  so  wird  sich  der  Nen- 
BSr  1  in  keinem  Falle  öfter  als  einmal  vorGnden.  Für  f=  1,  oder 
wenn  es  sich  um  die  Entwickclung  der  Quadratwurzel  aus  einer 
gaasen  Zahl  handelt,  wird  seine  Stelle  am  Ende  der  Periode 
•ciD  (4^^;  ist  aber  /  nicht  gleich  ],  so  folgt  aus  der  Symmetrie 
der  penodischen  Elemente  (5.),  dass  der  Nenner  1  nur  bei  gera- 
der Gliederzahi  der  Periode  (i).  und  zwar  als  Mittelnenner  vor- 
kiMDBien  kann. 
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Kommt  nun  der  Mittelneoner  1  in  der  Tbat  vor,    so   ist  de 
mittlere  vollständige  Quotient  =  ^--^ —  »    der  .  auf  ihn   folgendi 

=  ^^  2  ^^^^  gleich  dem  ersten  voUstfindigen  Quotienten  in  4e 
Entwickelung  von  Vfh^^VA*  Kennt  man  also  die  Periode  d< 
Nenner  liir  V  j^    so  kann   man  daraus  unmittelbar  die  entspn 

chende  ffft^ode  für  Vfh  herleiten,  indem  man  die  auf  den  Nei 
ner  1  in*^der  ersten  £ntH'ickelung  folgenden  Nenner  der  Reih 
nach  hinschreibt ,  und  mit  dem  Nenner  1  abschüesst.  Es  sei  z.  I 


(ßy8eleöyßf)ßy8tlt8yßf. 


die   Reihenfolge   der   Nenner    fiir    V  7'  wo  die  eingekUunme 

ten  Glieder  die  Periode  bilden,  so  virird  die  Reihenfolge  der  Nei 
ner  fiSr  VA  ^^^^^  sein: 


(edyßfßydel)  edyßfßydtl 


und  zwar  müssen  die  eingeklammerten  Glieder  die  Periode  bildei 
denn  in  der  Entwickelung  von  \/fh  ist  der  letzte  Nenner  imoii 
=1,  und  innerhalb  einer  Periode  kann  nur  ein  Nenner  den  Werl 
1  haben. 

Die  in  diesem  Paragraphen  entwickelten  Resultate  mögen  n« 
ihrer  Bedeutung  für  das  folgende  wegen  zusammengestellt  werd«! 

(1)  Verwandelt   man  1/  -;in  einen  Kettenbruch,  s 

kann  der  Nenner  1  in  jederPeriode  nicht  öfter  als  ein 
mal  zum  Vorschein  kommen. 

(2)  Für  /*=!  kommt  er  am  Ende  der  Periode  stet 
vor.  Für  /*>  1  und  für  eine  una^erade  Gliederzabi  wir 
er  niemals  angetro  ffen;  bei  gerader  Gliederzahl  kan 
er  vorkommen,   und  zwar  als  Mittelnenner. 

(3)  ist  der  Mittelnenner  1  vorhanden,  so  kann  ma 
aus   der  Periode  der  Nenner  für  V  tt  die    Periode    fC 

V/^Ä,  wie  oben  gezeigt  worden,  ohne  Rechnung  herle 
ten;  die  letztere  enthält  dieselbe  Anzahl  von  Glic 
dem,  ihr  Mittelnenner  ist  immer  =zf. 

Es  versteht  sich,  dass  eine  ähnliche  Bemerkung  auch  für  di 

Zähler,  und  für  die  Quotienten  gilt;  z.  B.  für  V  ?- ist  die  Reih 

der  Quotienten  1   <2  1  12  1  2  2)  2  1  12 ,    die  Periode  durc 

(  )  angedeutet,  der  Mittelnenncr  l  vorhanden;  die  Reihe  de 
Quotienten  für  V45  wird  sein  6  (1  2  2  2  1  12)  l  2  2.... 

Ferner  verdient  Folgendes  bemerkt  zu  werden.  Es  ist  obe 
bewiesen,    dass  kein  Quotient  die  Grenze  2«  überschreiten  kam 
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Ec  ilsst  sich  zeii^flB,    dass  der  Qnotient  2a  selbst  nur  einmal 
in  der  Periode,   und' zwar   als  Eodnenner,    oder  als  Mittelnenner 

forkommen    kann,    jenachdem  7  eine   ganze    Zahl,    oder    Iceine 
gune  Zahl  ist. 

Ist  nämlich  Hn^^ia,  also  Jn-{-Jn^i  =  2aDnf  so  moss  wegen 
Ji-|-/»fi  ^2a,  Dn=l  sein,  und  daraus  folgt  die  Richtigkeit  der 
BohtnptuDg.  '^^ 

(4)  Es  sei  A=zfh=f'h',  wo  f  und  A,  sowie  f  und  h' 
Drim  zu  einander  sein  sollen,  auch/>l,  /'>!,  A>^ 
V^f  angenommen  wird.  Ich  behaupte,  dass  der 
Mittelnenner    1    in    den    beiden    Entwickelungen    von 

V  7'  V  7^  ^^^  ^"  derselben  Zeit  vorkommen  kann. 

Dies  zu  beweisen,    sei  {ß  y  8  l  ttrif)ßy8\tirif  .... 

die  Reihe  der  Nenner  fiir  1/  7  ^  ^^<^  ^*>^  Periode  durch  (    )  an- 

fleotet  worden.  Bemerkt  wird,  dass  kein  Buchstabe  den  Werth 
haben   kann   (1).     Fände  sich    nun    in    der   Entwickeiung    von 

Y^der  Mittelnenner  l  ebenfalls,   so  wäre  der  mittlere  vollstän- 

A/f  h'  4-a' 
dige  Quotient   =   ^'     ^^ —  («'  die  grösste  in  vT*'  enthaltene 

giBie  Zahl);  nun  ist  f  h^^zfh,  also  a!=:.a,  folglich  wären  die 
beiden  mittleren  vollständigen  Quotienten  fiir  V  jpund  V  jj  ein- 
ander gleich,  und  die  Reihenfolge  der  Nenner  för  die  letztere 
Wurzel  vom  Nenner  1  au  wurde  somit  diese  sein :  ^  ^  ^  fl  f  ß  f 
i  l  i  i  ff  /*,..«. ,  wobei  das  erste  1  die  Mitte  der  ersten ,  das  zweite 
die  Mitte  der  zweiten  Periode  bilden  wird;  beide  Perioden  be- 
stehen aber  aus  gleich  viel  Gliedern,  daher  wurde  die  erste  Pe- 
riode offenbar  mit  dem  Nenner  f  abschliessen.  Nun  ist  nach  dem 
Vorhergehenden  der  letzte  Nenner  =/*',  also  wäre  /^=/',  gegen 
die  Voraussetzung. 


7. 

Zn  dem  Nenner  />fi=2  kann  ebenfalls  nur  ein  bestimmter 
ZiUer  Jii  gehören.  Denn  es  ist  (3)  V^  --  2  ^  J»  <  f'A, 
V^— 2<JIi-f.i  <V-^>  daher  Jn  oder  Jn±i  entweder  =  a  oder  =« — 1 
te'lMit  immer  die  obige  Bedeutung).  Es  ist  ferneir  2Z>n..i=:^ — Jn*, 
iDmi^:=zA — /'fifi»  also  Ju  oder  Jn^i  stets  so  beschaffen,  das« 
A — A*  oder  A — J^n-\-i  gerade  ist,  oder  diese  Zahlen  sind  mit 
A  suleich  gerade  oder  ungerade.  In  keinem  Falle  wird  es  also 
zweifelhaft  bleiben,  oh  «7«  oder  J«4.i=raoder  =«—1  ist.  Z.  B.  flir 

»->     wo  ^=76,  a  =  8,  ist  />9=2,    J^   ungerade,    folglich 


IM 


I 


Jt~Jt=7  (=«— I),    rar  ^  J  .lageseil,  .vo  A^li,  «=3.  bl 
/>,=2,  Ji  nngerade,  folglicli  j,=^3  =  3(^o). 

Uelirißens  ist  auch  On  bestimmt;  ilenn  Jn+Jnii=:amOa='ia^ 
/„=>/niii  iilso  nn=-/n.  Niir  lindft  liier  itiv  L'tukehruu^ ,  dass 
zu  dfiiti  Quotieutcii  a — 1  od«r  a  der  Noniicr  ä  cchnrcQ  iDuse,  im 
AlIsL'meiaeD  iiklil  statt,  ivcshulb  ein  ttolclier  ifuutiedt  In  der  f«- 
riode  auch  ilftor  als  einmnl  ToHfomnieri   kann. 

Durch   Schlüss».    »eiche  denen  io  0.  gaiin  ähnlich  sind,    ge- 
langt raun  nun  zu  lolgenden  Kesullaten: 

(1)  D«r    Nenne 
■licht  srtcr  als  einii 

(2)  Für    f=2  kr 
vor.    Fiir/iiicht  ==2 

kann  er  rorkonnne 


2    kann 

in    der 

Periode 

al  zum  Vo 

r  seh  eil) 

LommeD. 

mint  er  ai 
und  lür  ei 
;efrollen; 

n  Ende 

(Idt  Peri. 
erade  Uli 
rjider  «li 

-  V  i 


ode  stet.  « 
iederzal« 
ederzal» 
t  Mittelnciiner. 

(3)  Wenn  A  =  ß~f'/,'.  f  und  A  sowohl,  als  f  au  < 
h'  priiii  lu  einander  sind,  und  weder  /*  noch  / '  =  2.  auc# 
AS/',  A'>/",  80  wird  der  Mitte  IneNiier  2  in   den  beid«  vi 

EntWickelungen  von   W  ~,  d  '*',  nie   zn  deraelUen  Z-el  * 

vorkommen. 

(4)  Ist /weder  =1  noch  =2,  so  » 
Wickelung  von  V  ^  die  beiden  Nennt 
nicht  zu  derselben  Zeit  virkomni  en 
Beoner  Dicht  zugleich  1  und  2  sein  fca 


arden  in  der  Ent- 

r  I  und  2  deshalb 

iveil  der  Mittel- 


Wenn 


f 
ilhaltei 


eine  ganze  Zahl, 


wird  -f  ^=a  (a  die  grOsste  in 


r   7   eTiinuiieiie  ^ari/.e  Zahl),  J„:=af.  Daraus  folgt,  dass  zi^dein 

Nenner  /*  nur  ein  bestimmter  durch /tbeilbarei  ZfiUer  JitgebSMI 
kann.  Wenn  die  Zahl  f  alle  ihre'  Primractoren  nur  in  4ler  «MM 
Potenz  enthält,  d.  h.  durch  kein  Quadrat  t heilbar  ist,  Hoi  AM 
ans  fDn^\=^fh  —  Jn*,  dass  nicht  bloss  A^,  sondern .ancbiWl 
selbst,  durch  /"  tbeilbar  iKl,  und  in  diesem  Falle  wiid  fdigikk 
Jn^af  Kern.  Enthält  aber  /'einen  quadratischen  Facttk-.  MvUt 
nicht  [iDthig,  dass  Jn  ditrch  /'theilbu  ist,  wenn  es  nucb  J^.\tU 
und  zu  dem  Nenner  f  wird  nlso  auch  ein  anderer  ZShler  tAB  9f 
gehüTcn  dürfen.    Hieraus  folgt  r  ■      i 
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Ist  der  Nenner  f  durch  kein  Quadrat  theilbar,  8o 
kommt  er  in  der  Periode  nur  einmal,  nämlich  am  Ende 
derselben  vor;  im  entgegengesetzten  Falle  kann  er 
aber  öfter  vorkommen,  jedoch  nur  mit  einem  solchen 
Zlhler  zusammentreffen,  dessen  Quadrat  ein  Viel- 
faehes  von  f  ist. 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  in  der  Entuickelung  von  v/A 
der  Nenner  f  in  der  Mitte  der  Periode  vorkommen  wird. 

Beispiel.    För  V   ^-=1— g — erhält  man  folgende  Elemente : 


9 

-  or 

/« 

/>. 

Oa 

0 

'9 

1 

9 

8 

2 

7 

13 

1 

6 

9 

2 

12 

I 

24 

12 

9 

2 

6 

13 

1 

7 

8 

1 

» 

9 

2 

Der  Nenner  9  kommt  nicht  bloss  am  Ende  der  Periode  vor^ 
8«iideni  ausserdem  noch  zweimal,  an  beiden  Stellen  J^?  darcb  9 
theilbar,  nämlich  Ji,^=36  und  J„^=144,  aber  nicht  J»  selbst. 


9. 


\/Ä  J       \/  A  / 

Vi*-^</„<  V^,  —  — 2<y?  <  Y  >  folglich,  wenn  ~   eine 


gaue  Zahl  ist,  -j?  entweder  =«  oder=o— 1;  in  jedem  Falle  ist 

Jn 

aber  der  Werth  von  y  bestimmt;  denn  (lir  Ja^=^f'Jn  wird  2Z>n-| 

z^h—fJi?9  folglich  J'n  so  zn  nehmen,  dass  die  Diffißrenz  h—fJ'j? 
eine  gerade  Zahl  ist.    Daraus  fliesst: 

Weno  die  Zahl  f  durch  kein  Quadrat  theilbar  ist, 
■»d  die  Gliederzahl  derPeriode  ungerade,  ciö  wird  der 
Kenner  2/*  nirgends  angetroffen  werden;  be^i'gerader 
Cliederzahl  kann  er  sich  vorfinden,  und  zwar  als 
Hittelnenner. 

V23     V391 
jÄ  =  — ry-  erhält  man    folgende   Werthe, 

TOD  denen  der  Mittelnenner  =34  ist:  i)  -        '  > 


sn 


J.\ 

n. 

TT 

17 

17 

li 

tl 

3 

fi 

■»7 

1 

io 

1» 

3 

17 

31 

17 

3 

1(1 

10 

11 ! 

27 

16 

S 

1(1 

" 

17 

'l7| 

10. 


Betracht.    Zi«  ei 

*  „_:...  Po    P 


9o 


^d« 


Wir  ziebcii  jeb.t  ilie  Naherungsbrüche 
auf  einanilcr  folgende  Nähi!rnn<CBbrilc)ie  fTir  i/  ^ 

auf  (ien  letztem  folgende  vrillstüiiilige  (juolicnt  — ~fi~~~''  dann»«' 
nach  dem  BildungsEiesetz  dreier  benaclibitrter  Nähening» brücke 


n- 


^^:+ 


Bringt  man  diese  Irrationalgleicbang  auf  die  Form  m-t-nyA=JI, 
and  setzt  dann,  wie  es  nicht  uiders  sein  kann,  m=0,  h^O,  a* 


pJ+PoD-Aq=0; 


-  (P9a-Pi^)'f=fppa~'^90' 

ipqo-po9)0=ft»*  -V. 

wo  P9o— Po?'=±l  *»*■ 


^„ ,_eicbong/lP— Aii^=^±fi 

>  Zahlen  t=p,  u=q  geotigen,  wenn  in  der  EntwloW 


Man  kann  also  der  nnbwtimmten  t 
4«ich  ganae  I  " 
lung  von  \  j  der  Nenner  />  Torkommt,  und  der  Näieningsbrnih 

£  80  bescbaffeD  Ist,  daas  das  Voraeicheo  tod  fp^—h^  mit  dem  in 
oUiter  deicbnnR  Obereinbommt.    »  und  q  sind  bekanntüch  reia- 

5*rp-' — "- 
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Umgekehrt,  wenn  der  Gleichang  /t* — Am'=±Z>  durch  zwei 
gtue  &lileii  i=p»  u^q,  welche  pim  zu  einander  sind,  genügt 

werden  kmnn»  und  ansserdem  Z><  V-^  i^t,  so  niuss  ~  einer  der  con- 

VA 
y  sein.    Wegen  des  Beweises  dieses 

wichtigen  Theorems  sei  es  eWauht  zu  verweisen  auf  Legen dre 
Tk^orie  des  nomhres.  Tome  I.  $.  XU.  und  auf  Mindings 
Aifangsglründe  der  hOhern  Arithmetik.  9.  Abschnitt 
Lehrsatz  6. 


V 


11. 

Lehrsatz.     Die    Gliederzahlen    der    Perioden    fOr 
7  and  vM  sind  zugleich  gerade  oder  ungerade. 

Beweis«    Bezeichnet   man   den    vorletzten    Näherungshruch 

ron  V  7  In  der  ersten  Periode  durch  ^ ,   so  hat  man 
1  7  9 

fp^ — hq^=:+f  fiir  eine  gerade  Gliederzahl, 
/Jp^ — Aq^^—fiÜT  eine  ungerade  Gliederzahl. 

Nadi  lö.  Ist  nun  ferner,  da  J=^af,  2)=/ ist,  pcf-ypot—hq 
=0,  also  hq  durch/  theilbar,  und  da  h  und  /relative  Primzahlen 
aiod,  q  ebenfalls.  Statt  der  beiden  vorhergehenden  Gleichungen 
bnn  man  also  die  beiden  folgenden  setzen: 

P*-fh  0)'=  +  1 .  P*-th  (^)*=  - 1 

(1)  Ist  nun  die  Gliederzahl  der  Periode  ffir  V  -y;  ungerade, 

so  existirt  die   letzte  der  beiden  Gleichungen,    d.  h.  die    unbe- 
itimmte  Gleichung  x^  —  fky^z=, — 1   ist  durch  die  ganzen  Zahlen 

.r=p,    y=/^  lösbar,    und  daraus  folgt  mit  Beachtung  von  6.  (1) 

und  (2)  und  von  (10)  leicht,  dass  die  Gliederzahl  der  Periode  fflr 
V/ft  ebenfalls  ungerade  ist. 

(2)  Umgekehrt,  wenn  die  Gliederzahl  f3r  \^fh  ungerade  ist,  so 
BOSS  sie  fiir  Y  -7  ebenfalls  ungerade  sein.  Bezeichnet  man  näm- 
Idi  den  vorletzten  Näherungsbrnch  in  der  ersten  Periode  lilr 
^  dnrch  -,  so  Ut  a:«-/Ä..y«  =  — 1,   folgüch  fx^--h.(fy)^=--f\ 

X  /  Ä 

aher  /<  V/K,    daher   (10)  ?-  ein  Näherungsbruch  von  V  7  y  auf 
weli&en  der  vollständige  Quotient  ^  -  folgen  mag.  (0er  Nen- 


Der  ist  fllmllch  immer  =jO*    ^oM  mau  nnn  in  10.  O^^^  p^*% 
q=f9,  00  kommt  ^-J^^fipo—fkyqo*  folglich  J  dowh  jnhailfc» 

also  nach  8.  J-r^af^  der  vollständige  Qaotient  — jf — =    v  ^    ^ 

•17 

steht  somit  am  Ende  der  Periode,  oder  der  Brach  7-  istderTO^ 

A 

letzte  Mäherun^sbruch  in  irgend  einer  Periode  ftir  V  ?•  Dann 

folgt«  dafti  die  Gliederzabi  fiBr  diese  Wurzel  ungerade  ist;  deoi 
wäre  sie  gerade,  so  würde  f3r  jeden  solchen  Bruch  ~  die  Crlei* 
cbung  /Jt;^— /!//*=  +  /'  statt  haben. 


12. 


X    x'     x" 


Es  seien  —,  -7»  ">» die  vorletaten  Nlherane«- 

y    y     y 

bräche  resp.  in  der  Iten,  2teu,  3ten...  Periode  von  V/% 
^,  ^,     //>•—  die  entsprechenden  Mäherungsbrfiche  Ton 

^,  deren  Nenner  nach  11.  sämmtlich  durch  /theilbsr 

sind.  Setzt  man  nun  q=-rfy  q'r=zT'f^  ry"=r"/'....,  so  werdea 
je  stFsl  iibereinanderstehende  Glieder  aer  beiden  fol- 
genden Reihen 

X    x*    af    3^ 

(a)  ,        ff    "ff  9        tu  y 

s    y    y     jr 


T        T        T        r 


voll  kämmen  identisch  sein. 

P 
Dies  zu  erweisen  ,  sei  -^     ir<;end     ein    Bruch    der    zweiten 

Reihe,  &  =  Rf;  dann  Ist  fP^-^hB'^=^f,  oder  P^-^ß.Rh=z±l, 
folglich   j^   irgend  einem  Gliede  der  ersten  ^Reihe  gleich. 

Ist    umgekehrt  -y  irgend    ein  Glied    der  Reihe    (a),    so  ist 

X^-^ß,Y^=z±\,  oder  fX^-h.(fr)^=z±f,  daher  nach  11.  ^ 
dem  vorletzten  NSherungsbruch  irgend  einer  der  Perioden  filr 
W  y  gleich,  d.  h.  X=P,  fY=e,  oder  X=P,  Y-R. 

Da  also  jedes  Glied  einer  der  beiden  Reihen  (a) ,  (b)  irgend 
einem  Gliede  der   andern  Reihe  gleich  ist,    und  umgekehrt,   da 


Vi 

< 

B 

I 
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ferner  an»  der  Art,  fi'ie  die  Näherungsbrilche  gebildet  werden, 
criMÜt,  JMS  Zähler  und  Nenner  in  den  beiden  Reihen  ^a)  nnd  (b) 
füftwibrend  wachsen,  so  folgt,  dass  nur  die  fibereinanaerstelien- 
km  fSHeder  gleich  aein  kennen. 

Will  man  also  die  Brüche   —,  ^.y  ^,....  berechnen,  so  bc- 

■  ■  ^        üC         X 

iwbnet   man  nur  — *  -7»  — ir,  und  multiplicirt,  die  Zähler  beibe- 
Juttendy  jeden  Nenner  mit  f. 

Z.  B.    Es  seien  die  Nähemngsbrdche  —  für  \  ^  zu  bestim- 
men.    Verwandelt  man  y\0  in  einen  Kettenbruch,  so  kommt 


folglkh 


^3    19    117    721     4443 

y  "~i'   6  •  ^'  228'  1405' ^ 


£_3    19    117    721    4443 
q  ""2'  12'  TT'  456'  281Ö*  — 


Za  denselben  Werthen  von  —  gelangt  man  direct  durch  Ent- 


5 


9 


«ickelung  von  W  o    ^"  einen  Kcttenbrucb. 


13. 

Auflösung  der  Gleichungen 

(a)  fp^^hq^=^\f, 

(b)  fp'^-hq^=-f. 

(1)    Ist  f  durch  kein  Quadrat  theilbar,   so  muss  es  offenbar 
ia  q  aufgehen ;  setzen  wir  also  9=/r ,  so  verwandelt  sich  die  auf- 

zsUiende  Gleichung  in  p^—fh.T'^=i±^\,   d.  h.  p  und   ^  müssen 

der  Gleichung  a^^^fh.ff^^i:!  genügen.  Umgekehrt,  wenn  p  und 
f  Wertbe  der  letztern  Gleichung  sind,  so  sind  p  und  fr=:q 
Werthe  der  vorgelegten  Gleichung.  Hieraus  ergiebt  sich  mit  Be- 
achtung der  in  11.  und  12.  erhaltenen  Resultate  (die  Gliederzahl 

I  h 
der  Periode  für  V  j  soll  durch  k,  die  flSr  V/A  durch  K  bezeich- 
net werden): 


*)    DsM  man  ans  dem  Näherungsbruch  der  ersten  Periode  die  In 
ndem  Perioden  anf  eine  einfache  Att  herleiten  kann ,    bedarf  wohl 
ksuuB  de^  Erinuernng« 


tt)     Ist   h    ger 
er  iilxichiine  (") 


Ist   k    gerarle,     so    int    Ate    deirhiiiiK  (b)    elt»D   so    w'it 
r^=— r  unmiitcitch;  du^eifen  i-rhUil  man  iiile  Anl1II«un|tn 
ihiing  (n)  (liircii  ilie  Formeln  p^j .  r/^^fy  ,   wo  x  uDil  y 
«wei  lit-lioltiLfe  Werlhe  der  Gleichung   a;*  — /Ä.y*;=  +  1    UcdeutDU. 

§)    Ut  H.  uii^eraile,  no  sind  die  <ileichuo<ien  (a)  utid  (li)  beidi- 

müglich,  lind    nenn   die  Brüche  -.  -7.  -;?,...  die  Un  vorig.ParaRr. 

angegebene  Bedeutung  haben,  so  Verden  in  der  Iteihe  tt- .    j-,, 

yrä, die    Brfiche    ungeraden    Ranges     alle    Aufir>Kungeii    der 

(ileichung  (b).    die  Brüche  gerailen  KangcM   iille  Auflösungen  der 
Gleichung  (a)  liefern. 

die  vorgelegten  Gleichungen  auch 
in  einen  Ketleiibruch  audiiaen.  Mach 
Periode  nur  einmal,    nfiinfich  am 


Anmerkung.     Ula 

n   kann 

durch  Vervvundlung  voi 

n  jeder 

8.  wird  der  Nenner  f  i 

Ende,  vurknmmcn,    und  ivenn  man  also  die  UrQche  - 


.  t 


(vergl.  den  vnr.  Paragr.)  berechnet,  so  werden  alle  der  Gleichung 
(a)  gemigen ,  wenn  k  gerade;  dagegen  die  ^nn  ungeradem  Hange 
der  Gteichiing  (fo),  die  von  geradem  der  Gleichung  (a),  wenn  k 
ungerade  ist. 

(2),  Es  sei  /  durch  ein  Quadrat  tbeilhar.  Man  Betee/=BV, 
Bo  dass  /"  durch  kein  Quadrat  mehr  theilbar,  &^  also  das  ^rate 
in  /'enthaltene  Quadrat  ist,    welches  man  durch  Zerlegung  von  ^ 

in  seine  Primfactoren  leicht  bestimmt;  dann  ktmimt /"';/* —A(    '  J 

=  i:f't  wobei  su  bemerken,  datis  ^eine  ganze  Zahl  ist  LSmd 
Dun  X  und  jr  die  Gleichung  x'—fh.y*=±l  auf,  so  ist  nach  (1) 
p=a;,^^/''y,  folglich 


Es  verdient  bemertit  zu  werden,  dass  in  diesen  Formen  Mtt't 
AuflüBungen  der  Gleichung  (a)  oder  (b)  enthalten  sindi  nicht  bloM 
die,  bei  welchen  p   und  q  lelativ«  Primzahlen  sind.    Das  gr&sste 

rnieinschaftliche  Maasa  von  p  und  9  wird  immer  das  von  x  und 
■ein,  wie  Imcfat  erhellt. 

Anmerkung.     Verwandelt    man  \l  %  la  einen  KettenhruiA, 


"V*r 


und  berechnet  wieder  die  Näherungsbrflche  " .  -7.  —g-,..,Bown' 
d|en  sie  alle  der  Gleichung  fa)  oder  (b)  genügen;  man  muss  aber 
vi^t  glatfben,  dass  dadurco  alle  Auflösungen  der  Gieichun^n 
erhalten  w^en;   denn   der  Nenner  f  kann,   wenn  er  dnrch  ^ 


^  327 

Quadrat  ftMÜbar  iat,  an  mehreren  Stellen  der  Periode  vorkommeo. 
Ueberdiea  liefem  die  NäherungsbrOche   von  4/  -r.»     wenn     man 

lieh  alle  dem  Nenner  f  entsprechende   in    Betracht  zieht,    nur 
«okhe  Zahlen  y    welche  prim  zu  einander  sind. 

Erstes  Beispiel.  Es  sei  die  Gleichung  qp^--YI^  J:9 
Toi^legt,  wo  /  =  9,  A=17,  ^=3,  f=\.  Die  aufzulösende 
Gleichung  ist  also  ;r^ — 17 ^^=^±1»  If  ungerade,  die  Näherungs- 
Mche: 

-     +      -        + 

4     M     M8     2177 

1'    8  '  65  '    528  ••"' 

wo  die  Zeichen  über  den  Brüchen  andeuten  ^  ob  diese  dem  obern 
oder  untern  Zeichen  der  Gleichung  x^ — 17^^=J:1  entsprechen. 
Maltiplicirt  man,  die  Zähler  beibehaltend,  alle  Nenner  mit '&/'=3, 
»oieroftit  man  die  Brüche,  welche  den  vorgelegten  Gleichungen 
genügen,  nämlich 

-    +     -       + 
4     33    268    2177 


3'  24'  195'  1584' 


Di»  Zahlen  33  und  24  genügen  wirklich  der  Gleichung  qf/^'^llq^ 
s8-|-0y  aber  sie  sind  nicht  prim  zu  einander. 

Zweites  Beispiel.  Gleichune  72p«— 959«=db72,  /=?2 
:^.2,  /'=2,  ^=6,  ^/*=12-  Die  aufzulösende  Gleichung 
«^1903^=dbl  ifit  nur  für  das  obere  Zeichen  losbar,  die  kleln- 
•teo  ihr  genügenden  Zahlen  sind  a:=: 52021,  iy=3774  (Legendre 
Theorie  des  nombers.  Table  X.)»  folglich  die  vorgelegte 
Gleichung  ebenfalls  nur  für  das  obere  Zeichen  lösbar,  und  die 
ktemsten  Werthe  j9=:a:=52021,   f=%=45288. 

In  der  That  erhält  man  diese  Auflösung  durch  directe  Ver- 

a/Ö6      V«840      82+ <r  X.    ^      ._ 

waadmi^  von  V  ^=  — W^^ — W^  *°  einen  Kettenbruch. 
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J. 

ft.1 

■t> 

TT 

TT 

T 

1  ;         I 

n 

43 

7  :         tl 

flß 

108 

8:         7 

4'i 

47 

23 1     an 

m 

88 

31  :        27 

36 

(3 

1 

64,       47 

■J7 

»7 

85  :        74 

70 

30 

04!»  :      565 

70 

97 

7M  ;      639 
1383  :     1204 

2117  ;    1843 

2 
1 

5617  ;    4890 
7734  :    6733 

6 

S-J021  :  182S8 

(a)     fp-^-hf/-^-. 

(b)  rp^~hg=-. 

__..   __.       „  ans  all.  ,  .       „       „ 

(lea,   und  sich  an  den  in  11.  beiriesenen  Lehrsatz  erinnemd,  ^ 
hfi)t  man  eoglekfa  fotgende  Resultate: 

(1)  Ut  die  (ik-icliiin^  3-^ß.>/-~—l  inüiilich,  so  ist  nedet 
die  tileiehuiig  (a)  noch  die  Gleichung  (b)  mü^lich. 

(^2)  Ist  diese  Gleichung  aher  uoiuuglich,  so  kann  eine  det 
Gleichungen  (ajoder  (h)  müglich  i^ein,  aber  nie  beide  zugteich,  jene 
näsilich.  wenn  /t  (oder  K)  von  der  Form  4rn,  diese,  vrenn  /c  ran 
der  Form  4m+2  ist.    Um  in  diei^er  Hinsicht  die  ettrablgeii  Aaf* 


VA  .      . 
j  10  eil 


eineii  Ketteabiu^h , 


iDsungen  zu  Sudeo,  wird  n 

deli},  und  auf  den  Mittelnenner  Acht  haben;  is(  dioser  Dipl|^^=l, 
n  giebt  es  keine  Auflüsune,  ist  er  wirklictt  x=:l,  so  berechnet 
man  die  unmittelbar  vorhergehenden  Cotiv^rgeazbn^cbe  ntdeli  nf 
Bchiedenen  Perioden,  und  erhält  dadurch  eben  so  viele  AuflCaw 
gen  der  einen  oder  andern  Gleichung. 

(3)  Es  ist  entweder  gar  nicht,  oder  nur  auf  eine  Art  mt^ 
lieh,  die  Zahl  A  in  zwei  Factoren  /  und  h.  prim  zu  einander,  so 
XU  zerlegen,  dass  eine  der  Gleichungen  (a),  (b)  raCglich  ist. 

Ich  werde  nun  aber  zeigen,  wie  aänimtliche  Auflüsnngen  der 
Gleichung  (a)  oder  (b)  sich  aus  denen  der  Gleichung  x*—^.j/*=:l 
durch  eine  buchst  einfache  Rechnung  herleiten  lassen. 

Da  es  nur  bei  gerader  Gliederzaht  Auflüsungen  gieht,    so  sei 

)  y.,..  i  ta  l....  y  ß  2»  die  erste  Periode  des  Ketten bruch s  Rir 

,  VA+J 


■<fi 


m  also   der  Mittelqaotient,    feniei  sei  - 


der    mitt- 


l«e  voibÜBdige  Quotient»       ^       dar    nichst    folgende«    der 

« 

dem  Quotienten  id  vorhergehende  N&herungsbmch  =  —  >  der  die- 
sem Yorhergehende  =  — >  endlich  der  dem  letzten  Quotienten  2a 
vorhergehende  Nähemngsbruch  =  q  ->  Nun  ist  bekanntlich 

I 

9o L 


q        i-|-....-f— -1 


ibo 


2o  +  9i?^„.J_  , 


also 


Q      yC^w+W+fl'o?  9(90 +  2«o) 


Finer  (nach  10.)jjrJ-f9o^'~^=0;  substituirt  man  den  sich  hier- 
«•  ergebenden  Werth  von  q^  in  oco  4-2^0,  und  beachtet,  daes 
1hh'ih=J' — J  und  «/'=«/  ist,  so  kommt 


^CD+29ro=-^- 
Mit  Utiffe  dieses  Werthes  wird  nun 

■         f   ■ 

Bedeutet  jetzt—  den  dem  letzten  Quotienten  der  ersten  Pe- 

y 

iMe  yffßBL  ^fk  vorhergehenden  Näherungsbmch ,  so  ist  (nach  12.) 
JPsjT,  O^s/W;  felgUch  hat  man  statt  der  vorhergehenden  Glei- 
dmigea  die  tobenden : 


Setzt  man  nun  D=l,  so  genügen  die  Zahlen  u  und  g  der 
CMdrung  /y^^A^^^dbl»  ^o  das  obere  und  untere  Zeichen  resp. 
■it  dem  obem  und  untern  in  dem  vorhergehenden  Werthe  von  ± 
coBgmirt,  und  zu  ihrer  Bestimmung  führen  die  Gleichungen: 

16* 


4S0 

Ausiler  ersten  ilerselliciiiTglebt  sieh  —^  =  fp*. 


I  U-'-JJ) 


Man  sieht,  dasK  weder  die  Gleichung  (a)  noch  (b)  müglicb. 
Wofern  nicht  jc  ungerade,  y  gerade  ist. 

Beispiel.  Gleichune  2»«— ISo'^ii.  Oie  kleinsten  Werthe 
der  Gleichune  j»-3ü«a=l  gi„d  x=ll,  y='2,  »fihrend  die  Gl«- 
chungj:a-^30j2^— lui.inüglichist(Thöuried.  nombresTableX). 

'(:r+l)i=6,  l{a— 1)=5, /=-2,  /i=15,    '-^^^    keine    guose    Zahl. 

daher  die  vorgelegte  GleiL'hung  nomüglirh.  ■ 


AuoNro.  (3)  des  vor.  Pttragr.  wissen  nir,  daes  es  nur  etnPMi 
Factoren  von  A  giebt,  für  ivciches  die  Gleichung  (a)  oder  (b) 
mSglicIi  ist-  Dtese  Factoren  f,  A  lassen  sich  aus  den  faekaimtoi 
Werlhen  voa  x,  y  unmittelbar  herleiten.  Ua  nümlich  i(x:tl) 
=/)'*'  lS^^9'  i(^TI)=Ao',  80  ist  offenbar  (ur  das  obere  Zei- 
chen p  dass  grnsste  eeni.  Maaiss  zwischen  i(a'  +  l)  und  ly ,  y  das 
griisste  gem.  Maass  icivischcn  i(jr— 1)  und  jy,  für  das  untere  Zei- 
chen verhält  es  sich  umgekehrt.  Aus  den  so  bestimmten  Wer- 
then  von  p  und  q  ergeben  sich  dann  ferner  f  und  A, 

Beispiel.  Es  soll  untersucht  werden,  oh  jj=124  sich  so 
in  zwei  Futtoren  (dass  sie  prim  zu  einander  sein  solle»,  braucht 
nicht  immer  wieder  gesagt  zu  werden)  zerlegen  lässt,   dass  Glei- 


nicht  immer  wieder  gesagt  zu  werden)  zerlegen  lässt,  dass  Glei- 
chung (aj  oder  (b)  nir><;licb  sei.  —  Die  Gleichung  x'' — 1^4«"= — 1 
iHtnnmüicIich,  nir:c^~r24«'*=l  aber  kommt  (Legeodre  TafileX.) 
a:=4620799,  y=4I4960,  5(x+l)  =  23l04O0,  4 (x—1)  =2310399,  ig 
=  207480,  das  gr.  gem.  Maasa  zwischen  ^x-f-1)  und  ^y =#=760,  du 

zwischen  i(x~l)  und  ly=#'=273,  daher  ^^^=4,  ^^Ji^-=3*. 
folglich  f=i,  A=31.    Die  Gleichung 

4p»-31v2=+I 

Ist  alaa  mSglicb  und  wird  befriedigt  durch  die  kleinsten  ZaUcB 
p=7a0,  9=273. 
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16. 

AufldBung  der   Gleichungen 

(a)  fp^'-Aq^=  +  2, 

(b)  fp^'-hq^—'-l. 

Wir  können  hier  sogleich  den  Fall  {^usschlieasen ,  in  welchem 
eise  der  Zahlen  /*,  h  gerade  ist.  Hat  sie  den  Theiler  4,  so  sind 
tt  GMchungen  offenbar  nicht  lösbar;  ist  sie  das  Doppelte  einer 
■geraden  Zahl,  so  reduciren  sich  die  Gleichungen  auf  die  im 
nr.  Paragr.  behandelten.    Wenn  z.  B.  f^^f  (f'  ungerade)»  so 

bmmt  /*'/>*— 2/#,(|^J  =±1.    Man  nehme  also  an,  dass/undA 
keide  ungerade  sind«    Aus  7  und  11  fliessen  folgende  Resultate : 

(1)  Wenn  die  Gleichung  x^ — fh.y^z=.^\  möglich,  so  Ist 
weder  (a)  noch   (b)  möglich. 

(2)  Ist  diese  Gleichung  aber  unmöglich,  so  kann  eine  der 
keiden  Gleichungen  möglich  sein,  aber  nie  beide  zugleich.  Um 
ii  dieser  Hinsicht  die  e^auigen  Auflösungen  zu  finden ,  wird  man 

w  7fai  einen  Kettenbruch  verwandeln,  und  auf  den  Mittelnenner 

Acht  haben;  ist  dieser  nicht  =2,  so  giebt  es  keine  Auflösung; 
lit  er  wirklich  =2,  so  berechnet  man  die  unmittelbar  vorher- 
gdbenden  Colivergenzbrflche  in  den  verschiedenen  Perioden,  und 
eriiUt  dadurch  eben  so  viele  Auflösungen  der  einen  oder  andern 
CMenutig« 

(3)  Es  ist  entweder  gar  nicht,  oder  nur  auf  eine  Art  mög- 
Beh,  die  Zahl  A  so  in  zweiFactoren,  f  und  A,  zu  zerlegen,  dass 
eioe  der  beiden  Gleichungen  (a),  (b)  möglich  ist. 

(4)  Sind  Auflösungen  vorhanden,  so  lassen  sie  sich  aus 
denen  der  Gleichung  o:^— /%.iy^=l  auf  folgende  Art  herleiten. 

Setzt  man  in  14.  Z)=2,  so  kommt 

x—fp^^\,    y-pq\ 

Da  /  und  k  beide  ungerade  sind,  so  müssen,  soll  die  Glei- 
cbong  /^* — A9^=db2  mögßch  sein,  p  und  q  beide  ungerade  sein; 
nan  sient  also,  dass  diese  Gleichung  nicht  möglich,  wofern  nicht 
X  gerade,  y  ungerade  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Factoren  f  und  h  gelangt  man  durch  die 
Bemerkung,  dass  für  das  obere  Zeichen  p  das  grösste  gem.  Maass 
iwisdien  x-{-\  und  y ,  q  das  grösste  gen|.  Maass  zwischen  x — 1 
nd  jf  ist,    während  es   sich  rar  das  untere  Zeichen  umgekehrt 
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eine 

so    ,    ,      _ 

zerlegt  werden,  das»  die  andere  Gleichung  muglich  ist 

Dieses  letztere  gilt  aber,  was  wohl  zu  beachten,  nur  unter 
der  Voraussetzung,  dass  A  ungerade  ist.  Dagegen  ist  z.  B.  fiBr 
^=30,  5/1«— 6o*=z— 1  för  p=:f,  9=1,  und  auch  3f>»— 109*=+2 
für  p=2,   q=\. 


Beispiel.  Die  Gleichung  sei  5p<-63({a=±2.  Die  Glieder, 
zahl  fiir  V315  gerade,  :r=71,  v=4,  die  Gleichung  also  flir  beide 
Zeichen  unDKlgüch.  Die  Gieicnung  Öp*— 63^=dbl  ist  ebenfaUs 
unmöglich,  da  %{x-{-\)  weder  durch  f  noch  durch  A  theiibar.  DI« 
einzige  Art,  der  Gleichung  fp^^kq^^^l  fflr  /%=31S  za  genü- 
gen» ist  /'=9,  A=36,  nämlich  durch  /7==2,  9=1. 


17. 

Die  vorhergehenden  Untersuchungen  lassen  es  noch  zweifiet* 
haß,  ob  es  TieTleicht  immer  ein  Paar  Factoren  der  Zahl  A  gieht 
fttr  welche  eine  der  Gleichungen  ^*  — A9*=:±l,  /)i*— Aj*=±« 
möglich  ist,  oder  ob  dies  in  manchen  Fällen  nicht  der  Fall  Isb 
Die  folgenden  Betrachtungen  werden  jede  Ungewissheit  in  dies* 
Beziehung  heben. 


In  Bezu^  auf  die  kleinsten  Werthe  der  Gleichung  x"^ — Ay' 
sind  nur  drei  Fälle  niiigiich:  entweder  x  ist  ungerade,  y  gerade; 
oder  X  ist  gerade,  y  ungerade;  oder  x  und  ^  sind  beide  unge- 
rade.    In  Betreff  des  ersten  Falles  gilt  folgendfes 

Theorem,  Sind  x  und  y  die  kleinsten  Werthe  der 
Gleichuns^  x'^ — Ay^=:  —  1,  und  x  ungerade,  y  gerade, 
(wobei  A  gerade  oder  ungerade  sein  kann),  so  lässt 
sich  die  Zahl  A  so  in  zwei  Factoren,  /und  A,  prim  zu 
einander  zerlegen,  dass  von  den  beiden  Gleichungen 

die  eine  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist. 

Beweis.  Es  ist  (x-\-\)  {x—\)^=  Ay^,  oder  da  aj+1,  jt— 1,  y 
gerade  Zahlen  sind,  \{x-\-\).\{x — l)  =  ^.(Jy)^.  Bezeichnet  nun 
^  das  gr.  gem.  Maass  zwischen  i(a:+l)  und  \y,  so  wird,  da 
4(a:4-l)  und  A(a:— 1),  als  nur  um  die  Einheit  verschieden,  keinen 
gem.  Factor  haben,  &^  in  \{x-\-\)  aufgehen,  und  man  kann  also 
|(:r+l)  =  ^'^Q ,  \y  —  d^d''  setzen ;  dadurch  erhalt  man  ^.5(0:  —  1) 
:=A^^;  folglich  muss  d''^,  zu  q  prim,  in  i  (a:— -1)  aufgehen,  oder 
es  muss  sein  ^(x — 1)=&'^q',  rblglich  AzzzqQ'.  Es  verdient  be- 
merkt zu  werden,  dass  ^'  das  gr.  gem.  Maass  zwischen  ^(a;  — 1) 
und  iy  ist,  wie  leicht  erhellt.  Es  existiren  demnach  folgende 
Gleichungen : 


2S3 

Man  wird  hier  niemals  ^=i:l  finden,  weil  sonst  die  Gleichung 
:^A^=z\  durch  die  Werthe  ^,  ^  befriedigt  wurde,  welche 
resp.  kleiner  als  Xy  y  sind.  Dagegen  wird  man  bei  ungerader 
Gliederzabi  Air  yAiQ^—l  finden,  so  dass  die  Gleichung  O'^-^O^ 
=-l  entsteht;  (ilr  diesen  Fall  ist  also  ar=2^'*+l,  y=2^^', 
wie  68  schon  anderweitig  bekannt  ist. 


18. 


Theorem.  Ist  x  gerade,  y  ungerade  (wobei  A  noth- 
wendi((  ungerade  sein  muss);  so  lässt  sich  di«  Zahl  A 
60  iD  zwei  Tactoren,  /und  A,  prim  zu  einander,  zer« 
legen,  dass  von  cfen  beiden  Gleichungen 

yj,«_A^«=+2....(c),    /J?«— Äj«=-2....(rf) 

<lie  eine  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  Ist. 

•  Beweis.  Es  iwt  (x+l)(x*-l)^=  Ay^.  Bezeichnet  nun  ^  das 
grOeete  gem.  Manss  zwischen  x-i-1  una  ^,  welches  ungerade  sein 
BOSS,  80  wird,  da  x+l  und  :r  — 1  als  nur  um  2  unterschieden, 
keineo  ungeraden  Factor  gemein  haben,  d^  in  x+i  aui^ehen,  und 
Btn  kann  also  x+l=sd^Q,  y=z^^'  setzen;  dadurch  erhält  man 
(.0^— l)=:.^ii^^,  folglich  muss  ^'^,  zu  p  prim.  In  x — 1  aufgehen, 
oder  ••  miiss  sein  a;-— 1=^'V'  folglich  qq'^=A.  Auch  verdient 
bemerkt  zu  werden,  dass  ^'  das  griisste  gem.  Maass  zwischen 
x— 1  und  y  ist.    Es  existiren  also  folgende  Gleichungen: 

x+i=d^Q,  a:— 1=^V,   qq'=A,  ^a^=y 

p^— 9'^«=:2. 

Der  hier  vorausgesetzte  Fall,  dass  x  gerade,  y  unjgerade  ist, 
kann  nur  eintreten ,  wenn  die  Güederzahl  der  Periode  für  VA  ge- 
rade ist,  weil  neben  dieser  letzten  Gleichung  die  Gleichung 
pl^-Agh^-^l  nicht  besteben  kann.     ( 16.  (5) ). 


ig. 


Sind  endlich  x  und  y  beide  ungerade,  so  ist  Ay^=:x^ — 1  von 


anniSgl 
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Beispiel.     .4=40,  ;c=!»,  y=3.    V..»  de«  CJIclchungeD 
a*-40y«=— I. 
a-«_40y«=±2, 
5;t'l-  8y«=J:I, 

ist  keine  io  ganzeu  Zahlen  Itlsbar. 

~45 


Betrachtung  besonderer   FSite. 


Ist  A  eine  ungerade  Zahl,  und  x  gerade,  y  ungerade, 
kann  die  Gleichung  j" — Ai/'^l  nur  bestehe»,  wenn  A  die  Fi 
4m-|-3  hat,  wie  leicht  erhellt.  Ist  also  ^=4in  +  l,  so  mus« 
ungerade,  j  gerade  sein,  und  e»  werde«  die  Formeln  in  17. 
Geltung  lommen.  —  Ist  -<  — 4ni+3,  80  kann  jeder  der  Ueii 
in  17.  und  18.  betrachteten  Fälle  eintreten.  Findet  der  erste  ( 
ser  Fälle  statt,  d.  h.  ist  die  Gleichung  p&^— e'a":=l  vorband 
so  etkeant  man  leicht,  das»  e=4Ä+J ,  e'==4A+3  aeiu  muss.  Fln 
der  zweite  Fall  statt,  d.  h.  ist  die  Gleichung  p»*— e'*'''=2  ( 


banden,  so  künnen  nur  folgende  Foimen  zusi 
=8*  +1        e  =  8A  +5        9=:8A-f3 


=«Ä +7        9'=8-t+3 
=8m+7        A=8m  +  7 


=H/.-  +  1 
=8«i  +  3 


engehöreo : 

e=8A+7 

e'=8A  +5 
A=am+3. 


Man  findet  dies  Resultat  am  einfachsten,  wenn  man  flberlegt,  d 
»»oder*'«=l  (mod.S),  also  p*»-e'*'»=f-p',  folglich  ^—p', 
(mod.  8)  ist 


21. 

Wenn  nun  ^  =  a*,  wo  a  eine  ungerade  Primzahl,  nnd'o 
gerade  ist,  so  kann  es  nur  auf  eine  Art  in  znei  Factoren,  p 
zu  einander,  zerlegt  werden,  und  man  hat  folglich  ^  =  0",  f' 
oder  umgekehrt 

(1)  Ist  a=4m-f  1,  80  muss  der  Fall  (=1,  f  =  tf  ans 
BchlosHen  irerdeo,  weil  die  Gleichung  9^ — A9'*=:l  unstattt 
ist*),  folglich  f^a",  ('=1,  und 


*)    9  and  9'  «Ind  nämlich  kleiner  aU  X  und  v    und  dh    IdSJ 
ZdÜM  sdlM  4ie  klebutcn  der  GIdcbnag  X*—Af=l  ida. 
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^'«— a«4>2=  — 1. 

Die  Gliederzahl  der  Perlode  ist  demnach  unge- 
rade, und  — 1  ein  quadratischer  Rest  von  a". 

CI)  Ist  a=4iit+3,  so  kann  die  Gleichung  $d^-^Q'a'^=l 
nicht  statt  haben,  denn  nach  20.  müsste  9=1  und  Q'=:a^  sein, 
was  unmöglich  ist.  Daher  kommt  die  Gleichung  ^^ — ^'^'^=2 
ar  Geltung,  mithin  eine  der  beiden  folgenden: 

^'«-a«^=— 2; 

jene,  wenn  a=:8A:-|-7,  diese,  wenn  a=z8k+3  ist.  Auch  gelangen 
wir  hiermit  zu  Sätzen,  welche  in  der  Theorie  der  Zahlen  bewie- 
senwerden,  dass.  nämlich  2  quadratischer  Rest  von  einer 
Potenz  (mit  ungeradem  Exponenten^  der  Primzahlen  8A;-f-7, 
— S  quadratischer  Rest  von  einer  Potenz  der  Prim- 
lahlen  8k+3  ist. 


22. 


Wenn  wir  ferner  annehmen,  dass  A=2a^y  wo  a  eine  unge- 
rade Primzahl  und  a  ungerade,  so  ist  in  der  Gleichung  o?' — -^^^^ 
offenbar  a:  ungerade,  y  gerade,  also  nach  17.  gd'^  —  ^'^^=1. 
Da  nun  in  Rücksicht  auf  die  Zerlegung  von  A  bloss  die  vier  Fälle 
0=1,  9'=2a«;  D=2a«,  ^'=1;  p=2,  g'^^za'';  Q=a^,  q'  =  2  mög- 
uch  sind,  und  der  erste  derselben  aus  dem  schon  mehrmals  ange- 
deuteten Grunde  von  selbst  wegfällt,  so  wird  eine  der  drei  fol- 
genden Gleichungen 

(a)...d'a— 2a«d2  =  — 1, 
(b)...2^-a« -&'*=!, 
(c)...2^«—  a«^=— 1 

statt  haben.    Der  erste. Fall  hat  zur  nothwendigen  Voraussetzung, 
dass  d'  ungerade  und  a«^*=  -7-0 —    von  der  Form   ^ 

=4iU-l  ist;   es  wird  also  auch  d'  ungerade,  und  a^  (oder  a)  von 
der  Form  4bR-f-l  sein.    Wenn  demnacn 


(1)    «=4111 4-3  ist,  so  wird  nur  eine  der  beiden  Gleichungen 

2^-a«a'*=:l, 
2^«-a«d^=-l 

torGelhmg  kommen;  ich  behaupte  ferner,  dass  die  erste  der- 
selben exi stiren  wird,  wenn  a^zSU  +  T ,  die  andere,  wenn 
«:=:8iHh3  l^^-  Fände  nämlich  im  ersten  Falle  die  zweite  Glei- 
chong  statt,  so  wäre  die  Congnienz  —2.^*^1  (mod.  a)  vorban- 


13» 

den,  d.  h.  «las  Prndiict  ~'i.&''^  eiD  quadratischer  Rest  tun  a, 
fol^clicli  auch  —'2  ein  liest  von  n  (iveil  da»  Produut  eine»  Niuhl- 
restcs  in  einen  liest  Itekaiinttiili  ein  Nichtreet  istj :  in  der  Tkeorio 
der  Znhlen  wird  aber  bewiesen,  daij«  — 2  ein  INitblrosl  dor  Prüu- 
sabl  n/i  +  7  ist  (t-Miixliogs  Anfanes^ründe  der  hüheni 
Arithmetilc.     Abschnitt  3.  f.  Si),  folglich 

PSnde  ferner  im  zweiten  Falle  die  erste  Gleichnng  stall,  so 
wäre  die  ('ongnienz  29^^l  (iiiod.  a)  vorhanilen,  und  2  ein  lte»t 
von  der  Primzahl  Hk-^-3,  »ahreud  nach  der  Theorie  der  Zahlen  i 
fön  Nichtrest  diL't^er  Primzahl  ist,    folglich 

2e'«  — «-»"^-l   für  a=8A+3. 

(2)  Wenn  n^Sit-f-S,  so  kunnen  die  Gteichungt^n  (ti)  und  (c) 
nicht  statt  ünden,  weil  «onst  2  und  —2  quadratisthe  Reste  der 
Primzahl  8/-+5  wören,  was  bekanntlich  nicht  der  Fall  ut,  fatgllcb 

Für  die  Formen  «— SA+1  endlich,  die  noch  Qbri^  bleiben, 
findet  von  den  drei  Gleichungen  (a),  (b),  (c)  I)ald  die  ome,  bald 
die  andere  statt.  Hat  z.  B.  A  einen  der  \Verthe  -2.17,  2.73, 
2.89.  2.U7,  so  ist  die  Gliederzahl  der  Periode  Rir  yA  gerade, 
fotelich  Gleichung  (b)  oder  (c)  vorhanden ;  fOr  die  Werthe  A=2Al. 
2.113,  2.137  ist  die  Glied^rzahl  ungerade,  folgticli  Gleichung  (a) 
vorhanden.  Weitere  Untersuchungen  hierfiher  gehürcn  gcgenivir- 
■'"  ---'-'  -   -"i  Zwecke. 


23. 

Unterwirft  man  die  Gleichung  x^ — Ag'^l  in  dem  Falle,  wo 
A  durch  4  (heilbar  ist,  einer  ft^'^u*'''  Discussion,  so  gelangt 
man  dahin,  sie  auf  eine  Sboliche  zu  reduciren,  in  welcher  der 
Coofßcient  von  y^  gleich  iA  ist,  und  durch  Fortsetzung  des  Van- 
fahrens  wird  man  diesen  Coefiicienten  zuletzt  auf  eine  ungerade 
Zahl  oder  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  bringen. 

Es  sei  zuerst  A  eine  Potenz  von  2  oder  «*— ^*=:1,  Da  x 
nothwendig  ungerade  ist,  so  kann  man  diese  Gleichung  in 
t(j;+l)-5(«— l)=^~'ff'  veritandeln.  Die  Kacttfreo  links  haben 
keinen  gemein  schädlichen  Factor;  ist  also  O  das  grösste  geraein- 
schafUicbe  lUaass  von  i(x+l)  und  y,  so  wird  &^  in  U^O  »'■f' 
gehen,  oder  es  wird  sein  ^(a:+l)=o6^,  y=&&'  (q&  und  **  priin 
zu  einander),  j .i(a;— 1)=2"-*#'»  J(3;— 1)  durch  ^'"theilbar,  also 
l{a^l)=*'»'*,  ep'=ö"_-*,  p«*— #'*'«=l.  Nach  der  letzten  Glei- 
chung sind  f,  9'  relative  Primzabiea,  daher  nach  der  vorletzten 
entweder  p=J,  j'^^-»;  oder  p=^2»-»,  p'=l.  Für  den  letzten 
Faä  wäE9  #'a-rä^a«^=-r  1. 9'  Hngwade,  »"+1  von  dei  Fwm  Si^f S 
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urf  durch  2*-^  theilbary  also  n^3.  Nehmen  H'ir  nun  an,  da88 
«>3  ist,  80  wird  ^  =  1,  ^'=2»-*  sein,  und  man  hat 

Sind  nun  a:Q=&,  yo=^*  die  kleinsten  Werthe  der  Gleichung 

Ö>*-2»-«yo*=l,  80  behaupte  ich,  dass  ar=2^«— 1,  y=^^  die 
einsten  Werthe  der  Gleichung  ar^— 2"iy^=l  sein  werden.  Dass 
diese  Werthe  der  Gleichung  überhaupt  genügen ,  findet  man  leicht. 
Gesetzt  nun  ar=|,  y=i?  seien  die  kleinsten  Werthe,  wo  J<2^— 1, 

so  würden  a:o=Vl(S+l)>  yo=^  de' Gleichung  V—2»-^o*=l 

gesüm,  folglich  wegen  ^>  VUl+l)>  ^  und  d'  nicht  die  klein- 
sten Werthe  der  letztern  Gleichung  sein. 

Ais   den  kleinsten  Werthen   der  Gleichung  aro*-^2>^^=:1, 
nimlich  ^o=3,  ^o=l  kann  man  also  nach  den  Formeln 

a:=2aro^— 1,  y=aroyo 

«BekMnsteo  Werthe  der  Gleichung  jn^ — 2^^=zl  für  jedes  nnge- 
lAde  n  berechnen.  Dass  diese  sämmtlichen  Y^erthe  ungerade  sind, 
erhellt  leicht    Folgende  Tafel  ist  leicht  berechnet. 


n 

:r 

y 

3 

3 

1 

5 

17 

3 

7 

577 

51 

9 

666867 

29427 

11 

886731068897 

19594173939 

Bis  n==9  findet  man  die  Werthe  in  der  Legendreschen  Tafel. 

Noch  mag  bemerkt  werden,  dass  die  Gleichung  x*— 2»^=— 1 
Air  n^3  unmöglich  ist,  da  x^+l=Sk+2  nicht  durch  4  theilbar 

ist;   die  Gliederzahl  der  Periode  des  Kettenbruchs  fiir  V2"  wird 
also  gerade  sein. 


24. 

Es  sei  ferner  A  durch  4  theilbar,  oder  die  Gleichung 
;r*— 2H-M'^*=1,  wo  A'  ungerade,  aufzulösen.  Durch  ein  dem 
Torb^gehenden  fthnliches  Verfahren  erbftit  man 

K4:+l)=^,   U^-l)=^'^»,  (?^'  =  2»^',  M'=y. 


indem  &  das  grüsste   genieiiisi'faiiTt liehe  Maas$  iiti.sche»    —^  und 

x~l 
ff,  9'  das   zn-ischen  — ^—  uu<l  y  bedeutet. 

Sind  nun  ^q,  y^  <1'^  kleinste»  Werthe  der  (iletchuii^ 
Jn" — 2''WHn*^l!  "fd,  wie  nlr  annehmen  nolleii,  «„  ungerade,  so 
ist  nach  14.  die  tileichung  ^i&*  — p'0'*  =  l  uumügnch,  wenn  niclil 
e—l,  e=:2"J',  daher  kommt 

Setzt  man  ,|eUt  &=^a>  *'=¥(..  so  werden  x=23-o*~l, 
y=a:a5(j  die  kleinsten  Werthe  der  Oleichtm^  j-*  — 2»+*.-l'yä=;I 
sein,  »as  eben  so  wie  in  23.  hew lesen  wird.  Nach  diesen  For 
mein  fährt  also  die  Kenntniss  der  kleinsten  Wurzeln  von 
XQ'  —  i»A'y„'*^=l  unmittelbar  zu  der  Aufliisung  von  it*— 2"+*^^'^"=! 
in  den  kleinsten  Zahlen,  so  oft  i/o  ungerade  ist. 

Ist  ju  gerade,  so  bat  man  xo'— '^+'.'*'( '^^  }  ^1.  und  es  ist 
ersiohtlich,  dass  3;=a'o,  p^\yn  die  kleinsten  Wurzeln  der  Glei- 
chung a;*— 2"+M'j*=J  sein  werden. 

Hiermit  ist  nun  die  Aufgabe:  us  den  kleinsten  Wurzeln  der 
Gleichung  x^ — Ay'^=\ ,  wo  A  vtast  ide,  oder  das  Doppelte  einer 
ungeraden    Zahl     ist,     die  uen     Warseln    der     Gleichung 

x^— 2"^iy'^Iunniiltel]larherzi  .selitst  FOr  alledurch  4tlieilba-' 

ren  Werthe  von  A  ist  folgliei  .__  \  erwandlung  von  \/A  in  einen 
Kcllenbruth  zur  ÄullSsiing  der  Gleithuntr  a^--Aif^=\  unii.".tbig, 
und  diis  hier  gelehrte  Verfalireii  dürfte,  iteiiii  man  die  Leuendre- 
sehe  Tafel  weiter  als  bis  zu  ^=1003  fortsetzen  wollte,  eine  nicbl 
unwesentliche  Erleichterung  des  Caiculs  gewähren. 

Zur  Erläuterung  des  Verfahrens  einige  Beispiele: 

Es  sei  die  Gleichung  a:'— 2".3.y*=l  aufzulösen,  wo  nC2ist 
Fflr  ^r'—Sy^^rl  ist  x='i,  y=i,  daher  findet  man  dieiWurzeln  von 
a.'»-2a.3.ff'»=il,  a^-^.3.y"a=I,  af^^^Xjf^^l  n.  s.  w. 
(Buccessiv 

X  =2,  y=\ 

x>  =2^:«— 1=7,  ^=^^=2 

0^=1^—1,  y"=jy  =  i 

j:"=2a^s-l=97,  y"=.ry=7 

j:"'=2.T^-l  =  18817,  y'^=;r"y=679 

ar''=2x"'«-l=7081B8ff77,  y''=a'V''=I2776743 

u.  s.  w. 
(Ueber  die  5  eisten  Paare  s.  Legendre  Table  X.) 


29» 

Ffir  :r*— 6m^=1  ferner  ist  x=S,  y=2,  also  die  Wurzeln  von 
«»-V=l  *«'  ^=2».3,  2»3,  2^.3.:. 

j;=5,  9=2 
a;'=ar=8,  y  =  Jy  =  l 
ar"=ar'«— 1=49,  y=a:y=5 
a!*=2a:*«— 1=4801 ,  y=a:*y=245 

U.   8.  W. 

Es  Mi  ferner  a;*— 2".29.«^1  aufmlOsen.  Hier  iitt  die  Glei- 
ehnog  f* — 29u*i= — 1  mSglicb,  und  nach  der  Legendre'schen 
T«fer<=70,  «=13,  daher  bekanntlich  x  =  2P+l,  «=2/a,  d.  i. 
«=9601,  y=2.910  die  kleinsten  Wertbe  von  o^— 2^s=l.  Man 
crUlt  nun: 


29 

116 

464 

1856 


X 


9801 

9801*) 
9801 
192119201 


1820 

910 

4S5 

4459455 


TaM 


Feniec  ist  Glr  (*— 58«*=— 1.  t=99,  »=13,  daher  folgende 


A 

X 

9 

58 
232 
928 

19603 

19603 

768555217 

2»74 

1287 

25229061 

Bemerkt  zu  werden  verdient ^  dass  die  Gleichunff  ; 
lomaglicb»  80  oft  A  durch  4  theilbar  ist,  wie  lelcnt  erhellt;  es 
wird  also  die  Gliederzahl  der  Periode  des  Kettenbrachs  für  \^A 
in  diesem  Falle  gerade  sein. 


25. 

.  Die  Resultate  lassen  sich  noch  mehr  verallgemeinern.  Jedes- 
mal >  wenn  A  durch  ein  Quadrat  theilbar  ist»  ist  die  Gleichung 
x'^-'Av^z^Jtl  einer  bemerkenswerthen  Reduction  fähig.  Da  sich 
Dämlich  dieselbe    fiir  A  =  &^A'  in  a:^-A'(^)^=z±l  verhandelt, 

80  wird  TT*  einem  der  vorletzten  NSherungsbruche  in  den  Perio- 
den des  Kettenbruchs  für  VA'  gleich  sein ;  bezeichnen  wir  diese  resp. 
der  ersten ,  zweiten ,  dritten  ek.  Periode  angehurigen  Brüche  durcn 


*)    Bei  Legendre  steht  alt  Druckfehler  9801. 


ff'  ¥\  y"' 

den 


jH  >  etc.  >  80  werden  niiter  Itinan  sich  nnsShlig  vi«tc  fin- 
dercn  Nenner  duri'h  &  theilhKr  sind,  da  die  Gleichung 
j;» — frS/I'.y'=-(-l  stelB  aulliisbar  ist.  Es  aei  -p  der  er»  I«  der  nüt 
dieser  Eigenschaft  begabten  Brüche  in  der  ohiet-n  Reibe:  da  eich 
die  Gleichung  X^—A'V^Vi  in  S^-&^A'CA  —  ±1     venton- 

delt,  so  werden  X,  ä  der  Gleichung  x'^—Aif'^z^^X  ^taü^en,  anA, 
niHn  darf  behauptei) ,  die  Icleineten  Wurzeln  dersellten  sein.  Denn 
gäbe    es    kleinere  Wurzeln   X',    V ,    so  wäre  X'^  —  @^A'Y'^  oder 

X'* — ji'(*K')*^=  ±1,  folglich  g-p;  ein  solcher  Näheruiigsbruch  in 
der    Reihe  — ,  —, ,  — s  . . .. ,  dessen  Nenner  ein  Vielfathes  von  &, 

j^   y   y    f 

mithin  -^  nicht  der  erste  Nähernngsbruch  dieser  Art.  Za  meh- 
rerer Verdeutlichung  werde  noch  Folgendes  bemerkt: 

Ist  die  Gliederzahl  der  Periode  für  yA'  gerade,  so 
wird  die  auch  für  \  &^A'  gerade  sein.  Denn  fände  das  Ge- 
gentbei)  statt,  so  >väre  die  Gleichung  x'^—^A'^'*^—l,  d.  i. 
x^-A'(»y)'*^~\  lösbar,  mithin  hätte  die  Periode  für  vAf  eine 
ungerade  Glied  erzähl. 

Ist  aber  die  GUederzabl  der  Periode  fflr  VA'  ange- 
rade, 80  kann  sie  ffir  V#a^' gp, ade  oder  nngerade  sein, 
und   ZM-ar    ulrd   sie  das   eine,   oder  daei  andere  s  ein.    je 

nachdem  der  Bruch  -W  resp.    von   geradem,     oder    von 

vngeisdem  Rang«  ist    Wenn  nSmRcb  -pvon  ungernd.  Rasg^ 

so  ist  X^—A'Y^  oder  X^-'&^A'y-^j  =-1;  wenn  aber -y.  von 

geradem  Range,  so  sind  X,  -^  die  kleinsten  Wurzeln  der  Glei- 
chung :r*— #'^'y*=-f  1,  und  wfire  also  die  Periode  ßr  \f9*A' 
ungradgliedrig,  so  wfirde  der  Bruch  X:  -^  der  zweiten  Periode 
f&r  n/^A'  ^gefaCren,  fdr  den  der  ersten  Periode  angehSrenden 
NShenmgsbfuch    ^   würde  Xf-~&^A<Y'^  oder  A"*— .d'(*F*>' 

:=; — \,  mitbin  der  Nenner  des  Brnehes  ^x=i,  ein  Vielfadies  von  # 


Um  also  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  &^A',^ 
=dbl  zu  finden,  berechne  man  die  Convergenzbrücbe  — 


»w- 
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Air  VA'y    and   sache   den  ersten  unter  ihnen ,    dessen  Nenner 
dnrdi  d  theilbar  ist  (  -p )  ,  X  und  -^  werden  die  verlangten  Wur-. 

selo  sein.    Die  succ.  Berechnung  dieser  Bruche   kann  nach  den 
bekannten  Formeln 

i  a:("»)  =  xx^"^  ^ )  +  y^y *•-  * ) , 
f  yC")  zzixy^"^"  *  ^  +  yx^'"*"  * ) 

oder  nach  diesen 


4  a:C»»)  =  ar.ir(«-i)T^^"^^ 


gescliehen,  wo  das  obere  oder  tuitere  Zeichen  zu  nehmen,  je 
nachdem  or*— ^'y«=+l,  oder  ar«— ^'y*=— 1  ist.  Die  Anfangs- 
werthe  sind  or,  y;  ferner 

y^=ixy. 

Beyor  man  aber  die  Rechnung  ausfuhrt,  wird  man  den  ersten 

der  Nenner  v^  ^,  y", ,  weicher  durch  ^  theilbar  ist,  ermitteln. 

2tt  dem.  Eiide  bri^ucht  man  nur  die  kleinsten  Reste  dieser  Zahlen 
QÄch  dem'IUödulus  ^  zu  berechnen,  bis  man  auf  den  Rest  Null 
kommt    Ewige  Beispiele  werden  das  Verfahren  erläutern. 

Um  die  Gleichung  x"^ — 847^^=4:1  aufzulösen,    zerlege  man 
817  in  7.1  P»    und    schlage  in  der  Legendre'scben   Tafel  die 

jüftlil    7    anf •*  «IIa    nÄliAncf^liArtrloi«     7.otilAn      i* — >ft       ai—^^    twantlaan    Ao» 


Aus    der    letzten    Formel   folgt   nun   y(«)  =  5jf(»-') — 3f<*-* 
(mod.  11)  >  daraus  nach  und  nach 


?y=3(mod.  11.),  y=5.3=4,  y"35.4-^,  y^=5.^--4s4, 
yir=5.4_6=3,  y^=5. 3-4=0, 

aho  «^,  ^  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung  x^--Uly^=^^\ 
Qod  swar  ist  nach  den  obigen  Formeln 

a:' =8193151,  ^=2815-20 
(&  Legeludre  Table  X.) 


2«  ^^^ 

Ferner  ni  voi^kgt  ar«-245««-±l,  wo  *i5=5.7*.  Ni 
ist  «=2,  y=:l  Gir  j^»— 5^^=— I,  also 

xt-1=4xl.'--')   fj:'"-«). 

Man  erhält  sodann 

j,=  l  (mo,l.  7),  s'ee4,  jf»=3.  s-s'i.  j"ee4,  yr=4, 

,"sO,  sn<=o. 

Der  Nenner  y''^^ 
cbuug  mithin  nur  für  das  obere  Zeichen  liish&r, 

2'"=51841,^'=z3312 

als  die  kleinsten  Wurzeln  derselben.    (Legcndre  Table  X.) 

Ueberhaupt  leducirt  sich  die  AufluHung  der  (ileicbnn 
a-'— Jv*=i^  immer  auf  deu  Fall,  in  trelcheni  J  durch  kein  (fui 
drat  tt  eil  bar  ist 

Ware  z.  «.  ^=2.3».5M1M3,  so  »Örde  man  es  i 
2.3.S.I3.(3.5=.ll»)"  zerlegen,  die  Gleichung  ««—2.35.13.««=+ 
aufliisen,  und  den  ersten  der  Nenner  y',  y",  y", ...  ermitteln,  wc 
eher  durch  #=3.3'. II'  theithar  ist.  Das  letztere  geschieht  ai 
einfachsten  auf  folgende  Art: 

Man  beBtimme  in  der  Reihe  j',  jr/',  w", den  ersten  durc 

3  (heilbaren  Nenner  (y"'),  den  ersten  durch  5'  theilharen  («<"' 
den  er»:ten  durch  IP  thcilbiiren  t^*'''),  und  suche  die  kleinste  ZaI 
iV,   welche  den  Congrucnzen 

A"=0  (mod.  m) , 
N=Q  (mod.  n), 
JV=0  (mod.  p) 

zueieich  Genüge  leistet;  diese  durch  m,  n,  p  zugleich  (beilbai 
Zahl  siebt  die  Stellean,  »eiche  der  erste  durch  3.5>.]1>  thfli 
bare  Nenner  in  obiger  Reihe  einnimmt.  Diese  Regel  gründet  sk 
auf  die  folgende  Betrachtung : 

x'    af'    af 
Da  -7>  — Ä>   :«> die  vorletzten  NSherungsbrflche   in  di 

Iten,  Steil,  3teD Periode  för  \fA  sind,   so  ist  bekaoDtlie 

allgemein 

a:(-.) +y(-)  V^ =(jr' +  y' V^)", 

folglich  für  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  k: 


34S 

Wem  mm  «^)  der  erste  dareh  Mh^lbere  Neoner  ist,  so  wird, 
wcni  HMD  3f(<»)=s^C»)  setzt,  -^  der   vorletzte  Nähenugsbrach 

11  der  ersten  Periode  ffir  y/  d^Ä  sein ,  den  wir  durch  -yf  bezeich- 
nen wollen;  der  vorletzte  Näherunssbruch  in  der  A:ten  Periode 
\7jjia)  wird  also  durch  die  Gleichung 

At*)  +  Z(*)  V^»3=:(  JP  +  Z'  >r^A)^ 
bMtfmmt    Non  ist  JP  =  aK«»),  Z'=^,   folglich 
il^*) + ^Z(*)  Vi! = (a:W  +  y<»)  V-^"^ 

Mgt: 

iLsBeMkkaet  man  die  vorletzten  NäherongsbrflGhe  von  VA  in 
dis  rerachiedenen  Perioden  der  Reihe  nach  durch  ~7 » -r^y »  rsv  >  •— 

md  ist  --^  der  erste  dieser  Brüche«  dessen  Nenner  durch  die 
kcBshige^Z^  ^  theilbar  ist»  so  sind 


die  entsprechenden  Näherungsbrfiche  flir  V^^;  andere  Nenner 

als  diese  «<"*)>  f  ^^^»  y*"^ kdnnen  durch  ^  nicht  theilbar  sein» 

wie  laicht  erhefit. 

In  dem  obigen  Beispiel  muss  also  der  Stellenzeif^er  des  durch 
die  Zahlen  3»  o^,  11'  zugleich  theilbaren  Nenners,  ein  Vielfaches 
Ton  m»  n»  p  zu  gleicher  Zeit  sein,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Noch  mag  eines  Vortheils  gedacht  werden,  der  sich  bei  der 
Berechnung  einer  Tafel  darbietet. 

um  «•  B.  die  obige  Gleichung  ar*-^  ««=1,  wo  ^=2.3»  5^.11«  13, 
lafindOsen,  iSse  man  dieselbe  zuerst  für  A:=A'=^2.3.5,Vi  auf, 
und  leite  hieraus  nach  und  nach  die  Auflösungen  her  für 

A=z3^A',  3*.6M',  3*.5a5M'.   3«.5«.5«5M', 

2^Ji^JS^JS^dl*A',  3«.5«aS«6«.U*lPi<',  S^JSl^JS^JiUV.iVAVA' . 
Tkeil  III.  IT 


Wiil  man  die  AuflOsuDgen  der  Gleichung  ar" — A^  =  ±l  * 
A^ä  bis  ^^003  ÜTifien,  so  «ird  übrigens  die  Zerlegting  von 
immer  van  der  Art  eeia,  dass  man  es,  wean  mehrere  Factor 
vorkommen,  nur  niii  uiedrigeu  Putaazen  derselben  zu  tbun  hkt 


i 


Es  ist  noch  fibrig,  citilge  Bemerkungen  üher  Berechnung  ni 
Gebrauch  der  Tafel  zu  machen,  welche  dieser  Abhandlung  bi 
gef&gt  ist. 

Man  gebe  die  Werthe  von  i\'  in  der  Legcndre'schen  Taf 
der  Reihe  nach  durch,  und  betrachte  die  nebenslebeodeii  Wettl 
von  X  und  y.  Genügen  diese  der  Gleichung  x*— i>jj'=^ — 1,  od 
sind  sie  beide  ungerade,  so  wird  der  betreffende  Werfh  von 
ausser  Acht  gelassen;  denn  im  ersten  Falle  ist  einerseits  i 
Gleichung  fi»*— Ao»=J:2  (iir/A=:iV  uomüglicb,  andrerseits  i 
GlelchunE  (^*— Av*='  """^  tat  f=K,  A=l  lösbar;  im  and« 
Falle  istlieine  der  Gleichungen  fp^—hq^=jti,  fp^ — äo*=J 
möglich  (19.). 

Alle  Abritten  Werthe  von  N,  nSmlich  bis  zu  1(X)3,  be6Dd 
sich  in  der  ersten  mit  A  Qberschriebenen  Columne.  Die  sugefc 
rigen  Werthe  von  x  und  y  in  der  Legcndre'schen  Tafel  wi 
den  nun  entweder  so  beschaffen  sein,  dass  x  ungerade,  y  gerai 

oder  SU,  dass  x  gerade,  y  ungerade  ist. 

Iro  ersten  Falle  werden  die  Werthe  n,  n';  #,  #*,  welche  ii 
in  der  zweiten  und  dritten  Columne  beinden,  nnd  der  Gleicbn 
ffd^—(f'^*=:l  genfigeo,    durch  folgende  Relatioaen  anegediSd 

i(x+l)=fyd^,    l(ar-l)  =  p'd'«,  W  =  ls,  m'=^; 

indem  #  gemeiDschani.  Maass  vnn  ^(^e-f  I)  und  iy,  4f  daa  t 
t(:i;— 1)  und  'y  bedeutet.  Sind  die  Werthe  von  x  und  «  fl 
klein,  so  bestimmt  man  eines  dieser  Maasse,  z.  B.  #  sehr  »id 
und  findet  daraus 


sind  jene  Werthe  aber  gross,  so  kann  die  Ermittelung  dei  ( 
ineinschaftiicfaen  Factoren  von  i(x-t-l)  und  ly  eioi^  UmstSodlit 
keit  mit  sich  föhren,  namenllicli,  wenn  man  nicht  im  Besitz  ein 
Factorentafel  ist,  und  dann  empfiehlt  sich  durch  ihre  Einfacbk 
folgende  Methode,  die  ich  hei  der  Anfertigung  der  Tafel  fi 
durchgängig  angewandt  habe. 

Mao  stelle   die  Zahl  A  als  Product  von  Potenzen  absolut 
PrimuUMt  in.  aufdlMa  W«tor:  il=a-«^c7^....,  vui  dbidl 


245 

U^-t-I)  durch  das  PcoducI  aller  de i  Facta» n  von  J,  welche  darin 
nlgvbcD;  dieser  Tbeiler  ist  =:p.  die  Quadratwurzel  aus  dem 
nwtieDten  =■&,  </'  und  O'  findet  iniin  nach  den  Formeln 

,    ^     .    *y 


llierbei  ist  tu  bemerken,  da 
p-fl)   aufgeht,    die  Putenx   i 
D  das   Product   i(x-\-\).'{x- 
Fieiiuchaft lieben  Tlieiler  haben,  ist  durch  A, 


i,  ivenn  7..  li.  der  Primractor  a  itt  l 
ebenfalls  darin  aufgehen  wird; 
—1),  dessen  Factoren  Leinen  gfl< 
' ,  also  auch  durch  d^ 
kilbar.  Die  Kriterien  fitr  die  Theilharkeit  der  Zahlen  durch 
lUnzaUen,  wie  2,  3,  5,  7,  II,  leisten  hier  vortrefllliche Dienste. 
Fndet  man  übrigens  nach  vollzogener  Division ,  dass  } (j: -f  2)  ' 
"^^  Jidie  gewählte  Primzahl  nicht  tüeilbar  ist,  so  ist  diese  Division    | 

j|  unnütz  gemacht,  indem  dann  die  um  1  kleinere  Zahl  i(x— 1) 
dldurch  theilbar  sein  wird. 


Ist  X  e> 
duD  der  Uleichi 


Lde, 


y  ungerade. 


=  a  genügt 


e.  ?'; 


a  +  l=^e*«    ar— l  =  e'&'«    pp't^J,  y^e»* 


iiugedTGclit,  HO  6  das  grüsste  gemeinschaftliche  Maass  von  24~1 
imdy,  9'  das  von  ^  — I  und  y  ist.  In  Betreff  der  Bestimmung 
dieser  Werthe  verfährt  man  ganz  wie  im  ersten  Falle. 

Um  nicht  zwei  verschiedene  HauptrubriLen  zu  machen,  habe 
irb  dieienigea  Werlhc  von  A,  für  welche  gij*  — p'#'*:=2  ist,  mit 
nnem  bternchen  (*)   versehen. 

Noch  sind  folgende  im  Vorhergehenden  bewiesene  SStzc  b«i 
der  Berechnung  der  Tafel  mit  Nutzen  angewandt  wurden : 

I.    let  Ä=a'',  d.  b.  Potenz  einer  Primzahl,  so  hat  mau 

k1.  9'~A,  #=  V~iTl>     *'  =^  fü''  die  Form  a=8ni+7; 

^A,ii'  =  \,&'='*rx^-i.       *=«-|    für  ilie  Form  a^^H+3. 

[st  A^ia,",  d.  b.  das  Doppelte  einer  Potenz  einer  Ptint* 
n  hat  man 

Y^T^'i,   ^'^a'.    #=;VTTl.     *'=^  för  o=8m  +  7; 


der  Ansziebung    der    Quadratwurzeln    sind    Tafeln    der 
ahlen  uod  noch   verschiedene    andere  Vortheile  benutzt 


wordwi,  die  sich  hier  in  cl*r  Kürze  nicht  wohl  &ii|[tÖen 
Die  Tafel  der  Primzahlen  von  3  his  2063,  welch«  msii  i 
dinp's  AnfongwKrfinden  der  hr.hern  Arithmetikfii] 
ebenfalls  vortreffliche  Dienste  sel«'^'«'-  Merkwrirdigerwei 
in  dieser  Tafel  die  Primzahl  331;  eolUe  sie  in  Vegas 
cerer  Tafel  auch  fehlen? 

Uebrigens  tst  die  hier  befokte  Methode,  nach  weit 
Zahlen  meiner  Tafel  aus  denen  der  Legendre'scheu  he 
werden,  die  beste  Revision  der  letztem;  die  Werihe  voE 
«sind  fehlerhalt,  sobald  eine  Diviston  nicht  aufgehti^  o 
Quadrat  IT  urzel  sich  nicht  senau  autiziehen  las»t.  Auf  dies 
habe  ich  in  Legendre's  Tafel  folgende  Fehler  entdeck 

Bei  N=  94  lies  2143295  statt  S&43295, 

„  A  =  116  lies  9801  statt  9301, 

„  N=li9  lies  93(ß  statt  9303, 

„  iV=I71  lies  170  statt  70, 

..  Ar=;308  lies  351  statt  251, 

I  ^  JV=479  lies  13ß391  statt  139591. 

„  I9=^eiS7  lies  414766a  statt  41476S, 

..  i<r=1001  lies  1060905  statt  1050905, 

„  /r=271  lies  115974983600  statt  115974988600. 

„  A':^749  lies  10^0I0384W3  statt  1ÜS4GI638495, 

,    Noilil  lies  7293318466794882424418960  statt 

7^93318466794882^ 


Die  richtigen  Werthe  sind  nicht  durch  die  bei  den  ' 
gen  Zahlen  sehr  mühsame  Entwicicelung  von  y/N  in  eil 
tenbrucb,  sondern  durch  veischiedene  andere  Methoden 
worden.  Im  Üebrigen  kann  man  sich  auf  die  Werthe  < 
gendre'scben  Tafel,  welche  hier  in  Uetracht  gesogen 
ToUkommen  verlassen. 


Schliesslich  einige  Erläuterungen  übet  den  Gebraucl 
Tafel,  die  ich  olioe  fremde  Ufilfe  mit  grosser  Sorgfalt,  n 
aller  mSgUclicD  Gostcolle  berechnet  hwe. 


Es  sei  die  Gleichung /I* — Au*=l  aufzulösen,  yto  f  v 
gebeo«,  lelativa  PrlmzahleD ,  sind,  wd  das  Pivduot  A' 
ZM  1003  nicht  fibeKtei^ 


«17 

V  -fii-dto.  Filte  fsssl,  öder  is=l  findet  inan  die  kleinsten  War- 
Mi  all  Hilfe  der  L^gendre'schto  Tafel;  ivleshalb  sie  bier 
«Hgeaebloasen  werden. 

-  itt  weder  ^nech  A»:!^  so  eoehe  man  das  Prodact  A^fh  in 
der  ersten  Columne  unserer  Tafel.  Findet  man  es  dort  nicb^ 
oder  ist»  im  Fall  man  es  wirklich  findet,  nicht  die  doppelte  ße- 
dbgimg  erflliit»  dass  erstens  die  Zahl  A  ohne  das  Zeichen  (*) 
ilt,  iweitens  in  der  zweiten  Columne. sich  ^=^,  q'=^h  vorfindet, 
Mist  keine  Auflösung  möglich;  im  entgegengesetarteb  Falle  gfdbt 
die  dritte  Columne  die  klemstf»n.  Wurzeln  ^=dy  tt=d'  an. 

Sodimn  sei  die  Gleichung 

cegeben,  wo  /  und  h  wieder  relative  Primzahlen  sein  sollen,  auch 
oasP^odoet  A^^fh  nicht  grosser  ald  1003  ist. 

Ist  eine  der  Zahlen  f,  h  durch  4  theilbar»  (die  and^r^f  ntf^e* 
nde),  80  findet  keine  Auflösung  statt.  —  Sind  beide  Zahlen 
iDgerade,  so  suche  man  ^=/A  in  der  ersten  Columne;  damit  die 
Amlusung  möglich  sei,  sind  die  zwei  Bedingungen  erforderlich, 
daM  erstens  der  "Wertb  A  tnit  dem  Zeichen  {f)  versehen  sei, 
zweitens  in  der  zweiten  Columne  sich  9=/,  Q'^-h  vorfindet;  ist 
beides  der  Fall,  so  sind  die  kleinsten  Wurzeln  fr=^,  ti=^'  in 
der  dritten  Columne  angezeigt  —  Ist  endlich  eine  der  Zahlen  f, 
i  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  (die  andere  ungerade), 
z.  B.  A=2ir,  so  wird  man  das.  Product  /&  in  der  Tafel  unter  den 
mit  einem  Sternchen  versehenen  Werthen  nicht  vorfinden,  da  alle 
diese  Werthe  ungerade  sind,  es  folgt  aber  nicht,  dass  die  Auf- 
iSsoog  in  allen  lallen  möglich  sei,  vielmehr  ist  so  zu  scbllessen: 

Die  Gleichung 

/5P— 2A'tt«=2 

erfordert,  dass  I  gerade,  =2^  sei;  es  kommt  also 

4/i^—2A'tt«=2,  oder  ^fH^^h'u^-l. 

Man  versuche  also  die  letzte  Gleichung  mit  HGife  der  Tafel  auf- 
tolösen;  findet  man,  dass  sie  möglich  ist,  so  hat  man  unmittel- 
bar <=2^,  tt=ii  als  die  Wurzeln  von  der  Gleichung  /If*— äm*=2. 
Z.  B.  Es  sei  3f^— 94u^==2  gegeben.  Diese  Gleichung  reducirt 
flieh  auf  6/'«— 47ii«=l,  die  Tafel  giebt  H—U,  ti=6,  also  ist 
<=28,  ic=5  für  die  erste  Gleichung.  Ist  f  gerade,  so  versuche 
man  die  Gleichung 

4/'.(*-2A.tt'*=:l; 

findet  man  sie  möglich,  so  kommt  t=:<,  tf=2tt'.    Dieser  Einfach- 


heit  weeen  durOen  die  AuDilKun^en  iler  Gleichung  f&— 
(Sr  die  Fälle,  dass  f  oder  h  daü  Doppelte  einer  ung«rf|{ 
ist,  in  der  Tafel  ganz  übergangen  nerdeu. 

Sollten  f  und  h  nicht  reiatire  Primzftblen  sein,  so  fv 
tileichnng 

offenbar  unmüglich,   die  andere 

nur  dann  miielich  sein,  wenn  der  grcioste  f;emeinschalllicl 
ler  von  f  und  h  gleicii  2  wäre ,  und,  falls  dies  statt  fände 
die  Gleichung  sich  auf  die  schon  behandelte 

l/'.P-iA.u'=I 

reduciren. 

Die  Gleichungen 

Hind  einerlei  mit 

hu^-~fK*=\,  A«''-/i»=2. 

unter  welcher  Form  man  sie,  um  Irrungen  zu  vermeiden, 
Auflösung  darstellen  wird. 
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Tafel 

der  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichungen 

von 
««'=3  bii)  99' =1003. 


A 

r-9' 

*:#* 

•3 

3:1 

1:1 

6 

3:2 

1:1 

*7 

1:7 

3:1  . 

•11 

11:1 

1:3 

12 

4:3 

1:1 

14 

2:7 

2:1 

*15 

5:3 

1:1 

IS 

9:2 

1:2 

*19 

19:1 

3:13 

20 

5:4 

1:1 

21 

7:3 

2:3 

22 

11:2 

3:7 

♦23 

1:23  \ 

5:1. 

*27 

27:1 

1:5 

28 

4:7 

4:3 

30 

6:5 

1:1 

•31 

1:31 

39:7 

33 

3:11 

2:1 

34 

2:17 

3:1 

I 


A 

e-c' 

*:»■ 

•35 

7:3 

1:1 

38 

19:2 

1:3 

39 

13:3 

1:3 

42 

7:6 

1:1 

■43 

4.1:1 

9:59 

44 

4:11 

5:3 

45 

9:6 

3:4 

46 

5:23 

78:23 

- 

7:1 

1:7 

5:9 

3:11 

3:2 

1:1 

2:9 

3:23 

60 

2:1 

62 

2:31 

4:1 

•63 

9:7 

1:1 

66 

33:2 

1:4 

•6? 

67:1 

27:221 

68 

17:4 

1:2 

69 

3:23 

36:13 

70 

14:3 

rT7r" 

3:3 

•71 

59:7 

72 

9:8 

1:1 

•75 

3:23 

3:1 

76 

4:19 

83:39 

77 

11:7 

4:5 

" 

p:»' 

»:» 

78 

3:26 

3:1 

•79 

1:79 

9:1 

•83 

83:1 

1:9 

84 

28:3 

1:3 

86 

43:2 

11:51 

•87 

29:3 

1:3 

90 

10:9 

1:1 

•91 

7:13 

15:11 

92 

4:23 

12:5 

»3 

31:3 

14:45 

91 

2:47 

732:151 

95 

3:19 

2:1 

98 

2:49 

5:1 

•99 

11:9 

1:1 

102 

51:2 

1:5 

•103 

1:103 

477:47 

105 

21:5 

1:2 

•107 

107:1 

3:31 

108 

4:27 

13:5 

110 

11:10 

1:1 

111 

37:3 

2:7 

11-2 

16:7 

2:3 

114 

57:2 

3:16 

•115 

23:5 

7:15 

116 

29:4 

13:35 

117 

13:9 

5:6 

118 

59:2 

61:377 

•119 

1:119 

11:1 

•123 

123:1 

1:11 

A 

p:e' 

#:»' 

121 

4:31 

7611:273 

126 

9:14 

5:4 

•127 

1:127 

2175:  IM 

läa 

43:3 

14:53 

•131 

131:1 

9:IU3 

132 

12:11 

1:1 

133 

7:19 

43(1:261 

111 

67:2 

33:191 

•133 

5:27 

7:3 

13S 

6:23 

2:1 

"139 

139:1 

747:88(17 

140 

4:35 

3:1 

141 

3:4- 

4:1 

142 

2:71 

6:1 

•143 

13:11 

1:1 

US 

73:2 

1:6 

147 

49:3 

1:4 

148 

37:4 

1:3 

151) 

25:6 

1:2 

•151 

1:151 

41571:3383 

193 

9:17 

11:8 

154 

22:7 

22:39 

155 

5:31 

5:2 

15Ü 

13:12 

1:1 

15S 

2:79 

44:7 

•159 

53:3 

5:21 

liil 

23:7 

16:29 

162 

81:2 

11:70 

•163 

163:1 

627:8005 

IM 


A 

e;e' 

#;#' 

164 

41:4 

5:16 

165 

15:11 

6:7 

16l> 

83:2 

3201:20621 

•16? 

1:167 

13:1 

•171 

171:1 

1:13 

172 

4:43 

1741:531 

174 

6:29 

11:5 

•175 

25:7 

9:17 

177 

3:59 

102:23 

178 

89:2 

3:20 

•179 

179:1 

153:2047 

180 

9:20 

3:2 

182 

14:13 

1:1 

183 

«1:3 

2:9 

184 

S:S3 

39:23 

186 

31:6 

11:25 

•187 

187:1 

3:41 

ISS 

4:47 

24:7 

189 

7:27 

2:1 

190 

19:10 

37:51 

•191 

1:191 

2999:217 

194 

2:97 

7:1 

•1») 

lä;W 

1:1 

198 

99:2 

1:7 

•199 

1:199 

127339:9041 

201 

67:3 

62:293 

203 

29:7 

1:2 

204 

4:51 

25:7 

905 

5:41 

63:22 

A 

f-e' 

»:& 

206 

2:103 

122:17 

207 

9:23 

8:5 

a» 

11:19 

46:35 

21U 

15:14 

1:1 

-211 

211:1 

3lti2I:527S83 

212 

63:4 

25:91 

213 

3:71 

180:37 

214 

107:2 

57003:416911 

•215 

6:43 

3:1 

217 

7:31 

521:249 

•219 

3:73 

5:1 

220 

5:44 

3:1 

221 

17:13 

7:8 

222 

3:74 

5:1 

•223 

1:223 

13:1 

•227 

227:1 

1:15 

228 

76:3 

1:5 

230 

46:5 

1:3 

•231 

77:3 

1:5 

234 

9:26 

17:10 

•235 

47:5 

1:3 

236 

4:59 

265:69 

237 

79:3 
2:119 

38:195 

238 

54:7 

•239 

1:239 

2489:161 

240 

16:15 

1:1 

242 

121:2 

9:70 

•243 

243:1 

17:263 

244 

61:4 

3805:14859 

A 

P:?' 

&:Q' 

3i9 

49:3 

23:72 

246 

123:2 

19:149 

•247 

13:19 

81:67 

248 

8:31 

2:1 

249 

3:83 

J194:227 

•251 

251:1 

121 :  1917 

252 

4:63 

4:1 

253 

23:11 

8370:12103 

254 

2:127 

8:1 

•255 

17:15 
129:2  " 

1:1 

258 

1:8 

259 

37:7 

107:246 

260 

65:4 

1:4 

261 

9:29 

3267 :  1820 

262 

131:2 

633:5123 

•263 

1:263 

3?3:23 

264 

33:8 

1:2 

266 

7:38 

7:3 

•207 

267:1 

3:49 

268 

4:67 

24421 :6967 

270 

54:5 

7:23 

•271 

1:271 

340551:20687 

272 

17:16 

1:1 

273 

91:3 

2:11 

275 

25:11 

2:3 

276 

12:23 

18:13 

278 

139:2 

3:25 

■279 

9:31 

13:7 

282 

6:47 

14:9 

A 

r-(/ 

»:»■ 

•283 

283:1 

699:11759 

284 

4:71 

1740:413 

385 

29:15 

8:9 

286 

22.:  13 

113:147 

•287 

1:287 

17:1 

•291 

291:1 

1:17 

292 

73:4 

135:534 

294 

49:6 

7:20 

295 

5:59 

450:131 

297 

27:11 

30:47 

299 

13:23 

4:3 

300 

4:75 

13:3 

301 

43:7 

261556:648261 

3«ä 

2:161 

1034:119 

•303 

101:3 

5:29 

3115 

5:61 

7:2 

306 

18:17 

1:1 

•307 

307:1 

537:8489 

308 

41:7 

2:5 

309 

103:3 

17654:103443 

310 

10:31 

206:117 

•311 

1:311 

4109:233 

315 

9:35 

2:1 

316 

4:79 

40:9 

318 

6:53 

3:1 

•319 

29:11 

667:1083 

321 

3:107 

6:1 

322 

2:161 

9:1 

•323 

19:17 

1:1 

3a 


A 

p:p' 

9:»' 

326 
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XX. 

Tcrzcichnunj?  der  n^comctiisclien  Pro- 

Jcctioncn  der  Oberiläclien  der  zweiten 

Ordnung,  vermittelst  Anwendang  der 

Theorie  der  IlmliiillnnKscnrven. 

Von 
Herrn  C.  T.  Meyer, 

Berg werbscaiiiliila lull    ku    Ftcibcrg. 


Obgteicl)  ich  in  der  im  Islen  Helle  des  (Iten  Bandes  dies«* 
<|AVnats  befindlichen  Alihandluiig  filier  die  Anwendun«  der  Theo- 
'■«  der  Unih(illiingscur>-en  auf  die  Schnttenconstructioiien  ervvlilintej 
iu»  die  Beschreihung  der  Anwendung  duI^  die  geometrischen 
CoMtructionen  besser  in  einem  besondem  Werke  aber  Axono- 
"ftrie  erfolgen  würde,  so  bat  sieb  doch  gereist,  dase  ein  «olche« 
Werk  enger  in  seinen  Urenzeti  gebtkllen  iverilen  niusK,  ab  dnss 
die  Verzeichnungen  mit  Auf-  und  GnindrisiK  durin  Platz  linden 
Uaiten.  Wenn  nun  auch  die  Zeichnunramethode  durch  Uiiibat' 
lluscntre  namentlich  vereinfachend  auf  die  azonnmetrischen  Dai^ 
»eilungen  der  Uberflächen  'iter  Ordnung  einnirtit,  welche  a 
itm  nur  eebr  mQhssni  durch  einzelne  Schnitte  oder  inebrfachei 
L'ilzeicfanen  verschiedener  Projectionen  hergestellt  nerden  Ict1nij> 
l«i,  so  ist  der  Nutzen  für  die  Uarütellun^en  mit  Auf-  und  Grundl 
ntm  doch  gCH-ise  auch  nicht  zu  vernaeblilssigen ,  und  ich  gebi 
daher  (zumal  da  eich  die  Herauseabe  obengenannten  Werkea 
dinrb  verschiedene  eingetretene  Hiiiderniase  noch  einige  Zeit  ver- 
lilgern  durfte)  in  folgender  Abhandlung  eine  Anweisung  über: 

Ute  Anfvendun;;  der  Theorie  der  Omhüllungscurveif 
auf  die  »enmetrische  Verzeichnung  der  Oberflächeti 
'Jter  Ordnung. 

Ich  beschäßise  micti  hier  hios  mit  den  Körpern  oder  Ober. 
(Ufcben  der  2len  Ordnung,  obgleich,  wie  echon  aus  dem  früheren 
Aufaatie  bervorgehl.  auch  für  kurper  und  namentlich  fi'ir  ilotations' 


kürper  anderer  OrdnuneeD  Anwendung  eeniiicbt  werilea  li|^^| 
aber  erstens  würde  ich  blos  noch  einxcliie  Fälle  anrdhrcn  krmno^^H 
das  We6mtlich<;  nl»  theils  Kchmi  bekannt  und  tbeils  als  au»4^^| 
Folgenden  etsicbtiicb betrachtet  werden  kann;  und  zwciletis^^^| 
den  diene  genioi«  wenig  praktiecfaen  Nutzen  gewähren,  daMJ^^^ 
dergleichen  Kr>rper  igelten  vorkoiumen,  &U  auch  am  Ende  di«  ^^^| 
«infachung  nicht  sehr  bedeutend   sein  wird.  ^^H 

Zu  den  Uberlläcben  der  2len  Ordnung  gehüren  di«  (tf^^l 
«chen  (der  Kreiti  nl«  zur  Gattnng  der  Ellijisen  gebttrend  bell^^H 
tet)  Kegel  und  ('yünder.  die  Eltipsoide.  U^iterbololdö  beider  9|H 
die  elliptischen  und  by()erbultscben  Puraboloide.  Di«  elti|>tbdi^^ 
Kegel  und  Cytlnder  iluergebe  ich  wegen  ihrer  schon  jetet  Um  1 
einlachen  Darstellung,  so  dass  ich  mich  im  F'>lg<>nden  bloa  alt  J 
den  zuletzt  genannten  Oberflächen  zu  lieschlif'tigeii  habe.  | 

Ich  gebe  hi«r  nipht,    wie  in  dem    frilbwen  Aufsätze,    wo  « 
wir  mehr  nur  auf  die   Begründung  des    Priiidf»,    gtetebsam  wie 

Siir  djetiruiidsteiDlegnng,  uiikam,  von  einfacbeni  l'iilten  >»'*•  saiu 
em  nehme  gleich  die  schwierigsten  an,  Wa«  die  Formelnblei- 
tpflg.  d«ti  Beweis  des  Verfuhren«  betrifft,  welches  ich  rin«tchla|;0t 
«n  werde  ich  midi,  um  VViederholuüsen  »uü  dem  frühem  Auf- 
«atxe  möglichst  zu  verint'tden,  blos  aiifWenimM  h«Mchrllnhen,  und 
Bwar  m!1I  ich  dieses  der  Ueutlichlccit  halber  idrht  mit  der  Bescfatti- 
bung  der  Zeichnung  vermengen,  sondern  hinterher  besonders  an- 
führen; namentlich  ist  diess  beim  hyperbolisuben  l'arabuloid  nüthi^ 
über  welches  früher  noch  gar  nicnts  getsagt  wyrtle. 
|izue'rwfibnen,ebeich«i  '"  '  ' 
n  gcomelriscb« 
g^Bi^B  i.-K'.T  geneigten  EU  _ 

lidera  beschrieben  lisbe ,  m  weit  M  i 
VeratSndniss  unbedingt  erfordert;  doch  sind  sie  in  den  Figona 
überall  ausi^fSbrt,  wo  man  sie  leicht  wird  verfolgen  Idtnnaa. 
Uebrigens  sind  die  Biichstahen  im  Aufrisse  zur  leichtem  Unter- 
Kbeiaung  der  des  Grundrisses  immer  mit  einem  Index  nntea 
versehen. 

Aufgabe  1. 
Verzeichnung  eines  Ellipsoids,  dessen  Dnrch* 
schnitt  durch  die  Mitte  der  Hauptaze  (natarlicb  recht; 
winklig  zu  derselben)  in  Taf  IV.  Fig.  1.  durch  die 
Ellipse  CDEF  (im  tirundriss)  und  die  ifanptaxe  selbst 
durch  AiBi  (im  Aufriss)  gegeben  ist;  die  Stellung  des 
Ellipsoids  gegen  die  .\urri  nsebene  ist  sogleich  in  der 
Stellung  der  Ellipse  C/>£F  bestimmt;  der  Neigungs- 
winkel, unter  dem  die  Projection  erfolgen  soll,  sei 
=JiAy.  die  Richtung  der  Neigung  =AR.  Um  den  Stand 
des  Ellipsoids  gegen  die  Uasisebene  zu  bestimmen, 
muäsnoch  einDrebungsp unkt  oder  eineDrehungssxe  ge- 
geben sein;  wir  nehmen  derEin  fach  hei  t  halber  denPunLt 
Ai  alü  solchen  an;  ist  ein  anderer  Punkt  gegeben,  so 
erschwert  diess  die  Aufgabe  gar  nicht,  wie  wir  aus  den 
lolgenden  Beispielen  sehen  werden;  ist  jedoch  die 
Aufgabe  so  gest-elU,  dass  ein  gewisser  (der  unterste) 
Punkt  des  Ellipsoids  «nftreffen  soll,    so  mnns   dieser 


erst    nach   der    ol 

hierher   g*bürl. 

Auflösung.  Man  verzeichne  »ich,  um  xuerst  die  Uarstel- 
lunj;  im  Grunünss  lu  erhnlten,  ilie  Axe  in  ihrer  jieneigten  Stel- 
lung als  ab  (durch  Ana  Prolil  AB^)  und  hierauf  deji  durch  den 
Mittelpunkt  rechtivinktij;  zur  Axe  geleaten  Schnitt  CÜEF  durch 
die  Kusaiiuneiigebririgen  Duri^hmesser  GH  und  JK  als  ghili  (in- 
•nretn    nämlich    xusanimengehürige    Durchmesser    in   jedeT    Pro- 

iection  der  Ellipse  nieder  /.usammen gehörige  Darchineeser  gehen). 
Ke  Punkte  i,  k,  n  und  A  erhält  man,  wie  man  leicht  ans  der 
FiKur  sieht,  cbenialls  letniittelat  des  Prolils,  indem  mau  sich 
JK.  als  7.iA.'^und  //f^  uls  U.fi^  verzeichnet,  (meofem  man  AH' 
=  0,//i.  ^K=  O^Aj  etc.  raucht).  Sodann  errichte  man  im  Mit- 
telpunkte n  ein  Perpendikel  auf  ik  als  denijeni<:cn  Durchmesser 
der  Ellipse,  der  in  der  Richtung  der  Axe  ab  liegt,  wozu  man 
•oeleich  0^1}  benutzen  kann,  gebe  ihm  die  Grösse  oi:=o/t  aliiop 
ono  (rüge  die  (ürilsse  der  Hypulenuse  bp  auf  die  verlängerte  ab 
iUit  oa  niivh  lieidcn  Seiten  von  o  aus  auf.  Beachrviht  man  nun 
au6  ^A,  als  dem  zu  ik  zugehürigen  Durchmesser,  und  ifq  als  xa- 
s;tmmeni;<:hririge  Durchmesser  ilic  Ellipse,  so  ist  die  seo metrische 
Darstellung  im  Grundriss  fertig.  Es  ist  offenbar,  dass  man  die 
Ellipse  !//uk  nicht  er^t  aus  den  gefundenen  Durchmcssero  </h  und 
iA  zu  verzeichnen  braucht,  um  die  Conturen  des  projicirten  Kör- 
pers tu  der  Ellipse  gh^g  herzustellen;  doch  wird  nfan  es  immer 
ricbon  des  Bildes  wegen   thun. 


Um  den  Aufriss 
cirte  llauplavti  ab, 


verzeichnen,  trage  man  vorerst  die  proit- 
vie  die   Durchmesser  y/i   und  ik  als  ffifti, 
g.üi    und"i\ij    in   Aufriss  und   verzeichne  sich  nm  ij|A,  und  i^i^ 
au  zusiimraengehürige  Durchmesser  die  Elliiise  f/iAiiiki,    welc1w^_ 
die  PrnjecKon  von  gkik  im  Grundriss  ist.     Man  verllhrt  nun  gaiu  1 
Ähnlich  wie  vorher,  nur  mit  dem  unterschiede,  dass  man,  da  hier  f 
d«r   xn    i,f|,    als    dem    auf  der  verlängerten    Axe   0,6,  gelegenen  j 
l>urrhmesser,  ' zuiiehnrige   Durchmesser    H^ri    nicht    gegeben  ist,  | 
solchen    erst   verzeichnen    muss,    was  sehr  einfach   durch   Hutbk  L 
rnng  einer    (oder  sicherer  mehrerer)   Parallcllinie  mit  Siti    in  dsf 'I 
Ellipse   geschieht.    Man    trägt  die    Grösse    s,«i     rechtivmkllg    >ir'1 
«,61  als  a,rii,  auf  und  macht  dann  o,iCi  gleich  der  Hypotenuse  Ä|n^?  i 
wotuif  man   aus  iC|Uti  und  i/jti,   die  gesuchte  Ellipse  zeichnet,      v  | 

Will  man  sich  non  im  Grund-  und  Aufriss  noch  die  Axotf  1 
cd,  r/  und  Cid,,  eifi  angeben,  so  ist  diess  sehr  leicht,  aber  ohnV  j 
wesentlichen  Nutzen,  da  die  deutliche  Vorstellung  namentlic*  ] 
durch  die  Ellipsen  ghik  und  ^iA,t,/-,  hewirkt  wird. 

Eine  etnas  verschiedene  Cnnstructinn  namentlich  hinsichtliclii  1 
des  Aufrisses  muss  man  anwenden,    wenn  die  Ellipsen  gkik  noA 

^|Ä,ii/-j    gar  nicht  verzeichnet  werden  sollen,  wodurch  aber,    wt«    1 
ereits  erwähnt,    die  Deutlichkeit  des    Bildes  viel  verliert; 'auch 
ist  die  Ersparniss  im  Zeichnen  sehr  gering,  namentlich  da,  wenn 
man   wenigstens  die   Axen    CD,    EF  angeben   will,    auch  deren 
Finduiig   wieder    etwas  mehr  Constructinn  verursacht.     Ich  führ«    ' 
ifcipp  .vttnBtnirfifTi   bloa  an,    um  su  Higea.    dua  nan,    weitn 


ilaraal  ankommt,   zur  geometriscbe»  Darstellnng  fflfi«s  EIK] 
nicht   eine   einzige  kniiiime  Liuie  als  Hfilhliuio  bedarf. 

Uie  Verzeichnunir  der  Üussern  Cnntiireii  iinttnindrifis  Ist  ^anz 
früher,  nur  dasa  man  die  Ellipse  nicht  aus  ik  u»Atih  vcrzcicbuet, 
dein,    »ill  man    die   Axcn    CD,    EF  in  der  Projection  aaj^l 
solche  erst    tnif  Ühnliche  Weise  ivie   die  Otirchiuefiser  gh  und' 
ünden   masw   (nas  jedoch  in  der  Fignr   auf  Taf  IV.  Rg.  2.  -"^ 
auBgetiihrl    ist.    da  sonst  zu   viel  Linien  znganimeiikoiumen 
deu).     Um   nun  alier    den  Aafribs   dursustellen,    vt;r(iilirt  ni&U 
gendermaseen :     Man    ziehe  im  (irundri^s  die  Verbinduneslinlt. 
und  verzeichne  diese  als  iihi  indenAul'nsä,  deren  Ditrchschnli 

Sunkt  Ml  mit  der  jirojicirteii  Ale  o,//!  miin  iii<^der  als  r»  in  daä 
rundrisa  trügt;  zieht  man  nun  mn,  so  ist  oSi^'nhar,  ilass  die 
ProjectioD  dieser  Linie  im  Aufrisei  auf  aA  fiilll.  Fast  noch  ein- 
fachet  kann  mau  die  Uichtuntc  von  om  durch  die  Tracen  Iieslim- 
men,  indem  man  den  Durchschnitt  einer  rechlivinkli^  zum  Aof- 
riss  durch  a^b^  ^ele^ten  Ebene  mit  der  Ellipsenehene  ghik  aachl. 
Den  Punkt  in  trügt  man  in  die  gegebene  Klliiise  CtJiCF  als  M 
(indem  üf  In  JfJ  lieL'cn  muss)  »nd  zieht  ST  und  den  zugeh'iH- 
gen  Durchmesser  VV,  worauf  mun  beide  Durchmesser  ui^er  In 
die  (■fundriss[ir«jeutioii  überträgt,  wobei  sich  U  sehr  leicht  durch 
di«  Pitrallelen  "tt  und  S>  mit  AR  ergebt,  uv  aber  "ie  genülili- 
Kcb  {d.  i.  »ie  9A,  ik  etc.)  durch  das  Prolil  gefunden  iverden  ni 
(in  der  Figur  lallt  hierbei  Dg,  auf  A'^  und  fJ^anfJ^.  da  der  Fi 
"     ■        "  ''   ■         n     r  oder   (7  nur  unmerklich 

inA   ur    verzeichnet  man   nun 
>  sodann  die  weitere  LSsung  mit 


punkt  eines  Peqtendlkels  < 
oder  J  diCTeriren  wird).  i( 
Aufriss  als  j|f|  und  «,r,,  1 
frühem  zusammenfallt. 


luren 

ÜllB-     , 

4 


Der  Beweis  zu  dieser  Zeichnungsmelhode  gebt  sogleich  aiu 
der  letzten  Aufgiibe  des  vori[;en  Aufsatzes  hervor,  wo  wir  die 
(iicichung  der  umhüllenden  Curve 

£!__  +  »'_i 

-.2  _l_  .,2  h  T     ß ' 


fanden,  wenn  Ellipsen  ähnlich  ikffh  (oder  Im  Aufriss  iik,o,, 
auf  ab  nach  dem  Gesetze  der  VcrSuderung  der  scbiefwinklif 
Ordinaten  off  oder  nk  in  einer  EIMpse,    die  man  sich  um  ab  «L. 

?fA  als  zusammengehürigc  Durchnicsscr  beschrieben  denken  kan 
ortscbreiten,  und  wenn  n  die  halbe  Axe  oa^ob,  /den  hatbT 
Durchmesser  og=:oh  und  nl  den  auf  ab  fallenden  halben  Darel 
messer   ai7=ok    der    Ellipse    nhik  bezeichnet.     Dass  hier  aber  | 

der  Protection  eine  Ellipse  als  Contur  gesucht  wird,  die  : ^ 

rallel  rail  ghik  dureh  die  Ajie  oA  geführten  Schnitte  einschlieu 
und  sich  diese  nach  einer  Ellipse  um  abgh  ändern    werden  (odd 
11m  irgend  eine  Ellijtge,  die  man  aus  einem  Durchmesser  der  f^ 
lipse  ikffh  und  nb  zieht,  was  ganz  auf  dasselbe  htnauskonunt)  I 
darf  weiter  keines  Beweises. 

Aufgabe  ± 

Darstellung  eines  um  den  Punkt   /*    (Taf,  V.  I 

anler  einem  Winkel  ^HPN  in  der  Richtung  PR geneiM 

ten  Hyperboloids  mit  einem  Mantel,    itenn  die  Grnaq 
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flJIche  unil  ihre  Sletliiiie  lur  Aufrissebsiie  ilui<:li  die 
Ellipse  CDEF.  dieHiilie  Auxch  A^B^  uimI  die  ProjeetioB 
hu  Üalbkreises  für  eine  gleiche  Steiluug  wie  CDEF 
Jurcb  LiMi  gegt:beu  ist 


lagiaSren  Axe 
IvperUelRchnitte  dnrth  die  Äxe  die- 
duher    zugleich    eine    constantu    Axa 


Ferner  irini  noch   die    Grüese  de 
[irekhe    für 
lelbe   hiciüt 

des  Kür|iers  bildet)    als  durch  2  0,  Q,  gegeben 
l!!e«BUt.") 

AuflCaiiifg.  Es  ist  offenbar  durch  den  PunLt  P  nichla  ala 
die  Diebuiig^sse  Vft  gt^geben,  venu  man  Pp  rechhi inLIie  zu 
PR  liebt,  und  niiiii  kuiin  duher  eben  so  gut  sagen,  es  soUdaa 
HyperboJD'id  um  den  l*mikt  p  der  mit  Pll  parallel  duri:h  A  gexo- 
jenen  Linie  AR'  i;eneL^t  nerden,  voi  wo  aus  man  aich  am  pas- 
Wodsten  das  ProÜI  rereeitihiicn  wird,  durch  ivelches  man  die  Axe 
!d  ab  und  die  Elli|isenprojei'lii)ii  von  fjDEF  ganz  nie  oben  in 
fhik  erbnil;  um  b  wird  als  obere  Ellipsenprojection  eine  TQit  ghik 
ideDtiaL'bc  (d.  i.  gleich  grosse  und  gleich  gelegene)  Elltpse  ge- 
logeo.  Es  ist  nun  diu  die  seitliche  Conlur  gebende  H^-perbd  als 
Verbindungslinie  diesi-r  2  Ellipsen  zu  bestimmen.  Hierzu  ist  es 
erlbrderlich ,  sowohl  die  Protection  der  imaginftren  Axe  QyQf, 
ivelclie  man  leicht  in  ifq  erhiilt,  als  auch  die  nach  dem  Halsbreis 
rerjSnßlen  Grüssen  vuii  oh  und  ik  zu  kennen.  Die  Verjünjiutie 
Ist,  nie  man  leiebt  einsielil,  durch  die  Linien  Oijtf.  und  AiJ^ 
legcben,  und  es  wird  sonach,  trügt  n»an  auf  eine  beliebige  Linie 
tS=A,Ji  Und  a<x:^f\Mi,  verbiadet  ig  und  Sk  und  zieht  die 
Parallelen  (ii;  und  ^i,s:oy=^oi^<i''l  die  eine  und  oi:^o%^^m  die 
iMiere  gesuchte  Axe  im  Hiilskreis.  Es  giebt  uun  für  die«e  Weithe 
Ke  Theorie  der  Unihüllunj^scurren  den  Ausspruch:  Die  beiden 
ujsajam  enge  hörigen  Durchmesser  der  gesuchten  Hyperbel  erliSit 
van  in  y\  und  einer  Linie  von  o  aus  nach  beiden  Seiten  auf  ab 
Mfftetrsgen ,  deren  (>rüssc  durch  y/ otf^—oi^  (also  durch  die  Ka- 
thete eines  rechtwinitligcn  Dreiecks,  von  welcliein  die  Hypotenttse 
— 0f ,  die  iiiiilere  Kathete  ^ui  i^l)  gegeben  ist.  Ist  aber,  wie 
'natt  oi>»y,  so  decken  die  Ellipsen  die  H\'periiel  und  e^  wird 
Mkhe  g«r  nicht  sichtltar.  Zeichnet  man  das  Hyperboloid  als 
[MvKlIScti«,  so  ersieht  sich  noch  eine  Ellipse  oder  i  Ellipsefi- 
Mgai  in  dein  Tbeile,    wo  »ich  beide  Endelllpsen  fiberschikeiden. 


*)  Anni crliu n g.  Man  liRnn  aie  Iriclit  buh  dm  frähcra  Annahmon 
Snden.  ihre  i[iGci«llo  Angabe  aher  fcclinrt  jeden  fall»  (ur  ViilUtändigkeiC 
let  Aiifgulic.  Siilttc  lie  nicht  gegeben  noin  (wie  e*  bei  Aufnühmen  tu- 
weilen  Torknininen  kann)  und  man  will  «ie  nnth  nicht  er«I  (i.  Anhang 
I«  Sclireiher'i  itBritellcnder  Geainetrie)  finden,  lO  (elj;t  die  fallende 
Infgabe  ein  Vorfabren,  wie  man  lich  in  der  Auiföhrung  der  Zeichnaog 
l«Ibit  hetfen  kann.  Für  den  Fall,  da»  die  imaginäre  Axe,  nlier  nicht 
jcr  HnUkreii  und  dndurch  die  nach  dm  vericbiBdeuen  Verticaiachnilton 
laritreoden  reellen  Axen  gou:chen  sind,  findet  äbenll  da«  umgebehrle 
l'erhältnilia  iiatl,  ntiche«  leicht  zn  abalrahirco  i<t;  ich  aehe daher gäns- 
iijli  dBTon  ab,  «nma)  ci  seilen  rnbomiBen  *riv4,  aoA  oigentlirli  lieMr 
rai  «Hlfenil  Hef(< 
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Man  suche  die  GrOue  von  yTw^—oii^,  indem  man  o.T^otmiLcl 
und  trage  ox  von  o  ans  Dach  beiden  Seiten  auf  aft  als  oj  ai 
worauf  fnati  um  yx  und  2o|  als  zu8aRimengelirtrii;e  UurchmeM 
eine  Ellipse  beschreibt,  die  von  den  Scfaeitet|iunl(ten  y  und  j 
H-eit  hereingebt,  bis  eine  Berührung  mit  den  EndellipsenprqiM 
oiien  stattfindet.  Für  den  Fall  in  —  ui)  ist  die  Zeichnunf;  dut 
die  der  beiden  Endellipsen  sogleich  beendet.  In  cd  und  ef  < 
hält  man  die  Projection  der  Ellipsenaien  CD  und  EF. 

Für  die  Verzeichnung  im  Anfriss  erhält  man  aus  dem  Gnu 
tUb  durch  Uebertragung  leicht  die  Ellipse  Q|A,ii^|,  die  Kutp 
aienprojection  a,bi  und  di«  sich  als  y.r/,  darstellende  imagtn] 
Aie,  TTorauf  man  um  b,  eine  der  q,A,/iA-,  identische  Ellipse  seil 
net.  Hierauf  ziehe  man  in  ^lAitjA^  den  zu  *|fi  gehilrigen  Don 
measer  uiv,  und  suche  die  (irilssen  der  gleicbliegenden  Dan 
messer  im  Halsttreise,  Indem  man  aiSi^^AJ,  und  n((*i=Oii 
macht  und  Parallelen  pii;,  und  ^|F|  mit  J,f|  und  d,Ui  zieht,  wi 
dann  Oii^  und  a|C,  die  gesuchten  lirnssen  sind,  «eiche  man  lll 
0i9,^Oi^,  und  o,(Fi  =  o,ri  an  die  ihnen  zukommeaden  PlItN 
trägt.  Construirt  man  nun  aus  o,ai  und  o,f/,—a,pi  ein  r( 
winLIiges  Dreieck,  so.giebl  0|p,  die  Grilsse,  welche  man  von  o, 
auf  0]4i  und  auf  OjO,  aU  Oi«,  auHragen  muss.  um  den  zu  ^^ 
sugehürisen  Durchmesser  der  zu  Terneichnenden  Hyperbel  xu  tk^ 
den-  Aus  den  zusammengehüriaen  Durchmessern  ^i<pi  und  ci|4 
zeichnetman  die  Hyperbel  ara  leicbtesteo  dadurch,  dasa  man  vH 
dieses  Kreuz  ein  Parallelogramm  coustruirt  und  durch  dessen  Etil' 
punkte  die  Asymptoten  zieht,  aus  denen  man  von  %ii  und  ^ 
ohne  Scbivierigkeit  die  Hyperbel  verzeichnet. 

Wir  haben  es  hier,  hinsichtlich  der  Ableitung  der  Gleicl»»i|1 
fflr  die  neue  Hyperbel,  mit  Ellipsen  ähnlich  ghit  fim  Anfnu  ' 
ffihiijki;  ddch  tvas  \am  Grundriss  gilt,  gilt  natürlich  auch  vom 
Aniriss,  daher  hierauf  weiter  keine  Rücksicht  genommen  iverdeo 
wird)  zu  tbun,  die  auf  ab  nach  einer  Hyperbel  fortschreiten, 
welche  man  sich  aus  den  zusammengehorpgcn  Aien  97  und  yx 
verzeichnet  denken  kann  (da,  wie  bereit«  erwähnt,  zusammen- 
gehörige Durchmesser  eines  Kej;el Schnittes  auch  in  der  Prüjection 
zu  sammeng  eh  ciriir  bleiben).  [Nennt  man  nun,  nie  früher,  dw 
neuen  Coordinaten  der  Umhtillungscurve  x  und  y  (wo  aber  augciS' 
scbeinlich  x  die  Ordinalen,  y  die  Abscissen  werden),  die  van'  '"■" 
Entfernung  der  Ellipse  vom  Punkte  o  aus  a,  die  ähnlich  ag 
ai  gelegenen  halben  Durchmesser  der  Ellipsen  /  und  *U  und 
Axen  OY  =  ox^a  und  ot/=b,  so  wird 


(da    für   zu.^ammengehüri 
jiplbeit  Gleichungen  als  I 


ir  die-  Hauplai 


der  Kegelschnitte 
T  gelten) 
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d.  I.     ny +(«-«)•=  »•g5(6«+a«), 

* 

"wns  filr  die  Umhflllimgscarre  die  Gleichung: 

fitiiltirt,  d.  i.  die  einer  Hyperbel ,  deren  zusammengehörige  Axen 
•  md  V6*— -n^g*  sind,  so  dass  also  oy=zox  bleibt ,  während  og 

h  V  ^f*  —  ^^*  übergeht  (da  offenbar  »a  der  aaf  ab  fallende  halbe 
Anndimesser  des  Halbkreises  ist).  Ist  9ia>  oder  auch  nnr  =6, 
d»  I.  o»>  oder  :=oa9  so  zeigt  schon  die  Formel ^  dass  keine  Be- 
gieimiiigs- Hyperbel  entsteht. 

Die  Formel  giebt  fflr  den  Fall  na>b  eine  Ellipse 

-»*  j        ^ 

uaA  whUlch  entsteht  eine  solche  Im  Innern  darch  die  Schnitte 
oder  Tangenten  der  von  o  aus  fortschreitenden  Ellipsen  ^  bis 

ahi 


wM,  wo  dann  die  nächsten  Immer  die  vorhergehenden  einschliessen. 
Wenn  man  also  vielleicht  die  obere  und  untere  Fläche  eines  sol- 
clieD  Modells  aus  Glas  herstellt >  oder  nur  eine  hyperbolische 
Ob^fiche  betrachtet^  so  wird  man  in  der  Mitte  einen  elliptischen 
firdeo  Raum  von  der  Form 

sehen,  während  der  übrige  Inhalt  dieser  EndeUipsen  durch  den 
Hantel  verdunkelt  sein  wird. 

(Es  ist  diess  im  vorigen  Aufsatze  bloss  flüchtig  angedeutet; 
damgen  sieht  man  hieraus  leicht  ein,  wie  der  Schatten  eines 
sefcimestellten  hohlen  Hyperboloids  mit  einer  freien  Ellipse  In 
der  Butte  vorkommen  und  verzeichnet  werden  kann). 

Fflr  den  Fall,  dass 


l< 


V"?^— 6* 


«ein  sollte,  sieht  man  nur  einen  Theil  dieser  Innern  Ellipse  vom 
Schdtel  hereingehen,  bis  eine  Tangirung  mit  den  EndeUipsen  ein- 
tritt; 60  findet  dieses  Verhältniss  in  der  Figur  statt 


I 


2M  ^B 

ceht    die  Cleichuni;    in  y^^a  ilher,    d.  h.  a 
itch  die  PuFikte  y  unti  x  eelieti:  man  «iebt  Am 
■  bynerliolii'chL'n  ÜberQüche   den  Kaum  in  dpr  MUte  tr 
eltlieiii  die  beiden  Endellipsen  sicli  decken. 

Aufgabe  X 

Es  ist  ein  Hyperbolniii  mit  zwei  Mänteln  (oder  % 
trennteii  Hühluiieen)  durch  die  llfibe  J,/f,  (Taf.  ^ 
Fig.  4.),  die  Urundriäche  CÜEF  in  ibter  äteltn« 
zur  Aul'rissebene  und  die  Axe  z»iächen  de»  Ant'Kngi 
punkten  beider  ßläntel  ^.l/.'V,  s^lf^l'^o:  c«  soll  iIai 
selbe  in  einer  um  den  Punkt  />  nnch  d^t  Itiefalun«  H 
und  unter  einem  Winkel  =ili/'IV  geneigte»  Stelltfi 
verzeichnet  werden. 

Aul'lüsunu.  Wir  gehen  natürlich  anch  hier  von  d<M  Ve 
Zeichnung  im  Grundriss  uus,  indem  wir  Pp  rechtwinklig  zu  P, 
ziehen,  bis  es  eine  Purullek  A6  in  p  trifft,  und  von  p  aus  «U 
Prolil  A^BsJ^H^  etc.  verzeichnen,  wornus  mau  leicht  die  Pr 
jectionen  der  Axe  in  ab,  der  Scheitel|iunktc  in  m,  m  und  der  H 
lipse  in  (/Ali  erhSlt;  um  b  besclireibt  mau  ein«  der  ^hUe  i&eaüati 
Eklipse  g'h'.  Um  sich  mm  uns  der  Axe  nun  em«  durch  4 
Punkte  ff,  h,  ij',  h'  so  gehend  gedachten  Uynerbel,  dass  0 
{— o'A')  die  zur  Abscissenaxe  nun  oder  ab  zugehörige  Ordinate* 
richtung  angiebt,  die  imaginäre  Axe  £U  bestimmen,  wende  n 
ein  Verfüliren  an,  welches  dem  von  Schreiber  im  Anhang  «ii 
ner  deiicriptiven  Geometrie  angegebenen  sehr  ähnlich  ist,  iiis«| 
fern  nur  iveuige  Müdilicationcn  dadurch  eintreten,  duss  dort  rech 
Hinklige  Axen ,  hier  zuBammenguhürige  llurchmesser  anxeuon 
Uten  sind.  Man  ziehe  hh',  schlage  duriiber  eiitea  Hulbkreis  un 
ziehe  im  Abstand  äS=:oitt  eine  Parallele  mit  M',  welche  den  Kr^ 
in  dem  Punkte  v  schneidet,  von  dem  aus  man  das  Perpendikc 
va  aur  /i/i'  fallt,  die  dasselbe  in«  trifft,  durch  welchen  Pui 
man  nun  die  Linie  ao  zieht,  welche  die  Asymptote  der  Hypcrbc 

ähog'h'  giebt.     Aus  der  Asymptote  erhiilt  man   leicht  in  yx^-lm, 
ie  zu  mm  zugeburige  imaginäre  Axe.  Denkt  mau  sieb  um  die  f 
gefundene    imaginäre  Axe  yx  eine   Ellipse   ähnlich  iflUk  bevchrü 
hen,    so    wird  der  zugehörige  Durchmesser  ^=ik  (liian  erMlt  ibat 
in  t-'b  durcl)  die  Parallelen  r/'i'  und  y't'),    und   nun  ist  dut 
fahren  ganz  ähnlich  wie  in  voriger  Aufgabe:  es  bleibt  nämlich  di^' 
Axe  y%  unverändert,  während  die  halbe  reelle  Axe  oi/  der  gUMiol 
ten  Hyperbel  in  der  Kathele  ol  eines  recht«  iukligeu  Dreiedw  m 
dessen   Uypotenuse    U^=oin    und  andere  liLathetc   o/=o(  ist,  e»> 
fuuden    wird.     Um    y%   und  (/ff   schlägt  man  hiem^  ein  Parallel»^ 
gramm  und  zieht  die  Asymptoten  /Jo^,  ßi>S,    aus  denen  man  von' 

£,n  aus  die  Hyperbel  verzeichnet,   bis  sie  eich  tangential  au  diflp' 
lirpsen  anlegt. 

Nachdem  mai 
5,A,i,A,,    die   Ax 
zeichnet   und    um 
schrieben  hat,  ziehe  man,   ^ 
rigen  DuTchmesser  utCi.    Ans  dem  Grundriss  ist 


Aufrissprojection  die  Ellipse  ghik  all 
Is  miini  und  die  Hübe  ab  als  a,b^  vei 
I  der  ff, Aj  1,^1  ganz  "teiehe  Ellipse  1)*> 
,  ganz  wie  früher,  den  zu  f.f,  zugebt 
..._  ,._.  ^       .  .      .  .  j.g  Vegäi 
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Sin^  des  imaginären  Haiskreises  =^  belcannt,    man  wird  also 
den  Uarchmessern  5|^  und  ti|0|  entspreclienden  imaginären 


Axen  der  Hyperbelscbnitte  durch  t^ti  und  tiiri  in  Cyt^  und  ^j^ 
SflialteD,  wenn  man  aiöi=zbg'  und  aifti=6/  auf  eine  beliebige 
Linie  aufträgt  und  durdi  die  Parallelen  (tjfji  und  fi]6|  mit  SiUi 
nnd  dj«!  die  dem  HaUkreis  entsprechenden  Grössen  aitji  und  ^ifi 
ßr  Oi^i=-Oi^i  und  Oir]=:0|q|  abschneidet.  Aus  0|Ti  und  0|iiii 
als  Hypotenuse  stellt  man  nun  ein  rechtwinkliges  Dreieck  zusam- 
aen  und  erhält  in  der  3ten  Seite  0|P|  die  Grösse,  welche  man 
als  OiVg  von  O]  aus  nach  beiden  Seiten  aufträgt,  um  die  Anfangs- 
punkte der  gesuchten  Hyperbel  zu  erhalten,  welche  man  selbst 
aas  den  Asymptoten  ßiPi,  ßißj  verzeichnet,  die  man  durch  die 
Ecken  eines  Parallelogramms  um  91^1  und  TiTi  zieht 

Die  Projectionen  der  Axen  CD  und  EF  ergeben  sich  einfach 
in  ed,  ef  und  Cidi,  eifi. 

Es  ist  die  Ableitung  und  auch  die  Gleichung  der  die  Pro- 
jection  des  Hyperboloids  mit  2  Mänteln  gebenden  Umbiillungs- 
corre  ziemlich  ähnlich  der  Hlr  das  Hyperboloid  mit  einem  Mantel, 
aacfe  sdion  im  vorigen  Aufsatze  oberflächlich  erwähnt.  Es  schrei- 
ten hier  offenbar  Ellipsen  wie  qhik  nach  einer  Hyperbel  wie  gho^V 
als  ^Proiection  eines  Durchsctinittes  durch  die  Axe  AB  nach  der 
LMe  GH  auf  üb  fort;  bezeichnet  man  daher  den  halben  Durch- 
OMMer  om  durch  a,  oy^=.o%  durch  6,  nennt  x  die  Abscissen,  jf 
die  Ordinaten  der  neuen  Hyperbel  nnd  lässt  die  Bedeutungen  von 
/»  m/  und  «  wie  früher,  so  wird: 


«nd 


also 


6* 


woraus  durch  Differentiation  nach  a  und  nachherige  Substitution  die 
deichong 

Irigt«  so  dass  also  die  Axe  26,  d*  i.  ]^,  unverändert  bleibt,  wäh- 
rend mm  in 

aV^  a*— n*6«  =  2V^5^*-5;*=w 
Obergeht,   da  offenbar  fi6=:oi  ist.    Ist  116  =:  oder  >  a,   so  fällt 
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x^ 


der  erste  Ausdruck    ^ ^^.^^  ganz  weg  oder  geht  im  zireiten  Falle 

"^  '^  •A«_.'"i  ^bci'«  c^o  dass  mao  entweder  die  Formel  — ^='' 
d.  i.  y*=: — 6*  oder 

erhält,*-^  zwei  Ausdrücke,  welche  nur  zu  imaginftren  Ahhingigkei- 
ten  zwischen  jr  and  y  ffihren.  In  einem  solchen  Falle  ist  also 
keine  Curve  ausser  den  beiden  Endeflipsen  sichthar,  da  sich  die 
Schnittellipsen  jedes  der  beiden  Mäntel  immer  umsehliesseD  und 
so  gar  keine  Umhilllun^scurve  geben  können  (ähnlich  wie  bei  einer 
Kegelprojection ,  wo  die  Scheitelprojection  in  die  projicirte  Basis 
ßUlt). 

Aufgabt  4. 

Es  ist  ein  elliptisches  Paraboloid  von  der  Hohe 
=:^.J?.  (Taf.  VII.  Fig.  5.)  und  der  Bodenflliche  ==EHipse 
CDEh ^  welche  sogleich  in  der  gegebenen  Steliune  ge- 
gen die  Aufrissebene  verzeichnet  ist,  darzustelleo, 
wenn  die  Richtung  der  Neigung  =P/Z,  der  Neigungs- 
winkel =RPN  ist  und  der  Drehungspunkt  in  /^ange- 
nommen wird. 

Auflösung.  Auch  hier  kann  man  sich  wie  in  den  vorher- 
gehenden Aufgaben  statt  um  P  die  Drehung  um  p  vorgenommen 
(lenken,  von  wo  aus  man  sich  das  Profil  A^B^^l^K^  angiebt  und 
die  Axe  ab  und  .die  Ellin^cnprojection  ijltik  verzeichnet,  und  es 
kommt  nun  darauf  an,  die  Parabel  anzugeben,  in  welcher  sich 
das  Paraboloid  im  Grundriss  f»rojicirt.  IVIan  ziehe  rechtwinklig 
anf //A  durch  den  Mittelpunkt  a  der  Ellipse  die  Linie  /m,  ftiache 
ul=^ah  un«l  ziehe  ffm  rechtwinklig:  auf  fg\  hierauf  messe  man  mit 
einem  Maasstabe  von  beliebif^er  Linheit  (den  man  sich  ohne  jede 
Schwierij^keit  sogleich  angeben  kann)  ai  und  ////  und  dividire  mit 
hg  in  ai,  welchen  Bruch  man  zu  quadriren  hat,  um  die  Zahl  zu 
erhalten,  welche  angiebt,  den  wievielsten  Theil  (in  der  Figur  den 
20sten)  man  von  am  nehmen  und  von  b  aus  auf  die  verlängerte 
ab  als  bo  auftragen  njuss.  Vom  Punkte  o  aus  kann  man  nun  mit 
den  zusammengehörigen Coordinatenrichtungen  oa\u\iigh  und  einem 
Parameter  =afn  die  gesuchte  Parabel,  die  sich  natürlich  tangiMi- 
tial  an  die  Flllipsc  anschliessen  inuss,  verzeichnen;  wie  diess  sehr 
leicht  geschieht,  werde  ich  noch  am  Schlüsse  anhangsweise  an- 
geben. 

Die  Zeichnung  für  den  Aufriss  ist  ganz  ähnlich.  Man  trage 
zuerst  die  Axe  ab  als  aibi  und  die  Ellipse  ghiU  als  ^i^iz'i/'i  in 
Aufriss.  ziehe  den  zu  Sifi  zugehörigen  Durchmesser  tiiVi  und  nun 
rechtwinklig  dagegen  die  /i/7'i,  mache  a|/|  =ai6i  und  ziehe  recht- 
winklig zu  /^Vi  die  riiWi.    Hierauf  messe  man  OiSi  und  MiPi,  be- 

rechne  sich  -—*%  und  nehme   einen  durch  diesen  Bruchtheil    fiu 
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^  Figar  =  2^^)  bestimmteD  Theil  voo  Ojifti  und  tra^e  diesen  als 
^  Inf  die  verlängerte  /ii^  auf.  Terzeichnet  man  sich  nun  noch 
^  IHu^bel  von  tO|  aus  mit  dem  Parameter  =111/1/1  und  den  zu- 
»oimengeh8rigen  Coordinatenrichtungen  triHx  und  «lOi,  so  ist 
^Qch  diese  Darstellung  beendet. 

Die  Axen  CD  und  EF^  wenn  man  diese  noch  anzuheben 
pethsicbtigt,  ergeben  sich  wie  bei  den  frühem  Aufgaben  einfach 
>•  crf,  efvLuA  Cidi  und  eifi. 

Wohl  mag  es  sein,  dass  dieser  Construction  von  Vielen  der 
irurf  gemacht  wird,  dass  Rechnung  dabei  nothig  wird  und 
UD  nicht  mit  reiner  Linienzeichoung  auskommt,  doch  glaube  ich 
Uerin  bei  einem  Falle,  wie  der  gegenwärtige,  eher  einen  Vor- 
teil als  Nachtheil  zu  erblicken;  denn  diese  einfache  Rechnung, 
welche  sogleich  auf  jedem  Orte  ausgeführt  werden  kann,  fährt 
sicherlich  zu  einem  genauem  Resultate  als  vieles  Construiren,  und 
sollte  ja  Jemand  ein  so  grosser  Feind  dieser  Vermischung  sein, 
das»  er  seiner  Ansicht  lieber  Zeit  und  Genauigkeit  opfert,  so 
kann  man  auch  leicht  oben  angezeigte  Rechnung  geometrisch 
ansflihreD. 

Was  den  Beweis  für  dieses  Verfahren  betrifft,   so  kann  Ich 
Bich  aach  hier  auf  den  früheren  Aufsatz  berafen  und  daher  ziem* 
kurz  fassen. 


Wfar  haben  es  hier  mit  der  Umhüllungscurve  von  Ellipsen 
Ähnlich  ghik  zu  thun,  welche  auf  der  Linie  ab  nach  dem  verän- 
dernden Gesetze  einer  Parabel  fortschreiten,  die  man  sich  um  ab 
ond  gh  als  zusammengehörise  Coordinatenrichtungen  von  b  aus 
beschrieben  denken  kann.  Nennt  man  nun  ganz  analog  dem  frü- 
hem Aufsätze  aff=:ah=J,  und  sonach  at=a^=:n/,  a  den  variab- 
len Abstand  der  Ellipse  von  6  aus,  p  den  Parameter  der  Parabel 
^h  f&r  die  Coordinatenrichtungen  ab  und  oh ,  und  bezeichnet 
dnrcb  x  nnd  y  die  neuen  Coordinaten  der  Umhüllungscurve  von 
6  aus,  so  hat  man 

md 

also 

»y  +  (« — a*)*  =  fflp, «, 
worans  durch  Differentiation  nach  «  und  Substitution  ganz  wie  früher 

folgt,  d.  i.  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Anfangspunkt  um 
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flu'  Oft' 

-^  Heiter   auf  der   Absci^senaxe  zurflckliegt.    ^-j-  ist    nun 


gleich     -^p,  d.  I. 


Ol 


=I^''=Ä?"' 


Es  bleibt  nun  blos  noch  zu  crMrShnen,  dass  p  in  der  Fiffur  i 


am  ^fundon  wurde,  worauf  wir  am  Ende,  wenn  wir 

die  ConRtruction  der  Parabel  aus  zusamniengeburigen  Durd 

Sern  anfahren,   zurClclclKoniDien. 

Aufgabe  5. 

Es  ist  in  Taf.  VI.  Fig. 6.  ein  um  eine  Ecke  C  in 
Richtung  CR  und  unter  einem  Winkel  =  CRN  gen 
tes  hyperbolisches  Paraboloid  zu  verzeichnen;  die 
mensionen  sind  in  der  Basis  CDEUFG  und  in  der  I 
in  der  Mitte  A=AiBi  gegeben.  Die  Stellung  gegen 
Aufrissebene  ist  wie  bisher  zugleich  in  der  STtel 
vonC/>£J/y/Y;r enthalten.  Obgleich  die  Aufgabe  hierd 
schon  bestimmt  ist^  so  hauen  wir  in  cler  Fisur  < 
noch  die  imaginäre  Axe  QQ  der  Hyperbel  CDEaFG 
Einfachheit  wegen  als  bekannt  angenommen,  i\ 
weil  sie  sowohl  leicht  gefunden  weroen,  als  auch 
Finldung  auf  d  ie  in  voriger  Aufgabe  angezeigte  W 
umgangen  werden  kann,  theils  weil  man  sie  blos 
Construction  der  HypcrbelproJ  ectiori  braucht,  alsr 
Annahme  oder  Nichtannahme  derselben  gar  kei 
E  in f  1 II s s  d u r  a  u  f  h  a t ,  w  o r a u f  e  s  hier  ankommt. 

Auflösung.  Auch  hier  gebe  ich  vorerst  nur  das  rein 
structivc  Verfahren  an  ;  die  Erklärung  liefert  die  darauffolg 
Ableitung  der  vorhandenen  (Jinhiillun^scurve. 

Man  ziehe  parallel  (^l\  die  Ah,  falle  darauf  das  Perpen 
Cp  und  eonstruire  sich  von  p  aus  d«is  Prolil  pi2,A^B.2,,  woi 
man  in  tih  die  IIorixontalpro]o<'(ion  von  A^By,  in  /  einen  \} 
der  projicirt(!n  J-iinie  CF  erhält,  so  <lass  vif  deren  ganze  Pr 
tion  wird.  Durch  wenige  Parallellinien  ergeben  sich  nun 
librii^en  gesuchten  Punkte  und  Linien,  wie  man  sogleich  au» 
Figur  sieht,  worauf  man  die  Asymptoten  ««,  an  zieht  und  d< 
die  Hyj»erhel  cdvhftj  verzeichnet.  Die  Projection  des  durch 
Mitte  tili  und  A^B^  geführten  Schnittes  wiirde  man  offenlu 
einer  J^arahel  erhalten,  die  man  aus  ab  und  eh  als  zusaninu 
hörii^e  Coordinatenrichtuniren  \in\  b  aus  construirte.  insofern 
Schnitt  nach  der  Eigenschaft  des  hyperbolischen  Paraboloids 
Paral)el  ist  und,  wie  bereits  mehrmals  erwähnt,  zusammengeh 
Durchmesser  oiler  Coordinatenrichtungen  der  Kegelschnitte 
in  der  J*rojection  zusammen  gehörig  bleiben.  Ganz  dieselbe 
rabel  zeiuen  nun  aber  die  parallelen  Seitenflächen  über  VF 
UGy  nni  dass,  da  die  Ordinate  grösser  ist,  es  auch  die  Abs« 
sein  muss;  man  wird  also,  um  im  Grund riss  diese  Ebenen  d. 


*tdlcu,  ,nur  die  Grüsse  der  zu  cf  oder  d^  gehörigen  Abscisse  zu 
»■«eben  lind  dann  der  abeh  eleiche  Parabeln  zu  «ntistniiren  Italien. 
Man  bestimiiie  sicli  demiiiich  2uer>>t  den  Parameter  ok  der  imaci- 
i^rsn  l'ftrahel  obhe  (indem  man  die  kk'  rechtwiiikÜg  auf  Ae  aie£t> 
«A';=;M((=aHA  tiiaclit,  k'  mit  k  verbindet  und  in  A  das  Perpettdi- 
*•!  AA  «rrithletj,  «ielie  hierauf  //'  rechtwinklii;  zu  vf  durch  m, 
ll^ttch«  iiil  =  iik  und  ziehe  recht wiiiklis  2ur  VerliiridungüUnie  If  die 
/«'  :  af  glebt  sodann  die  geeuchle  AJuitisGenlinie  um!  wird  als  mo 
«O^  »o  jiarallel  oA  aur^clragen,  »ontur  man  um  cf.  mo  und  tiff, 
■«»  mit  (lein  Parameter  ak  die  Parabeln   ro/'  und  dag  beschreibt. 

^  Bin  hleher  liegt  in  der  ganzen  Constructinn  nichts  Ncnes. 
Spodem  es  ist  die  geicöhidicne  geometrische  Uarstellung  einer 
'^jperbel-  und  »neier  Pumbeliirojecliunen ;  es  bleilit  nun  aber  nucli 
Jy«  Üarstellung  des  inniTon  TheiU  fibrig,  die  Verzeichnung  der 
^^«ibfung,  da  bekanntlich  diesev  IVibolold  satlellurmi^  giMUUat 
J^l,  uml  hierbei  verfährt  man  fc>lgeüd«rma!««en.  Man  ziehe  in  dor 
*^y|)erbel  cdt/ifi/  den  zur  Jjichinng  u/t  zugehurigcn  DurihmcsBer 
J»,  bestimme  sich  durch  ra  [üiratlel  üb  bis  zur  Asymptote  aa  die 
^^rüsse  des  Durchnie«eer«  u  und  verzeichne   den  aen    zusammen- 


S&ehürigen  Cuordinalco  ab,  tt  zubommendea  Parameter  einer  ge- 
dachten Parabel  um  ab,rr,  indem  mau  tt  rechtwinklig  zu  TT 
^lehl,  al'~ar  nimmt  und  durch  eine  zu  t'r  perpeodiculäre  Linie 
'*'t  die  Grüsse  at  abschneidet.  Hierauf  messe  mao  mit  einer  ba- 
ftiehigen  Einheit  die  (irüssen  us  und  tt  und  berechne  sich  hiernach 

■  — J  ,  worauf  man  eine  Parabel  aus  den  zusammengehJirigen  Co- 
«rdinatenrichtungen  tt  und  ali  zu  cunstruiren  hat,  deren  Parametmil 
■=^at  ist  und  deren  Anfangspunkt  um  (  ~  )  •"'  ^uf  der  ab  weit«  I 
berein  als  b  liegt.  Diese  Parahel  wird  so  weit  gezeichnet,  bbr  ] 
sie  sich  tangential  an  die  Hyperbel  cdehfy  anschlie^st.  In  der  ] 
Figur  ist  die  (jrüsse  bo',  um  iielche  der  Xnfangs[>unkl  o'  vor  b 
fiiHl,  t\  o(.  was  hier  blos  einen  Punkt  betrügt. 

Bei  der  Zeichnung  Aes  Aufrisses  hat  man  ebenso,  wie  l|^ 
Grundrisse,  erst  die  Darstellung  der  Hyperbel  und  der  beiilM'>| 
Seitenjiaraheln  zu  vallzieben,  wozu  man  die  nüthigen  Längen 
aus  dem  Grundriss  erhält.  Die  Hyperbel  t^idiei/tififfi  verzeicbf 
net  man  ans  den  Asymptoten  oi"!.  «1") .  indem  man  solch«  bl« 
aus  dem  lirundrissc  neraufzutragcn  braucht,  da  es  ein  sehr  leicht, 
einzusehender  Hatz  ist,  da«6  dieAsytnptoteu  in  Jeder  Darstelli 

""       "  !    Vi 


der  Hyperbel  solche  bleiben  müssen.  Für  die  Verzeichnung  dot  J 
Parabeln  ri/i»,  und  d,giOi  ist  rn,o, ,  c.ft  und  n^Oi.  digi  gegQf  ! 
ben,  wo/.u  man  sich  den  Parameter  zu  bestimmen  hat,  den  man  j 
Buch  in  Ulkt  erhält,    da  eine  Parabel    um  Oibj ,   eiA,  beschrieben.] 

gedMiiti  Bolbwendig  dieselben  Verbültuiwie  »«igen  »Ird.  Hierauf.] 
estimme  man  sich  nun  den  zur  Richtung  a,bi  gehörigen  Dnrch» 
messer  ettf|F|  der  Hyperbel  und  durch  eine  durch  Cj  parallel  OiAi 
liis  zum  Duichächnitt  mit  der  Asyrnptote  a,tii  gczuKene  Linie  j 
Vißt  den  Durchmesser  '"iWi,  sowie  ferner  den  einer  Parabel  um  - 
,  r,«i  zukommenden  I^rameter  0J^  (indem  man  /",/,  recht- J 
dig  zu  tii^i  zieht  und  ^o,  zur  Verbinoungslinit       "  '      ■*■    * 
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man  nun  V|r|  vok^OiWi  und  berechnet  sich  den  Aiudnick  f  i^  J 

80  erhftit  man  dadurch  in  einem  Brnchtheil  von  Oi^  die  Grta 
um  welche  der  Anfangspunkt  «i  weiter  herein  als  o.  liegt,  won 
man  sich  dann  leicht  mit  dem  Parameter  Oj^y  die  luchtaDgen  a 
und  ViTi  als  zusammengehörig  betrachtet»  von  tii  aus  die  Faral 
verzeichnet y  die  man  so  weit  fortsetzt ,  bis  sie  aie  Hyperbel  t 
girt«    In  der  Figur  ist  biUi^t^jOili, 

Ueber  die  Construction  der  Hyperbel  und  Seitenparabelo 
natürlich  nichts  weiter  zu  sagen,  sondern  blos  die  Formel  fliri 
innere  Parabel  o'rr  abzuleiten.  Diese  Parabel  ist  aber  die  G 
hüllungscurve  von  Hyperbeln  ähnlich  cdehfg,  welche  nach  eu 
Parabel,  die  man  sicn  um  ab,  eh  beschrieben  denken  kann, 
der  Richtung  ab  fortschreiten,  wie  sogleich  aus  der  ideellen  E 
stehuDgsweise  des  hyperbolischen  Faraboloids  durch  die  Fe 
bewegung  einer  variaheln  Hyperbel  ähnlich  CDEHFG  um  ei 
Parabel  BiAiEH,  wobei  sich  die  Azen  nach  den  doppelten  ( 
dinaten  der  Parabel  ändern,  hervorgeht.  Mennt  man  daher  \ 
variable  Entfeniung  der  Hyperbel  von  b  aus  (etwa  ba)'=^a^  % 
zu  dieser  Entfernung  gehurige  Ordinate  (gleich  halben  Dan 
messer  der  Hyperbel)  ae-^^^r,  den  halben  Durchmesser  ar=il  u 
den  dazu  gehörigen,  auf  ab  fallenden  halben  Durchmesser  der! 
perbel  =yi/,  so  wird,  lässt  man  wieder  x  und  y  als  die  Coor 
naten  der  neuen  Curve  nach  den  Richtungen  ab  und  rr  gelten: 

und 

wo  u  das  Verhältniss  -    ausdruckt  und  p  den  Parameter  der  [ 

T 

rabel  abeh  bezeichnet.  Substituirt  man  den  Werth  von  /  in  c 
erste  Gleichung,  so  erhält  man: 


differenziirt 


ri^y^  —  (.r — «)*  =:  n* .  ft* . «;» , 


2  (a:— a)  zzzn^.fi^.p. 


und  durch  Einsetzung  dieses  Ausdrucks  von  a  in  obige  Gleichun 
««y«  — (or  +  — ^  -  a:)^  =  n^.fi^.p. ^ — ^  , 


11  It  ü  ^ 

y*=fi*p(^ 4"-)' 
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im    L  die  Gleichoog  einer  Parabel, , deren  Parameter  ^=f*^  ist 
«ad  deren  AnCangsponkt  (oder  Scheitelponkt  in  der  Linie  aS)  nm 

■  V  ■  ,p  weiter  herein  liegt 

Hmo  konnte  nun  hiernach   sehr  leicht  die  Zeichnung  auefilh- 
ren,  indem  man  nur  mit  einem  Maassstabe  ae,  cir  und  tu  zu  messen  und 

^ick  die  Ausdrücke  (i^=( — j    und 


a   -2        X    -xa 


(A^ ar  a$_  /as\ 

2  berechnen  braucht,    um  in  Theilen  von  at  die  Bestimmungen 

V  die  neue  Parabel  zu  erhalten,   und  es  ist  eine  solche  C!on- 

'^ction  namentlich  in  den  Fällen  zu  empfehlen,   wo  (i  ein  gros- 

'^  Bruch  wird ,  so  dass  man  dasselbe  mit  hinreichender  Genauig- 

^t    fflr  die  Zeichnung  =1  setzen  kann;    doch  ist  in  der  Figur 

^d  Beschreibung  ein  etwas  anderer  Gang  eingeschlagen. 

Es  ist  nämlich,   bestimmt  man  sich  für  eine  um  for  und  ab 
"^^^chrieben     gedachte    Parabel    den    Parameter  p.,      derselbe 

^  =s==- während  «====-  ist,  so  dass 
o6  ab 


/ae\*  1  1 


P^ 


^Wd,   und  substitnirt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichungen  pi 
^^iA^p  und 

l|2 

<o  erhält  man  pi=pt  und 

Die  Parabel  abrr  ist  wirklich  die  Projection  eines  durch  ab  und 
n  gefährten  Schnittes  in  dem  hyperbolischen  Paraboloid,  und 
man  hätte  die  Ableituns  gleich  so  vornehmen  können»  dass  man 
sich  die  Hyperbeln  nach  dieser  Parabel  fortlaufend  gedacht  hätte, 
was  zu  demselben  Resultate  geführt  haben  wurde;  doch  glaube 
Ich»  dass  die  gegebene  Ableitung  einestheils  deshalb  besser  ist, 
weil  sie  noch  einen  andern  Weg  der  Cobstruction  zeigt,  der  in 
einzelnen  Fällen  sogar  besser  anwendbar  sein  kann,  und  andern- 
theils  macht  sie  bloss  von  dem  einfachsten  Satze,  von  der  Ent- 
stehung des  hyperbolischen  Paraboloids,  Gebrauch,  während  im 
zweiten  Falle  schon  einige  nähere  Kenntnisse  von  dessen  Eigen- 
schaften vorausgesetzt  werden  müssen. 

Thell  Xll.  •  20 


I 


Iliermit  wSreii  iUe  zu  bchnnrfHuHeii  Oberflächen  der  21« 
Ofdnwus  CMchnpfl  iinil  filr^p<i(>  defsellieii  eine,  wie  mir  M*e*M, 
zieiiilicli  einlache  (ViiiNtructionsiuethoilc  ihtrr  Projcctionen  angf 
gebun,  lind  kh  Hchli<;3-i;e  iluher  dies«  Ahhandlunc  mit  dem  Wim- 
scIic,  dnsa  sie  auch  1i>  praktiNcher  Kineii;ht  (Ctir  Zei<:hncr  u.  der^] 
oinifiRn  Nutxen  ^ivflhreH  timl  Vnriirlhellei  nelche  ^eHin«)  dage|;e«i 
'Bnftreten  werden,  xießreirli  (llle^^^'llld<fn  mll^e. 

Für  die  AnDahnie,  duss  in  dm  vier  ersterii  Kürvern  die  Ellipai 
in  einen  Krei«  (fber^eht,  freien  noch  mehrOtche  vpriditfachuncei 
eil),  welche  icli  in  einem  t>|iüteren  AufKatze  xmtiininienKUsteUei 
Willens  bin, 

•  zii-iulich  ein 
»nd  der  dtixa 

Jtehllrigpli  Ordinatenrii'htung  vvro'ieHcn.  und  ich  cebe  daher  zun 
»cMusse  *ln  Verfabten  an,  »eichen'  gewl»*  vor  vielen  andvni  ti 
der  AusTühning  d'-n  VnrnMK  verdient;  wne  *i:hr  !ei<dife  (Tonutrac 
tlon,  liisorern  mau  erst  die  Axeij  findet,  IhI  auch  in  Crellel 
Journal  vfinmcincm  Hriidor  iuii^eK^lien  «ordMi.—  Fs  inliMS  auM« 
df-iii  I)uri;hmesscr  und  der  Uichlun;;  der  Ordinalen  entweder  n«tl 
der  Parameter  fiir  dieso  ('nordiDtitenrichliDifteii  «der  ein  belleld:;« 
funkt  der  l'aratiel  ijpiielioii  «ein,  wnrauH  man  erst  den  Pariiniete 
findet;  wir  uehmen  den  letztem  Fall  An,  du  er  aU  der  allgcniel 
nere  den  erstem  mit  eiiiKchlieäsl. 

E«  sei  in  Taf.  VH.  Fig.  7.  der  Durchmesser  der  Pnnilre 
^AB,  die  gegebene  Urdinatenricblunj>  C/)  und  />  (aläo  auch  C 
ein  Punkt  der  l*anibcl. 

Um  zuerst  den  ku  die^fen  Coordinatenriehtungen  cebOrenttei 
Piirameter  zu  b(!f-li(iimen,  aiche  man  £F  reubtivinklig  zn  CD 
inadie  .VH—AM  und  aiehe  DF  rechtwinklig  zu  K/J;  es  »iri 
endnnn  MF  die  gesncbte  Grüsse.  Uer  Kewew  erjiiebt  sich  so- 
gleidi  aus  der  Gleichung  der  Parabel.  Diu  nun  folgende  Parabfit' 
verzeichnuui;  ist  nichts  als  das  umgekehrte  Verfalireu.  Man  ziehe 
durch  beliebig  ani;enoniinene  Punkte  3ti,  jtfj,  iH^,  M^  etc.  Pa- 
rallelen mit  CD  und  EF  und  vun  A  aus  die  AE  beliebig  rerlüii- 
gert  fort,  welche  die  E,Fj,  £iF^  etc.  iu  £| ,  E^,  £3  etc.  schnei' 
det.  Tragt  man  nun  auf  einer  beliebigen  dieser  PuraHelen,  z.  B. 
E^F..  jWlFi  =  dem  Parameter  auf,  halbirt  EF  in  //  und  E.f, 
in  //«  und  sieht  die  H/I^,  welche  man  nach  beiden  .Seilen  belte' 
big  »erlangert,  so  erbnit  man  in  //,,  U^,  //g,  //,  etc.  Punkte, 
von  denen  aus  man  mit  einer  Zirkelspannun^  ^/liEi.  t/^E^  etc, 
die  Pnnkte  />,,  T, ,  />,.  C^  etc.  abschneidet,  durch  die  die  P«. 
rabol  geht.  Ein  Voriheil  bei  der  Zeicbnnnu  ist,  die  Punkte  mchi 
■II  der  Nähe  des  Scheitels  ziisamraenxudrängen :  je  entfernter  da 
roD,  ilesto  grüaser  kann  mnn  die  Disfnn;icn  nehmen. 


-y 
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Veber  eine  transseendente  Oleichnngr» 
welcher  keine  complexe  Zahl  grenftsrt 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schio  milch 

an  der  Univenität  zu  Jena. 


Die  fortschreitende  Ausbildung   der  Arithmetik  hat  bekannt- 
lich eine  successive  Erweiterung  des  Zahlengebietes  nuthig  ge- 
steht und  zwar  in  der  Absicht,  um  Operationen,    die  unter  Um- 
«ttoden  unausführbar  sein  wiirden,  unter  allen  Umständen  liewerk- 
Btellieen  zu  kDnnen.    So  ist  z.  B. ,   wenn  wir  die  natürliche  Zah- 
lenreihe 1,  2y  3,....  als  das  ursprüngliche  Material  der  Arithmetik 
ansehen 9    schon  die  Subtraction  eine  nicht  immer  mögliche  Ope- 
ration;   denn  bei   dem   Versuche  5  von  3  abzuziehen  (von  3  aus 
5  Schritte  rückwärts  zu  gehen)  würde  man  aus  der  obigen  Zah- 
leoreHie  herauskommen ,  und  mithin  ist  3—5  eine  relativ  unmOg- 
Behe  Zahl,  weil  es  eben  unmöglich  ist,   sie  in  jener  Zahlenreihe 
arihnfinden.     Diese  Unmöglichkeit  verschwindet  bei   einer  Erwel- 
teniBg  des  Zahlengebietes  um  die  negativen  ganzen  Zahlen.  Aehn- 
Rdie  Betrachtungen   ftihren    auf  die  neuen  Erweiterungen   durch 
Brüche  und  Irrationalzahlen,   welche  zur  Interpolation  der  Reihe 

..••  — -o,    — 2,  — "l,  0,  tJ,  "f" 2,  ~|-d,  ••.• 

dienen.  Ausser  dieser  longitudinalen  Erweiterung  des  Zahlen- 
gebietes ist  aber  auch  eine  laterale  Erweiterung  eingetreten  und 
zwar  durch  die  Entdeckung  der  imaginären  Zahlen ,  welche  in  Be- 
ziehung auf  das  Zahlengeolet  --  ex  bis  -|-  oo  relativ  eben  so  un- 
mi^ich  sind  wie  eine  negative  Zahl  bezüglich  der  Zahlenreihe  0 
bis  -f- Qc.  Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  sich  mit  dieser  Zahlen- 
gattang  das  Gebiet  der  Zahlen  scbliesst,  oder  ob  es  nocb  weitere 
aeae  Zahleneattungeu  giebt,  durch  welche  das  Zablengebiet  fer- 
nere Dimensionen  erhalten  würde.  Es  ist  nicht  schwer,  den  Weg 
ansadenten,    auf  welchem  man  fortgehen  muss,    wenn  man  der* 

20* 


pMckmi  Bfla«  Rag^onea  n  entdaekea  togcii  will:  erinnert  ma 
äkh  wMmWb,  dm  die  E^nbritni  ~I  «od  V~n  als  Wuraelndi 
GMehuDfcoB  l+«=0,  l-|-^=0  angeKhen  »erden  dftrfen,  c 
arbelit  avf  der  Stell«,  daaa  es  nur  danaf  nnkomnien  wfirde,  «Ik 
GWcbnilg  ran  ^der  Fom  l+f(ps)=0  xn  lindenl.  welche  keii| 
Wand  TOD  dar  Fann  *=o  +  6V— I  iMaüHse;  denn  Iiiesse  /  A 
Wnnel  jener  CU^hnnf!,  an  wire  eben  diese  durch  die  Vleicbur 
f(J)^~\  dafialrte  GrOaae  nleht  in  dam  )tieheriften  Zahlenffebie 
(dem  der  conpleifln  Zahfaa)  eotbalteD  vaA  gehörte  demnach  ei»' 
neaen  ZaMasgattong  ae.  Man  welaa  tmn  im  Vnrau«,  dass  /(^ 
kalna  alnlmsdie  Fnncllan  aela  darf,  weil  schon  beiviesen  i« 
daaa  Jede  aHtebratscIie  Gleiciimg  dvräh  cnmplexe  Zahlen  auf^ 
hat  werdea  kann,  and  ea  bMlf|^a|^  nur  {\\m%  sich  im  Gebie 
d«  ImaatiBBdentoB  PaneÜMW*  •mitiaehaii.    Ich  nill  i 

gaaaM  fpir^;;(9a  GI<>iehniw  l^/(jr)=0  oder  f(x)=-\  hei 
Woraal  Ton'^  Föns  |ajf-U  («o  j=  V^  böaniK^*      ' 

I.  Beachr)|nkeD  wtr  ana  Torent  anf  reell«  Werth«  *«■  x,  ' 
afaid  drei  FlUe  nUtglich,  nlnltch  s>ä  x=H  nad  x<a  F%.  jp» 
d.  h.  fllr  eht  poaimea  s,  bleibt  mm  aber  Immar 

■■■'"■■-■  '  f^»-ü^^'   ■-v"^^:f\^ 

wie  man  aogl^cb  ersieht ,  wenn  f{x)  unter  der  Fonn 

dargestellt  wird,  und  daher  ist  die  Gleichung  f{x)^—-\  ßr  «li 
positives  X  offenbar  nicht  zu  erffilleo.  Eben  so  trentg  bann  j— ^ 
eine  Wurzel  derselben  sein,  weil  f{0]  =  x  also  nicht  = — 1  wird 
So  bleibt  denn  nur  die  Möglichkeit  übrig,  dass  eine  oegatiTe  Zahl 
— £  etwa,  der  Gleichung  genügte,  so  dass  ßlr  x=5— |  die  B« 
Ziehung 


"^-|  +  2«+l  ■^_6  +  2m+2+     ■  =-' 

statt  linden  mflsste.  Man  flbersieht  auf  der  Stelle,  dasa  |  bie 
keine  ganze  Zahl  sein  darf,  weil  sonst  ein  Glied  der  Reihe  an 
endlich   werden  würde,    und  dass  Tolglicb ,  nur   ein  twiacben  xw« 
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ganze  Zahlen  (etwa  m  und  m-f  1)  fallendes   |  der  Gleichung  ge- 
BAgen  kOnnM.    Setzen  wir  daher  ^^m-f^,  wo  q  einen  positiven 

Iiemen  Bruch  bezeichnet.    Die  Gleichung  2)  geht  dann  in  die  fol^ 
sende  tiber: 
1,1  i^])'-     (>-l)»-H 
(^l)i-H         (-l)m  +  2  (-1)«"« 

1 1  1  T  _ 

m— t?+l      m— ^+2  +711-^+3      J— —  i. 

wlUpii^^t  niao  beiderseits  mit  ( — 1)"*+^  und  nimmt  darauf  die- 
jeoigien  Glieder  zusammen,  deren  Nenner  nur  in  dem  Vorzeichen 
^OQ  q  differiren,  so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle 

'  ^  ■*"  1«-  **  ~  2«  - p«  + ■*"     m*—Q* 

Hier  müssen  wir  unterscheiden,  ob  m  gerade  oder  ungerade  ist ; 
*^  ersteren  Falle  transponiren  wir  —  auf  die  rechte  Seite  und 
^^hreiben  folgendermassen: 

Q         Q    ' 

Diese  Gleichung  enthält  aber  einen  offenbaren  Widerspruch  in 
sich;  sämmtliche  auf  der  linken  Seite  in  Klammem  eingeschlos- > 
sene  Differenzen  sind  nämlich  positive  Grössen,  und  mithin  ist 
anch  der  Gesammtwerth^der  linken  Seite  positiv;  dagegen  ist  die 
rechts  vorkommende  Differenz  q  —  1  negativ,  weil  q  einen  ächten 
Bruch  bezeichnete.  Daher  kann  die  Zahl  m  keine  gerade  Zahl 
•ein. 

FOr  ein  ungerades  m  stellen  wir  die  Gleichung  3)  in  folgender 
Furm  dar: 


linken  Seile  vorfcommenden  | 
er  Uesammliverlh  der  linken  t 
egativo  Zalil  Etebt.  Da  Mck  i 
•i  atrcli  keilte  ungerade  Zahl' 
alles  Bisherii^e  /uaanimen,    so  eij 


li.  Wir  tmlien  nun  nnch  za  unterHUchen,  oli  die  cniii 
Zahl  x^a  hf^i  vti)&  Wurzel  imsei%t  Cleiubung  sein  kannte*' 
Oberhaupt 


ist.  tto  hat  man  unmittelbar 
a+l 


A«±SO  = 


chnngeD 


diess  :=— 1  sein  soll,  so  ntüssen  ifleicbzeitig  die 


statt  finden. 
3  ist 


Die   ztveite  Reihe  convergirt  nun  immer  nnd 


■Jf+W' 


also  im  Allgemeinen  eine  von  Null  versdiiedene  Grüsse.    N 
iKei  Fällen  liesse  «ch  die  Gleichung  6)  erffillen,    wenn  nii 


21)7 

entweder  Ac=0  oder  a^oo  tväre;   aber  in  beuten  Ffillen  beist^bt 
dmo  Gleichung  4)  nicht.    Für  6=0  käme  man  nämlich  au(' 

1     JL   .      1              _     I 
a^a+l+a  +  2^ "* 

earückj  was  fSr  reelle  a  (und  nur  solche  werden  betrachtet)  ein 
VITiderspnich  ist,  wie  wir  aus  I.  wissen;  im  zweiten  Falle  a=Qc 
dagegen  wOrde  die  Gleichung  4)  in  0=  — 1  übergehen,  was  sich 
Abmials  widerspricht  Die  Gleichungen  4)  und  5)  können  daher 
■iicht  zusammen  bestehen,  d.  h.  es  giebt  keine  reellen  a  und  b, 
Ar  welche  f{a-\-bi)=2 — 1  werden  konnte.  Hiermit  ist  denn  der 
Nachweis  geliefert,  dass  die  transscendente  Gleichung 

1     1   .  J _i 


J^^itie  Wursel  von  complexer  Form  besitzt.  Es  lassen  sich  an 
aie«e  Thatsache  noch  mancherlei  Consequenzen  anknüpfen,  die, 
^^ie  es  scheint,  nicht  ohne  Interesse  und  Brauchbarkeit  sind.  Da- 
voD  ein  ander  Mal. 


lieber  die  höheren  IMffereiiKial« 
quotlenten  der  Tang^ente. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schi o milch 

an  4er  UniTersit^  zu  Jena* 


Obgleich  man  die  höheren  Differenzialquotienten  der  Tangente 
schon  auf  mehrere  verschiedene  Weisen  entwickelt  hat,  so  ist 
doch  Tielleichtdie  nachstehende  Ableitung  derselben  nicht  über- 
flfisfllg^  weU  sie  auf  einem  sehr  einfachen  Verfahren  beruht,  wel- 
ches den  Resultaten  eine  besondere  Eleganz  verleiht  Bezeichnen 


»t 


wir  fiberhfHipt   den    nifen    Differenziali|iio(tenten    einer    Fttuctioi 
^(x)  mit  V"<p{x).  so  ist 


f^ner: 


=:2tanx(tan^j;+l) 
=  2(an'.«  +  2taii.r. 
Weiter  bat  man 

/)»taoa:=2.3tan'j;./>tanx  +  afltana: 
Ä(2.3tan»a:  +  2)  Otana:, 

und  wenn  für  />Ianx  nieder  ta.jfix^\  gesetzt  wird: 

D>lanj;  ^ßtan^x  +  Staii'j:  +  2 . 

.  Eine  nochmalige  DtBerenziation   giebt 

Oktana:  =  6.4tan'j:.  Dtaax  +  a2tanar.. 

=  (6,4tan'a:  +  8.2tana-)  {lan'jc  + 1) : 


D*U.ax  =  21tao*x-|-40tan>:i:-|-  IStaiu. 

Man  sieht  auf  Aer  Stelle  nie  sich  dieses  Verfahren  fortsetzei 
ISsst  nnd  zwar  mit  einer  Laji^skeit,  die  wohl  bei  keiner  snde- 
ren  EntwickelungsweiKe  anmtfelFen 'ssin  dOrlle.    Ueberhaupt  Ist 

I)    ■■-   ■       "■  D^imx  '■  ■■    *»  3 

=  %\&Ti-^^x  +  ^tan"»-  »ar+Ejtan--";!  -f 


wobei  die  mit  B  hezdchneten  Koeffizienten  blosse  Zahlen  sind. 
Eine  Recnreionsformel  fllr  dieselben  ergiebt  sich  leicht,  wenn 
man  die  Gleicbun|  I)  noch  einmal  dilFerenzirt  nnd  die  so  ent- 
standene neue  Gleichung  mit  deijenigen  zosammeDbill,  in  welche 
die  obise  übereefat,  sobald  man  m-f-1  an  dieStelle  von  m  tretea 
liast    Man  findet  so  erstlich 


=   r(j»+l)i^tan"»ar+(M— l)£atan»»--«a:+(fii--3)  £4taü«-*a:+..] 
X[tan«ar  +  1] 
=(iii  +  l)^iMi*+»«+  [^(iii+l)Äo+(wt-  l)£a]  tan»;r 

+  r(wi-l)^+(m— 3)^4~j  tan«^«a:  + ; 

ikttdererseits,  wenn  man  m-^1  füi  m  setzt ,  aus  der  Gleichung  1): 

i' 

fll~l~l  '    fli~f*t  Hl  I   1 

zzzEq  tan«»+«a:  +  £^  tan^ar  +  JB^  tan««-«a:  + 

Bezeichnet  man  mit  k  eine  gerade  Zahl^  und  vergleicht  bei* 
düseito  die  Koeffizienten  yon  tan^'-H^j;,  so  ergiebt  sich  die 
Kecqrsionsformel 


2)  iSi^=(iii-A+l)£*+  (m  -  A+3)]R-2  , 

Alt  deren  Hfllfe  sich  eine  Tafel  der  Koeffizienten  E  leicht  berech- 
nen lassen  würde. 

Eine  independente  Bestiromune  der  fraglichen  Koeffizienten 
^^ebt  sich  auf  folgendem  Wege.  In  meiner  Differenzialrechnung 
^*t  8.  lös.  Formel  (1)  und  (2)  gezeigt,  dass  für  ein  ungerades  i» 

(-.l)i(m-i)/>wtana: 

•       co«(m+l)a:      ^«J    cosiwä  ,  ^  "|        cos(m— l)a; 
^      cos^+^ar  cos*«  "  cos"»— *j: 

^  für  ein  gerades  m 

(  — l)4wZ)wtana; 

_•       sin(iii  +  1) j:      J^    sinma?  ^  q^*»        sin(m — i)j7 
cos*'T*«  cos^j;  cos"*    *a; 

iit».  worin  die  mit  /  bezeichneten  Grössen  mittelst  der  Formel 
3)  Jji=(p-lfep"-(p~l)i(p-l)- 

«     ■   .  I 

•       •   ■  • 

berechnet  werden;  verwandelt  man  nun  die  einzelnen  Glieder  der 
eben  dtirten  Differenzialformeln  in  Reihen,  indem  man  die  bekann- 
^len  Formein 


MO 


;:7ra  -  =  Vo  ~  Va  taii*x  +  ^4  tan*ar  ~ 


cosffor 


cosf^^*»  tana:-93tan»a:+75tan»4r— 

benutzt,  und  briu^  man  endlich  die  »o  entstehenden  tileicluu 
auf  die  Form  der  Gleichung  1),  so  flndet  man  ohne  Mfihe 

4)   £»=(-l)i*[(m  +  l)X+i-2>m*-iJm  +  2«(m-l)*-J 

wo  das  Bildungsgesetz  unmittelbar  klar  ist. 

So  wie  die  Gleichung  1)  in  Worte  übersetzt  die  Aufgabe 
hält,   die  höheren  Differenzialquotienten  der  Tangente  durch 
Potenzen  der  Tangente  auszudrücken,  so  kann  man  auch  die 

fekehrte  Aufgabe  stellen:  die  Potenzen  der  Tangente  durch 
differenzialquotienten  der  letzteren  auszudrücken.  Di^9B  ( 
folgende  kleine  Rechnung.  Zunächst  hat  man  wegen  Di 
=  tan*a:+l    umgekehrt 

tan*a:=  ötano?— 1 , 

folglich  durch  Differenziation 

2  tan  a:  (tan«  jr  + 1)  = />atan  :i: : 

und   hieraus 

tan^a:  =  zj  />^  tan  .r  —  tan  .r . 

Wiederholte  Differenziation  gieht  hier 


3  tan«  X  (tan^o:  + 1 )  =  ^  />^lan  a-  —  />  tan  o: , 


oder 


1  1 

tan*jf  -f  tan%  =  7.  />'  tan  »r  —  w  />tan  x , 

und  wenn  man  die  Hir  tan^or  gefundene  Gleichung  davon  abzi< 

tan'*^=Tr  D^i&na:  —tt Dianx  +  l . 

Differenzirt  man  aufs  Neue,  so  kommt 

]  4 

4  tan^r  (tan*j:  +  1)  —  g^  D*tan.r-  j-  D*  tan  x 


tan'x + tan'ar=:^D*taiMr—  w  //•tau  x , 

und   hieraus  fliesst   durch   Subtraction  der  (Qr  tmn'or  gefandenen 
Gleichung 

UJi^a:=qiD*t^nx  *^-g  D^tanx  +  tBLnx* 

Man  übersieht  auf  der  Stelle  den  weiteren  Fortgang  dieser  Rech- 
nmig  und  zugleich  das  Gesetz,  welches  tsich  darin  ausspricht; 
nan  hat  nämuch 

5)  -  tan*:r 

^^m  flH  tt^ 

=  Äiß«-»tanar— /liZ>— »tana:+  //4Z>»-»tana:— , 

nd  diese  Formel  ist  allgemein  richtig,  wenn  man  /)^n^=tana:, 
^"^ianx^zl  setzt 9  wie  sich  aus  der  Vergleichung  mit  den  his- 
■iiteeik  speziellen  Fällen  ergiebt  —  Um  eine  Recutsionsfonnel 
■v  die  mit  H  bezeichneten  Koeffizienten  zu  erhalten»  differenziren 
'^  die  Gleichung  5);  es  wird  dann 

m  tan^—  ^x  (tan*a: + 1) 

=sifil>-taiur-5,ß"-«tanar  +  Ä^Z)— ♦tana:—  .•.. 
oder 

tan'*+  ^  a:  +  tan"»  "^x 

=:i^/fiZ>~tan:r— -J^aZ^»- «tana:  +  ^y^üm-4tlula^-.... 
^5^1lafft    man    tan«*~ia:   auf  die    rechte  Seite   und  bildet  daraul 
yje  Reihen   für    tan"»+*a:    und  tan»»-^a:  nach  der  Analogie  der 
^ieichung  5)^    so  findet  man  durch  KoeffizientenTerglelchung  die 
Hecursionsformel 

worin  k  eine  ungerade  Zahl  bezeichnet.  Eine  independente  For- 
mel filr  die  Koeffizienten  H  habe  ich  noch  nicht  entdecken  kön- 
nen; die  Aehnlichkeit  der  Gleichung  6)  mit  der  Recursionsformel 
fttr  die  FakultStencoeffizienten *)  lässt  übrigens  vermuthen,^  dass 
das  Bildungsgesetz  jener  Koeffizienten  äusserst  Terwickelt  ist. 


*)    Setzt  man  nämlich 


m  1         "* 


I 
I 


Die   vorhin    auscefdbrle  successive    BeTecfiniinfr    von 
taii'j:,  tan*a:,...  mit  Hülfe  der  huheren  Uiffereniialquotienl 
tnnj:  mt  noch  in  so  fem  von  Vorlhcil.    al«  man  leicht  die 
liehen  Reihen  für  die  Potenxeo  der  Tangente  d^idurch  erhi 

bat  nämlich  für  ein  zwischen  — -^unil-f^  liegendes -c 

oder 

1  2  17        "     P* 


f(ilp;lich  durch Differenziatlon  und  nachberige SubtracIlAD  derE 


i -'+...; 


8) 


tan«x=-i:*4T-T*+i 


fertteT   durch  DifferenKiatii« 
trnction  der  Gleichong  7) : 


•+515'"+ ••- 

n  mit  2  und  niichbvrtg 


9)  tati'^=xH^<  +  J^j:'-+....; 

weiter  durch  Differentiation,   Division  mit  3  und  Sflbtmcti 
Gleichung  8): 

4 

10)  tan*x=a.-*+^,*^  + 

was  sich  leicht  genng^  forisetzCnlSiiüt   ' 


■g  varwaadelt  «ich  <U*  Glfli<M«K  ^)  i»  die.  folBenda 

-+»      »  "  ■■■■■■■    .1.'.: 

et  :=Gt+met-,  . 

Am  der  Gkichinig         ^  ,  _  v . 

(l+oa:)(i+ij;)(i+2a-)...(i-|-^=i,) 

lüttt  man  i^gegea  «ehr  Mcbt  die  ftecDraionrfahnel '  - 

'       '-et,-   ^Ci+MCt^i  :■-■    ■■ 

ab,  welche  mit  dec  vorigen  für  C  die  aoffklleudale  AehDliehki 
Die  Koefflsienteo  B  bilden  daher  fewiwermaMen  PahnUäteBco^ 
einer  heberen  (xvelteo)  Ordnung. 


^r  wollen  Tim  diesen  Fonneln  noch  eine  Anwendung  zeieen. 
Bi' /(x)~  eine 'Function,  welche  sich  fllr  alle  innerhalb  eines 
«en  IntervaJIes  z=:0  bis  z=:(;  enthaltenen  t  in  eine  Reibe  ?oo 


ndelu  Ifisstv  so  ist  fSr  Ot9n:r>0: 

f 

/ 

/(tana:)=ilo  + -^1  tana:  +  i<2*ÄD*a:+^3tan'j-+..., 

renn  die  Bedingung  ^n^M^  — ^n  der  obigen  Bedingung 

widerspricht,  so  kann  mänftfr  tano:»  tan^jr,  tan'o:,  etc.  ihre 
be  aus  den  Gleichungen  7^,  S),  9)  eic.  substituiren  und  da- 
""''obig^^letchung  in  ^ine  andere  von  der  Form 


■  **  •  .  '        . 

xen«    Hieraus  folgt  weiter 


/ 


1  1         ' 


/ 


für  :r=:Arctanz: 

=  j  Oq  Arctan  »  +  s-  "i  Arc'tan  i + g-  <^  Are'  tan  z  -|- 

f 

I  man  öfter  Gebrauch  machen  kann     So  ist  z.  B. 

r 

.      ,     r*tan*a:  ,  r*tan*a: 
cos(rtanjr)  =  l j— ^ — ^TYST"^"" 


'••  f 


=  1  — j  r«£a:«  +  |x*f ^ 


—  1     2^"^     'V  'M         3  **  y       -"•••• 


und  ftlt  :r=ATctaii;: 

=  Aw:tiiDs-g-  r'Aic'ta«j+  .- f  j.  r*  — »*)  Are*!«!! 

Diese  Iteifaetieiitnickeluiig   hat  ilcn  tiirht  un^helilicl 
Ibeil,  liir  alle  ;  vim  :^  — ac  Ha  1=1  ^v  äugelten,  deiini 

•.!X  gewordeu  ist,  hut  x  de»  {trössten  Werth  (niimiich 

'  tischt,  den  es  fiberhitupt  annelimcn  rlnrf. 

Nicht  iniader  leiuht  »ürüe  es  sein,  gauz  fihnlicbc  R 
I  lutegrale 


/■-<' 


iil    /'.-""'rfa-.,       ^ 


/tP*  ""•'/t 


ZU  entwickeln,  was  nun  keinor  weiteren  Auseinandew 
bedarr. 


HTocli  ein  IVoirt  ttber  die  Fass'sche 

Kllipse. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  August  Wiegand, 

Oberlehrer  an  der  ReaUchole  sn  Halle. 


1d  dem  1.  Hefte  des  12.  Theils  d.  Archivs  erwShnt  Hr.  Prof. 
Allger  S.  41.  eine  Ellipse,  fiber  welche  Fass  eine  Abhandlung 
^ter  dem  Titel:  »Observationen  circa  ellipsin  quandaiii 

S Korsos  si n gut arem"',  geschrieben  habe.  Es  war  mir  interessant 
^•elbe  ElIiMe  wieder  zu  finden,  deren  Untersuchung  ich  zum  Gegen« 
Stande  des  Osterprogrammes  hiesiger  Realschule  vom  Jabre  1846| 
^^tdrlich  ohne  die  Existenz  der  Fuss'schen  Abhandlung  zu  ahnen, 
Semacbt  hatte.  Da  der  Gegenstand  einmal  zur  Sprache  gebracht 
forden  ist  und  sich  namentlich  recht  wohl  zur  Uebung  tax  An- 
^Hger  eignet»  so  mögen  hier  noch  einige  Bemerkungen  darüber 
^latz  finden. 

Die  Entstehung  der  ('urve  habe  ich  allgemeiner  aufjil^rasst 
^  FusS:,  und  gesaat:  „Wenn  man  dieAbscissen  eines  i^eises, 
dessen  Gleichung  ar^+if^=T^  ist,  um  das  n  fache  der  zuge* 
Wigen  Ordinateh  vermehrt ,  jso  ist 

(a:— »i5f)«  +  ^«=r« 

die  Gleichung  einer  Ellipse  etc.,  wahrend  Fnss  sich  mit  der  ein* 
maligen  Abtragung  begnügt. 

Ist  a  der  Neigungswinkel  der  grossen  Axe  gegen  die  Abscisse, 
so  ist 


also  Tdr  n^^l: 

teB=^(V5-l), 

Die  Ordinate  ilesHsuptaxenenHpunLlea  ist  demnach  da«j 
sere  StSck  der  nach  driii  goldencu  Scbuille  getbeillen  AhM 
Dia  allgenieiaen  Wertbe  (Qt  die  Halbaxen  sind 


^ 


t 


ilerlicb,   so  drCicbl  die  Gletd 


eine   ntiei  <lllipeen    aae,    deteo    Uaupl) 

endpu  iD[)(axe  für  ein  negatives  n  h 

Neber  nenrlpunkte)  eine  Curvc  zum^ 


inetrisi:iieii  Gleichung 


ist  Dieselbe  Iheül  die  Kreis peripLerie  in  vier  gleiche  Tfadl^ 
hat  die  an  die  ENd|iiinl(tc  des  nnl'  der  Urdinalenaxe  lieg« 
Kreis  durch  messeru  ge/.<>gen«ri  Tangenten  2U  AHyui|iluten. , 
berührt  und  schneidet  zugleich  die  Ordinatenaxc.  Ihr  asyn^ 
scher  Haum  it«t  =t^n,  ali>o  gleich  dem  Erzeugungiikreisa' 
gleich  dem  Inhylte  der  EINjise  Tür  m  =  1.  J 

Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  hingegen  ist  eine  O 
deren  Gleichung  ii 

iflt.  Sie  hat  ti&tOtlit^  dieselben  Asymptoten.  Der  DtorchscU 
pimht  diMer  Curvc  niH  dem  Erzen  zun  gskrelse'  hat  di«  n^l 
Proportionale  zwischen  dem  Kreishalbmesser  und  der  Seite  » 
eingeschriebenen  Zehnecks  zur  Aüscisse.  Die  Tangehten  in 
■■  inkte    der  Coordinaten   an  beide   "--'--    '--  " —    '■ 

■  Abscissetiaxe  Winkel  von  45°. 
Der    asymptotische  Raum  dieser  Curve  ist  ^ir',  also  g 
dem  Quadrate  fiber  dem  Durcbinesiter  des  Erzeug ungs kreis« 


m 


>i 


.1 


:i 


ITciier  die  Olelchirewictatslase  einer 
■Kairnetnadel,  die  unter  dem  Bünflnsse 
eines  Hasrneten  steiif«  und  über  mas^ 

netisebe  Cnnren. 

Von   dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

liduer  der  Mathenatik  and  Phyiik  an  der  hdherea  Börgerichnle  sa 

Sintheim  bei  Heidelberg. 


;  .1. 


S-  1- 


Auf  der  Geifiden  AB  (Taf.  VII.  Fie.  8.^  nehme  mao  zwei  Punkte  2V 
^i S  an,  ziehe  um  dieselben  mit  demoeliebigen Halbmesser  a Kreise; 
^riehte  in  einem  Punkte  P  der  Linie  AB  eine  Senkrechte,  welche 
^  beiden  Kreise  in  W  und  V  trifft;  ziehe  sodann  von  den  Mit- 
*J^«bten,.5  und  iV  nach  ded  Punkten!.  H^  und  F  gerade  Linien, 
S^.  i^oh-  im  Punkte  K  schneiden.  Man  soll  mui  dle.Li^  des 
"^ktrs  JK  bestimmen.  ;  :    '  - 

^  *  lliiil  halblre  5iV  in  ilf,  nehme  Jlf  als  Anfangst|uhkt  derCpdr^ 
.^^aten,  MN  als  positive  Seite  der  Axe  der  x,  eine  Sen&rechtt 
^  M,  die  nach  obeh  gerichtiet  ist,  afe  MsitlTe  S^te  der  Axe  der 
If»    nnd  sei  MN^L,  MP=zb;  so  ist  nie  Gleichung  des  Kreises 


*^*  ies  Kreises  um'  S: 

Die  Gleichung  der  PV  ist 


.!••     ■■ 


(1) 


(8) 


(3) 


Die  Linie  (3)  trifft  den  Kreis  (1)  im  Punkte  F,  dessen  Coordi 
'^^teo  sind: 


Tbeil  111. 
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in  dM  nrtae  Zeldm  »..abai  IMIAeii  ftütt  ^jjf'k^^ 
Jt  1«.  Dbielba  Lbde  bÖlfal  Krib  A  U  <Mi  hri*^^, 
d«HB  Cootdhiatm  lind:  .^  j 

^LOie  Gleichung  iler  Linie  jVF  i«t: 


.  -»Jim  io«;,=  y-"\l''^-^(x+L). 

Diese  zwei   Linien  {4>  un^  (G)  treffen  sich  im   Pnnkte  K,  Lm 
sen  Coordinaten   ais»  sind: 


I 


J  = 


^fji- 

-('^l)!_ 

.V. 

4  +  t 

SIV 

.•-(6+i)» 

,»_(6_i)« 

Vn'- 

:7!=r)> 

v,r 

>-(*+i)' 

6-i  i+Z- 


.!< 'SGInMIitaaD  x#iub«t  diMen  Glelchangon  dUGtOMkAv«»'«*!*^ 
■rfn  At  GIflMiww  d^  Carv«,  in  der  «lle  avf  SlmUehe  Welu  geOi^ 
dae  Punkte  K  liegen,  welche  Curre  magnsCilidi«  Guf94ig^^ 
Mfpt  werden  m&ge,  ans  eiMernGniode»  der  fcald  «ngtigulym  w«i^^ 

OT»..^''^'  -■'•".    .'.cl,;.*      " 

.:!'  Jjwdvr  ittatea  GletcliBBg  ^  Mltt  nnselish    '         '<>'  t^^^  '     '' 

^■.^■i        ■  .:  ::.  ..-.        :■.-      ■-;-    Ulla  .    -^ 

(*  +  i)  V  «•-  (A-L)»=(6-I.)  V  o»-  (A+iJ*.  ^rj '    "" 

dieM  in  die  zwdte,  so  erhUt  tnfio  luch  einigen  W>lf — ", 


WUl    UlAD    uiva« 

tMi  Reductionen 


Eben  so  folgt  aus  der  ersten  dekhang  in  (fl): 


3.  weno  man  dies«  wieder  in  die  zweite  setzt  und  reduzirt: 

Zieht  man  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  von  einander  ab»  so  er- 
Nman  endlich: 

ildm  mm  die  Gleichung  der  g^uchten  magnetisehen  GuiYe  ist 
IHeee  ^Iclefaung  kann  man  mach  schreiben  r 

^Vy»+(a;+£)*.VyH(*-L)*, 

=  (:g+L)  Vy*+(a:-L)«  -  (:r-l.)  V^H(i+I5* . 
kd    sie     wird     befriedigt     durch     jf  =  0     und    j^  =  J:  ^^ »     so 


tss  die  magnetische  Ciirve  durch  die  Punkte  N  und  S  geht 
a  mit  dem  Werthe  von  a  auch  die  Curve  Mch  ändert  ^  so  ^iebt 
*  onendlich  viele  magnetische  Curven,  die  alle  durch  N  und  <S  ee- 
Hl,    so  dass  NS  als  eine  Art   gemeinschaftlicher  Axe  aüftntt 


onendlich  viele  magnetische  Curven,  die  alle  durch  N  und  <^  ge- 

?  als  eine  Art  ^  gemeinschaftlicher  Axe  aüftntt 
stst  man  a  =  OD y    so  ist  die  Gleichung  der  magnetischen  Curve: 


ar+L  j:— L 


:    VyHiXi-Ly-   V»«+(*-l'>»' 


Iche  Gleichung  für  «=0  allgemein  befriedigt  wird,  so  das«  die 
kgaedaicben  Cmveo  rar  ein  unendliches  a  zur  Axe  der  x  werden. 

Da  die  Gleichung  (9)  unverändert  bleibt,  wenn  man  — p  irtalt 

oder  -— >:r  statt  a  setzt,  so  folgt  daraus,  dass  die  Curve  durch 

^  GoorAbaleealen  in  vier  congmente  Theile  gethellt  wird:   Für 

^=  ±  L    erhält    man    übrigens    ausser    y  =  0    auch    noch    y 

J:Va*— 4L*;    so  dass,    wenn  a>2Z,    dem  Werthe  x=^L 
rei  Punkte  (resp^  9)  der  C,urve  eutsprechen.     Für  :r=0  erhält 

M  y =dk  Va^Jt^,  so  dass  immer  a>X  sein  muss,   was  man 
idi  aus  der  Attder  Bntstehäog  der  Curve  begreifen  wird. 

Eine  andere  merkwürdige  Eigenschaft  jeder  magnetischen 
ttive  beslieht  auch  darin,  dass  die  Differenz  der  Cosinus  der 
Kinkel  I  welche  zwei  von  einem  Punkte  der  Curve  nach  den 
ölen  N  und  S  gezogene  Gerade  mit  der  Axe  der  x  machen, 
instant  ist 

Heisst  nämlich  der  Winkel  KNB^fp,  KSB=tp\  so  ist 
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ueli;he  Gleichung  den  ^emmiten  Sats  entbklt.^  ^' 

Wenn  die  Linie  iVS  und  'ausserhalb  ihr' irgend  ein  Po 
ll^uia«  eegelf«!!  i^tf  so  kiti^H  mno  durch  denselben' Jeicbt  d 
sprechend«  mugnelisrlte  Curie  Kielten.  Man  lege  nämlich 
]SS  und  jenen  Punkl-  «itfü  Elteiie,  nefame  die  CoordumtMiM 
oben,  und  seien  c,  d  die  Abscisaeii  des  lragli<:heu  Punktes 
Ebene,  ivelche  nnu  blt«ne  der  xy  iat,  »u  ^odct  sicti  dei 
messer  a  nach  der  Kurmul;  , 

at,      X    fc^i^L e  — £    ■  ■  ■■  • 


»0  dass  die  Gleicbutig  der  mugnelischcn  Curvt'  int: 

.     (I2J 
L  +  .T  _    x—L L-\-e  r-- 

Da  der  UaIbmea^-i»tUiä^(U)  WkiidiiTÜt^'sl)*  hat  die  Vi 
nang  auch  keine  Schwieri^eit;  es  ist  nämlich: 

'(«+£)  V^rf«+(c—i^)'  -(c-X)Vd*+(c+/-)*" 

''■'_.Ffit,  rf=ff'jwid  «sfijt'piraönpbM'W^.  wje.si«*:^ 
seibat   versteht,    da  alle    magnetischen  Curven  durch  n 

g<jieQ.  ...  !.!.■ .: ..     •  11. 

',.-';  »tciiit  nail  M»  4«  GMshw«  (9)  dieii : Wcr^  nW  ^t 

aefW'sich:'        ■■■■   '■    ^  •■■■■■-  ■'■■■■■  ';■_';■■. '.^_ 

;.  .:  Bildet  man  nuti  diedrichuke  der  TairgMte  «n' die  Cl 
Pwikt«  (j:,  3f),  und  sücbt  den  DurchschiilttsiiMfet  «teV»eM 
d«  Au  d«r  X,  so  Gndftt  man  als  AbMisse  des  letzteren  i 


m 


Da,  wie  wir  bald  selieD  werden ,  es  voo  Wichtigkeit  ist^  die 
TMigente  «i  eioe  iniignetisciie  Gurre:-siefaeh  ^  kOunen,.  deren 
A^t^NS  btj,  jsp  kann  man  aui9  dem  erhaltenen  Resultate  leicht 
foteende  IJobstraction  ableiten/ wenn,  man ,  wif!  kurx)  vorbei«:  i einen 
befi^igen  Punkt  im  Raumö'  annimmt,  in  dem  die  fragliche  Tan- 
gente, ge^qgen  werden  soll. 

Nsehdera  die  Ebene  der  xy  gelegt  und  die  Coordinatenaicen, 
angegeben,   gewithlt  werde 
einen  Punkt,  -dessen  Abscisise: 


vrie  angegeben,   gewithlt  worden,  nehme  man  auf  der  Axe  der  a 
Pi 


-  .  .^  j  ^ 


*"  ■  (rf«+(c+i.J«)i-(«P+(c-X,)«)l ' 


■    iii-     .n 


fti^he  von  diesem  an  den  ersten  eine' Gerade,  so  ist  diess  die  ver« 
l«;Qgt^  .Tfii»?nte. 


nun 
e 


....  ii'i  ',  ',  ;■•* 

Naeh  diesen   vorläufigen  .Betrachtuneert  wenden  wir  uns  nui 
ur  eigentlichen  Aufgabe;:  'näimlich  der-  der  Bestimmung  der  Lag^. 
einer  Magnetnadel,  welchci  unter  der  Einwirkung  eines  Magneten 
■teht,  yorausgesetzt,  die  Nadel  könne  sich  frei  um  ihren  Seh  wer- 


I .  ^  '•  I « *  •  • 


''»ii*  .i.^»#  i    . 


•  I  ' 


.  »• 


»:.;•' 


I  • 


SS- 


'  ^InTaf.  VU.FIg.9.2ViS  ein  fester  M^et,  dessen LanM4i3£,}V 
^ioe  MRt^3  seifWmer9»eine  um  ihren  Mhteipuhkt  C^bewegliche  Mag- 
"pttoidel,  derer^Lfinge  =2/j  iV,  n  die  Nord-,  S,  g  die  Sfidenden. 
jl'aii^^ege  duTthiiT,-i$\  C  eine  Eb^ne,  welche  als  Ebene  der  :ry 
^tiachtet  werde,  diet  Axe:der  x  gehe  durch  C,  parallel  mit  Ns 
**^cl  in  der  RiobtungJViS,  die  JLxe  der  jjf  sei  ^egen  NS  gerichtet, 
'^  dass  C  der  Anfangspunkt  der  Coordmaten  ist.  Nun  ist,  wenn 
"      ^,  y  die  Winkel  sind,    welche  Cs   mit  den  Coordinatenazen 


)!r- 


^^khV,^  to' Eiftttehwng  t 

'^  JWi=s  V  (o— i— /cos «)« + (6-/COS /3)H(fcosy)«  =  q , 
Nn=  V  (a— Z^-/cosa)«+  (6+/cÖ8/3)«+(/cosy)«=r ; 
S$=z  V  (a+X— /cosb)«+(6-/oo8p)^(fcosy)2=^ , 
5«=:  V  {a+L+lcoBcty»  +  (B+/cds ß)*^ (fcosy)« = ri ; 

I  ■      f 

^^«nn  a,  A  die  Coordinaten  des  Punktes  Hl  sind. 

Ist  nan  A  die  StSrfce  der  eegeoseitigeh  Anziehung  oder  Ab- 
^OBsong  in   der   Einheit    der   Entfernung,'    so    wirken    folgende 


•I 


I 


»    ■  . 


i)  uf  ■  dit  JKlin  -f^*  ga^.iv«,  ierm  Hivlituii«  niU  dea  Axe 

Wmkel  Ulli«,  deren  roi=— — -. — t,.— __-i 

9  9  9 

3Ul  t  4ie  Kraft 3  •  deren  entsprechende  Cd»  =■ 


U)  aaf  ndie  Krafl  — -^.  deren  entsprcclieitde  Co»  =  — 


auf  n  die  Krall  H — j.dereo  entoprechende  Coa  : 


Idet  man  nun  die  drei  Gleichungen  des  Glelchgenlcbts  t 
den  Fall  eines  festen  Pouhtes  (Poinsot,  Elömens.  116.),  ui 
»ducirt,  so  sind  dieselben: 

"'«'^S'*'7-7--p)+^'=""(?+^+rf'+5?)=*'* 

-""=""■  i?+? -5? -r7>i    ="• 

..■.rt,-.t,.»;i.."0 i^-.     .   .1.1..   :.•.:  ...1. ;■«■../.,■.,  >•":; 

An  deieTatenGleicbDngaiS)  folgt,  itl  mHHlltliamttill 


--l'f 


,,.,i.,,"W-?-,^ 


ii~:)j  -^.y. 


VfSn  die  letiteie  .Gicicfigng^jric^lia,  ao  .^Ifi«^^  « 

was  unmüelich  i»t,    ds  o,  r,  ^,  r|_poMliv  Kiod.    Alao  liw4 
SUtt,   d.  1).  di«  Nadel  H^  io  der  Ebeofl   '     -    -    -     - 


-      -    _,    jdacehJV,  S,  C 

dteiMHi  Fall  ist  feroOT  C(w^=»iiut.    Aladaen  üt: 


1 


»3 

riebe  Gleicliaiie  den  Werth  yon  a,  und  somit  die  Gieichgewiclits- 
^  der  Nadel  bestimmt. 

Nehmen  wir  /  so  klein  aAs.;4M*  m&n  seine  Länge  vernacb- 
Bsigen  kann,  so  folgt  aus  (17): 

c 1 I  ^ 

. ^  ?((a-£)S-fr')«"'((a+l^)H6)" 

tg«= , _ 


_         6  ((feH(aH-I^)¥-(ftH(«-X)')^  \  „o, 

-  (a-X)(4>+(a+A)»)r-(o+£)(6H(o-I')»)»'         ^    ^ 

»darch  a  gegeben  ist. 

Man  verlege  nun  die  Coordinätenäxen  parallel  mit  sich  selbst 

■Mf  »ar  Sndere  man  die  Riehtuog  ihr«r  iiv«iti?«n:XheU4v  co  tmiLo,  -h 
•min  dfe'Ooordinatert  von  C,  «vShrend  tt  Äe  Lajs^e  der  Nadel 
>Bif|>^  (Mt«e  bage  bildet  nu9  die  JapgenN  an  ein«  Cnnre,  üle 
'cC<3)^,gelit«  und  denn  Differenzia^lei^bpug. sich  findet,   vreRp 

MLJpr|[l<^)^=*^y>  a^o:.  tga^^  «^ta^t^,,^  das«  die  DiOereo- 
ri^eichong  derselben: 

-  (a:-i)  (yH(^  +  X)^»-  (:r+L)(yH(^-i-)¥ ' 

^Icbe  Gleichung  genau  mit  (14)  fibereinstimmt.  Die  Gleichung 
r  fraglichen  Curve  ist  also  (9),  wenn  a  darin  eine  willkfihrliche 
instante  bedeutet.  Die  Curve  ist  also  die  durch  C  gehende  mag- 
»tlsefc^  Curve,  deren  Axe  NS  Ist.  Cohstmlrt  man  also  auf 
Bin  {."1.  angegebene  Weise  die  Tangente  Im  Punkte  C  an  diese 
irve»  Bd  gfebt  diese  Tansente  die  Lage  der  Magnetnadel  an, 
kmer  vorausgesetzt«  dass  die  LHnge  der  Magnetnadel  verschwin- 

nd  klein  «eu 

'/.liUniot  man  also  die  Hypothese  eines  Erdmagnefen  w^  s^ 
la^.'Hian  die  Ebene  des  magnetischen  Meridianji  iq  einem  Punkte 
ii  Erde  leicht  finden.  Durch  die  beiden  Pole  des  Erdmagneten 
id  den  gegebenen  Pupkt  denke  n^an  sich  eine  Ebene  gelegt, 
sichne  in  derselben  im  gegebenen  Puhkfe  (§.  1.)  die  Tangente  an 
ilii  durch  denselben  Punkt  gebende  magnetische  C«rve,  unAiefte 
Mb  diese  Tangente  und  den, Mittelpunkt  der  Erde  eine  Ebene, 
»-irtft  diese  die  Ebene  des  roa^;netiscnen  Meridians. 


31A 

Ueberhanpt  ist  man  naeh  d«n  in  §.  1.  gegebenen  Formel 
Stande,  die  Lage  einer  kleinen  Magnetnadel  In  Bezu^auf  e 
auf  sie  einwirkenden  Magnet  zu  finden ,  in  welchem  Punkte 
Raumea*  um  den  Magnetisn  die  Nadel  aogjebracht  werde»  wo 
gesetzt«  dasi  sie  frei  um  ihren  Mittelpunkt  beweglich  ist. 


Drei  materiette  Punkte,  die  auf  eli 

Oeraden  lleiren,  Kieheii  sicli  an  nii 

den    nmgrekelirten   dritten   Potena 

ihrer  ISntfernnng^en  Ton  einandei 

Von 

Herrn  H.  Eggers, 

Studirenden  der   Mathematik    zu   Berlin. 


Es  seien  auf  einer  festen  Geraden   drei  mit  den  Massei 
fn^»  ^  behaftete  Punkte  {gegeben,  welche  einander  anziehen 
den  umgekehrten  Guben   ihrer   Entfernungen   von   einander, 
soll  den  Ort  eines  jeden  als  Function  der  Zeit  darstellen. 

Die  drei  Coordinaten  dieser  drei  Punkte,  von  einem  Pi 
auf  derselben  Geraden,  dessen  Coordinate  wir  a:  setzen  w< 
abgerechnet,  seien  respect.  x,,  a:^,  a:^\  so  dass  ihre  respec 
Entfernungen   vom  Anfangspunlcte  des  Coordinatens^'stems  911 

Bestimmt  man  die  Anziehung  eines  jeden  Punktes  auf  die  b 
übrigen,  so  sieht  man,  dass  dieselben  durch  partielle  Differe 
quotienten  derselben  Function  (m)  respect.  nacn  .T|,  j*«,  x^  d 
.stellt  werden,   wo  u  folgenden  Werth  hat: 


81S 


ond  il80  unabhängig  von  der  Coordinate  x  ist. 


;.'i! 


Die    Differentialgleicfaangen    der    Bewegung    sind    demnach 
/bigende:  .."T)-.-..-. 


■  I 


.11  ;■• 


'•    . . : :     .1 


»    i ' 


Von  den  sechs  Integralgleichungen  dieses  Systems  wollen  wir  in 
S^€tt  Coprdinaten  nur  zwei  ableiten,    welche  der  8atz  vofi  der 

^ ^       ^  ^  in  .swel  Dififj^ii- 

w^eichungen  mit  zwei  Tariabeln  transf^ormiren  und  aus  diesen 
^lo   vier  noch  übrigen  Integrale  bestimmen. 

Wenn  man  alle  drei  Gleichupgen  {%)  ftddirt»    so  erhält  man 


S^€tt  Coprdinaten  nur  zwei  ableiten,    welche  d 
A''l<Utf|Qg :' 4^8  Schwerpunkts  giebt    Mit    Hülfe 
•<»niiieii  wir  dann  das  Systeni  Gleichungen  (2.)  i 


■'•  •*!    im"    ■■  ■  ■  du       Bu   .  du      L 

■'«rnttikth;- folglich  auch  linkst    - 

Wh — 5^2—+»«« — :g^ä— +"'»     dfl     — "' 

^^Taus   durch   zweimalige   Integration   folgende  beiden  Integrale 
^dalten  werden: 

■       ■       '  ■"•■•    i 

I  •  I 

o  a  und  ^  die  Constanten  der  Integration  bezeichnen. 

Debet.; den  bis  jetzt  noch  willkfibrllcheli  Poilkt  x  wollen  wur 

im  so  yentigenV  dass  er.  der  Schwerpunkt  des  Systems  ist.  Das 

S^ebt   uns    zwischen  den   Coordinäten  Xi,  x^,   x^  folgende  Be- 


■  ■  •  ■ 

«o  dass 


Mx  =  at  +  p 
X=m,  -)-wi,+i»i'' 


Die  Gleichung  (4.)  benutzen  wir  Dun,  um  eine  Variable  kmx 
cUminiren,  wa«  durch  di«  folpende,  Euler' sehe,  ^uhstitnlian  ee- 
Echehen  kano,  indem  wir  zwei  neue  Variable  7,  und  9«  venDitteLvA 
6  nachher  zu  beHlimiuendeD  Constanten  einfuhren:  11 


■^e 


Ke  sechs  Constanteii  <ii,  ö|,  »;[,  d^,  Oj,  (,  nnllen  wir  ziiiiBcIi4 
mt  frShlen,  dass  die  Gleichung  (4)  {''lintiscli  cfRillt  wlrJ,  waMfol-J 
geude  zwd  BedlDgungsf^eichungen  |  ebt: 


^^Tfemei 


r  wollen   wir  die  Ueelimawiigen   treffen,    dass    in    Arm 

Inifgrai  der  lebendigen  Kraft  ,dl«  Coellicienten  der  Quadrate  der 
Geschwindigkeiten  einzeln  =1  werden  und  der  CoefGcient  des 
Products  der  Geschwindiakeifen  verscbivindet.  ivodurdi  wir  sodi 
folgende  drei  Bedingungen  erlangen: 

"■loA  -^'>VIa^-t->x■<'■^=0- -■% 

Mit  BOire  dieser, Bedini^oDf^gleichnngen^  lusm'  iit£'  ii«'''MBea 
Variabein  leicht  als  Functionen  der  alten  darstellen;  m&Q  Eiat  Dor 
nBthig,  das  System  Gleichungen  (6.)  der  Reihe  nach  mit  rn^to 
«gO^  iRtdj  zumultipliciren  undz'i  addiren,  und  es  eben  so  mit  SI1&, 
1146^  nis6i  zu  Aachen  und  AAn  auf  (üO'Oekhn^^l  iMckwdat 
EU  nebmen     Hftn  erbSlt: 

Um  nun  die  Differentia^lflichung  (2.)  au  trsMfomlraD.nrtdibinMf' 
xmlcbst  die  Bemerfcong,   das«  ans  Gld^lian^  (6.)  sich  «igjebt: 

K3-=:0,  folglich  das  System  (2.)  in  dieses  fibergeht; 


«rajU 


ißaei     du 
d*j^      9tt 


II.' 


Man  hat  onn: 


fc  • 


die 


du 


*•-   8"     oft     .  Jf!    Ö»!    _„   „        -    J.^A 

6n  9q, 


du      Bu  dfi,  ,  du   dg.  ■  'du  .       .     du 

du       du   dqi      8n  d^m  .    du    .        .du 


«1 


«a 


fl» 


6| 


Maltiplicirt  man"  mit  den  zur  Seite  stehenden  Factoren  ütfd 
*vdirt  die  drei  XUeichungen  jedesmal,  ao  erhält  man: 


die  Sif    I       ^  .       3t< 

9tf      «    Sm   .  ,    dti  .  .    9fi 


12. 


Mnlfipltciren  wir  also  die  Gleichun;;  (II.)  resp.  mit  Oi,  ii|,  a^ 
'"*4  6|,  A(,  A|  und  addiren,  so  ist  die  Transformation  vollendet 
""^^  wir  erhakea: 


8«. 


du 


•  ■ 


C'qi ou 


!«.••*••■•     ^'^ 


'  fl  fl 


!^^:^  die  Ansdriicke  aafder  linken  Seite  mit  Hiilfe  der  Gleichung 
^^^.)  hergeleitet  sind. 

Das  Integral  der.  lebendigen  Kraft  finden  wir  bekanntlich, 
^«im  wir  die  Gleichung  (13.)  respective  mit  ^|-  und  -^  multipli- 
'^ren  und  addiren.   .£«  ist  folgendea; . 

I(^)"4^)*=«+* — >- 

■ 

Multipliciren  wir  ferner  von  den  Gleichungen  (13)  die  erste 
^it  9|,  die  zweite  mit  q^  and  addiren,  so  ergiebt  sich: 


1 

\ 


r  +  ».^=»fS^+».ä^- 


D«r  Anedrucb  Twhta   siebt,  nftch  eiQ«in  bekannleo  Satze  fl 


_}_SHf)  ^ 


(!)•■ 


^lii 


tTaitsfarmireii  donmcb  die  linke  Seil«  der  tileirliung  fIS.)  i        

eken  auf  der  reclitoii  Seite  u  durch  seinen  «u^  UleiciMtng  (M;)  g' 
zogcnen  VS  erlh  ans.  so  erhalten  wir: 

b,  ..-..L,:!..-,:.!  Uli,  ,.il.  nie 

p=".    .  -m 

'.vl,l,i;  !,.;„   ,,\    .,\  .,J   !„,„ 

j(»i'+»'l=*'H»,<+*„-— •J«'«lli-.  il..  tw 

wo  A,  uod  A.  die  IntegrxIiqpsfaMl^ltH  bswiebM». 

Diu  rierte  aacli'refaletide  Integral  ]&B8t  sich  schlieMlich  dmeh 
foleende,  auch  sonat  gebrfiiielil^b^  Subatitutioii,  leicht  fiedee. 
Wir  selztui  nüuUich:  '  v:  ■      *>' 

'  I.  r  Md  .   «bugediCcb  nibmen   iji.  jS'  gämleäm  IS 
grale  (ld-)>  0^)  und  (17-)  fAlgWid»>n>Atf  uT;   -n-iiifibi,  l.<ui  itaw 


'    ^liTi  .,1 

""  ilil*t**l.*^fau:.l.JB/alk.n„l,,,lb.if. 
i'i  iiBi-Aw  .ii;.iibbK  Imiu  ev  *i«  sliai«  i*  .,«  ü« 


•t« 


.  •    ,    I 


^ißi^f^  dtoinAueHÖB  ▼m'^^^rMiriobhet»' lirelclicf  rala: Factor i!vm 
—  neischeinty  wenn  man  u  durcb  r  und '9  aosdrOckt;  es  isi^: 

-■  ■■■■  m  a"!—. 

"*"  {(as-ff|)co89+(^— 6i)8in<)i>l»'  .    >    .1 

Aus  der  Gleichung  (21.').:  vrolfen  wir  jetzt  alle  Functionen  von 
>T  «liminiren  und  dadurcb/id)»  Vilriabeln  t.uni  w  separiren.  Aus 
Gleichung  (19.)  ^nd  (20.)  eigiebt  sich : 


»>i. 


2r*  und  setzen  die 


'■■•-'■•    -.-.l 


j^    Jlul^pfictnm  fi;ir  jetzt  Gleicbone  (21)  mit  J 

^'^d,  nach  Fortlassen,  der  gleichen  TermQ  zu  beiden  Seiten: 

,■■"■■■.*  I  •■  "■"n     1       •■«.•'•■■»■.•'■  .  1  '  . 


;«.. 


41(W^t'A,«+»;^m  '=4ÄA„  -Ä,«- Av). 


^^d  hieraus  endlich  die  letzte  Quadratur: 

(L ...  J.2 (i<»  +  A»<  +  /»J.  "l^J  ViAÄ;*- i,»^/<9>> 

^o- das  Integral  links  leieht  auszufähreo  ist  und  auf  arc.  tangens 
^brt,  das  rechts  aber  ein  Abelsches  ist»  denn  die  Function  linter 
^MA  "WiirzelKlIicben  Aitirt  mindestefls  auf  den  sechsten  Grad»  wie 
^^lan  sieb  leicht  Oberzeugt»  wenn  man  statt  sin 9  und  00s ip  di 
taDg(9)  einfährt. 


Es  ist  jetzt  noch  übrt^.  die;  sechs  Coc^(BcienteB.;der  Substi- 
tution zu  beÜfimroen.' '  Es  ^md  dazu 'ftinf  Gleichungen  zwischen 
denselben  gegeben,  man  kann  also  Gber  einen  Cooetucienten >  noch 
willkührlicb  jbestimmen  und  diese  Freiheit  dazu  benutzen,  Elimi- 
HatiotfsgleicbungiSii  veh  niSgllÖbst  'niedrigem  Gi^flei  zu  erbalten. 
Dies  halbe  ich  auf  ^fblgendepii.  Wegs. Msauf^tw^p  gesucht: 


Wegen  der  Kort»  d«r  ßG(Iiagung8|;|e{clinnseD  (S.),  <li«  diMallii 
bit  wie  (tifl  (i»r  GleicbHuf!  eine«  dreiasJ^en  Ellipstiids,    auf  i  ' 
Huuploxen  bezugen,  wurde  kh  auf  dttn  Gedanken  geleitet,  " 
■echs  CoeRiclenten  Holcho  >\1nk«irnnctI<Hien  «tnzufilBreB, 
beiden  BediDguiigeu  (M.J>  nfimlii-Ji : 

identisch  erfsllt  und  sio  f«elt>(it  durvli  die  dret  nncfi  iibrigeit  Bediii' 
^ng8glcichuni;en  bentlniint  «erden  ktinnten,  so  dasft  ich  bIho  nni 
drei  neue  Unbekftimte  eiiuuliibteD  hatte.   Dtes  erreichte  ich  d 
(olgende  Substitution: 


auf  sein« 
et.  ntrA 


cos  tf 
ftin&siu  » 


eng», 

'•-VT, 

«ih  ff,  sin  ( 


Diese  Wcrthe  erftill« 
Idenlisi'h  und  &,  9i,  a 
den  drei  Gleicbuiigen; 


I  die  Gleichuncen  ümu^^^l  und  .^J)^ 
werden  dann  bestimmt  dadurcb, 


£ma=0,  ümit—ti,  £mab=0' 


Uf 


V^cosff  -f  (Vfflicosio  -f  V>Ngnnn)5iD^=0, 
V^co»6^  -{-(Vn^  cosä~  Vi)^8iD»)«tii9|=0. 

welch«  CileicbuDsen  leicht  ibikdnde  Fonn  «noehmeii: 

■>i;■■■r^^;■,.'■■>_^t-'*■.;[,   ,r,ill,:,.,   ,,.,.r.:.\  \m 

V»h  +  (V^coHoi  +  Vj«»»i"i«)tang#=0  ..._ 25. 

.^.  H-Iiiig«,i«n|5^  .l:o«a**0y..«U«.87»« 


'1  '       <ii<|<^ai)«A»u(>%4>i«)Ub*»0tlj>  •'i." '! 
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attUn: 


t-t<'*^^=^ 28. 


-I  * »    .  .       ■  ■.  ^  -  > 

wonotr 


611110  = 


I ».  t 


• » - 


:nm— i/  "»1 +"*>!' 


Diese  Werthe  in  (96.)  aad  (9S.)  eiogeaetzt,  ergeben  leicht: 
taug*  =-  V  m,  (m,  +  Jlf ) 

•*^    •"  Viiii(m,+mj)—V  111,(1111+ m.)      ^" 

I 

Man  sieht ^  dass  die  eanze  Substitution  immer  eine  reelle  ist. 
Eotwickelt  man  nuo  nocn  sin  ^,  cos^,  sin^i,  cosdi,  so  erhält 
nan  folgende  Werthe  iur  die  sechs  SubstitutionscoefncieDteD : 

'^'^V»ii(l+»')' 
"^^y  «i,(l+T«)(mi+Jlf) 


I. 


d — ^ 


m,(l+T:«)(»h  +  ilf)* 

■       ■  ■  .         >  ■ 

^~  t  m,(H-ri»)(«i+iir) • 


t»,(l+Ti»)(mi+ilf) 
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Vebmiirsanrgrabeii  für  Schiller. 

Aufgaben  ,4ias  „The  Matbematician.** 

Mitgetheilt   von    dem    Herrn   Daelor  Aagnat  Wiegsad,    Oboriekr^^ 


.1 


u  der  ReaUdwlfli  >■  Halls. 
(Fortaetsong  yoo  XVIII.) 


1)  Sind  a,  b,  c»  d  vier  harmonische  Strahlen,  wd  «^  ß,^ 
die  drei  Winkel,   welche  bezaglich  a  und  b,  e  mä'd,  b  und  c^ 
einschrieben,  so  ist 

cos(«  +  y)cos(/3+.y)=cosCa  + /l) . 

2)  Ist  r  der  Radius  fies  in  ein  Dreieck  beschriebenen  Krei 

ses,  and  sind  ti,  r%,  r^  die  Radieij  dreier  anderer,  von  denei  ^ 
jeder  zwei  Dreiecksseiten  und  den  ersteren  Krieis  berflhrt,  so  in- ^^ 
det  folgende  Relation  statt:  '' 

('. 

3)  Sind  Qi,  p2>  P3'  P4*  Q59  96  clic  Radien  der  Kreise,  welche    ^ 
in  die  sechs  Dreiecke  beschrieben  sind,  die  entstehen,  wenn  nian 
die   Spitzen   eines    Dreiecks  mit  den  Mittelpunkten    ihrer  Gegen- 
seiten verbindet;  sind  ferner  r^ ,  t*i,  t^  die  Itadien  der  drei  äusse- 
ren Berührnnj^skreise  und  r^,  r^,  Tq  die  Radien  der  Kreise,  welche   ^* 
in   die  Dreiecke  beschrieben   sind,  die  entstehen,    wenn  man  di 
auf  einander   folgenden   ticken   der   über   den  Dreiecksseiten   b 
schricbenen  Quadrate  verbindet,  so  iindct  folgende  Relation  Statt 

1  1 

Q  r 

4)  Wenn  ein  Tetraeder,  dessen  sechs  Kanten  0,  6,  r,  d 
f\  f  sind,  von  drei  Ebenen  so  geschnitten  wird,  dass  jeder  Sohnit 
einen  Hhombus  bildet;  so  lindet,  wenn  7//| ,  nwy  ms  die  Seite 
der  Rhomben  bezeichnen,   fol&:ende  Relation  Statt: 

//ij      w/a  "^  //ij      a      b~^  c^  d.      e^  f 

5)  Wenn  jede  Ternion  nicht  anstossender  Seiten  eines  Sechs- 
ecks einen  genieinschaftliclien  Durchschnittspunkt  hat,  so  habei 
auch  die  Diagonalen,  welche  zwei  gegenüberliegende  WinkeU 
spitzen    verbinden,    einen   gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt 


r^  MWM  — i— iw^was— w^— H^—B^wwwffira 


Ankündigung 

einer    neuen    unter    deoi     Titel: 

Beiträge 


zur 


meteorologlselieii  Optik 

und 

ZU  verwandten  Wissenschaften 

10  zwaug^Iüseii   Heften   erscheiaemleii   Zeitschrift. 


Wenn  auch  schon  in  sehr  alter  Zeit  die  Lichterscheiniuigen  in  dar 

^^■nosphäre  unseres  Wohnorts  die  Aufmerksamkeit  nicht  bloss  der  Na- 

^^^Arscher,  sondern  der  Menschen  überhaupt,  auf  sich  gezogen  haben, 

*^cl  iregen  des  durch  diese  Erscheinungen  uns  öfters  erbffheten  prtcht^ 

^^llen  Schauspiels  nothwendig  auf  sich  ziehen  mussten;  so  gehört  doch 

^i«  Entstehung  einer  mit  der  Erklärung  dieser  Erscheinungen  im  wei- 

^^^ten  äinne  sich  beschäftigenden  besonderen  Wissenschaft  unter  dem 

^*Men:    „Meteorologische    Optik'*   einer  ganz  neuen  Zeit    an. 

«an  man  den  Fortschritten,    welche  diese  jedenfalls  das  grösste  In- 

«esse  darbietende  und  auch  in  allgemein -naturwissenschaftlicher  Be- 

«buig  höchst  wichtige  Wissenschaft  bis  Jetzt  gemacht  hat,  eine  unbe- 

■gene  Betrachtung  widmet,   so  wird  man  leider  .zu  dem  Geständnisse 

^^Ahrt,    dass  noch  keine  der  in  ihren  Kreis  gehörenden  Naturerschei- 

^^■gen  ihre  vollständige  Erklärung  gefunden  hat,    und  dass  rUcksicht- 

^ck  der  weiteren  Ausbildung  der  Theorie,  ferner  riicksichlich  der  An- 

*M|ug,  namentlich  mit  scharfen  Messungen  verbundener  Beobachtun- 

V*ft,'aB  denen  es  noch  fast  gänzlich  fehlt,    so  wie  der  sorgfältigen 

'^^ndUShrang  auf  die  Beobachtungen ,  Behufs  der  aus  denselben  zu  zla- 

'^^den  Resultate,  gegründeter  Rechnungen ,   endUcYi  aucki  t^0k<8\^V>\\si^. 


der  Aullinduiig  allgemeiner  GesichUpunkti?  über  die  nahe  Veibindn 
io  welcher  die  Lichlenicheinungeti  in  der  Atmosphäre  mit  den  ül)ri| 
in  derselben  vorgehenden  Erscheinungen  nothwendig  stehen 
noch  sehr  Vieles  zu  thun  übrig  ist,  wenn  die  meteorologische  Optik  ni 
und  nach  ihrer  so  sehr  zu  wünschenden  Vollkuminenheit  nSher  gelU 
werden  soll-  Kür  die  schnellere -Förderung  solcher  Wisscnschaflen,  w(l 
che  noch  auf  einer  niedrigeren  Stufe  der  Ausbildung  stehen,  gant  b 
sonders  aber  solcher,  die  der  Anstellung  verdienstlicher  Beobachtung! 
und  der  genauen  Durchführung  auf  dieselben  zu  gründender  RecbaU 
gen  noch  ein  weites  Feld  der  Wirksamkeit  darbieten,  sind  aber  n 
jeher  die  Journale  ein  sehr  wichtiges  und  krUftiges  HUlfsmiltel  gewesa 
and  ich  bin  daher  —  im  reinen  Interesse  für  die  betretfende  Wissfl 
schall  und  nach  mehrjühriger  eifriger  Beschäftigung  mit  derselben  - 
durch  die  obigen  Betrachlungen  zu  dem  Entschlüsse  geführt  wordd 
den  Versuch  zu  wagen,  ein  eigenes  der  meteorologischen  Optik 
widmetes,  in  zwanglosen  Heften  herauszugebendes  Journal  zu  grüDdi 
durch  welches  ich ,  nach  der  mir  selbst  geslellten  Aufgabe,  den  rolgeodi 
Anforderungen  zu  geniigen  suchen  werde. 

1 )  Durch  streng  wissenschaftliche,  die  Hülfe  der  Geometrie  i 
Analysis,  wo  es  nülhig  ist,  im  weitesten  Sinne  in  Anspruch  nehmsB 
Abhandlungen  soll  die  Theorie  der  Lichlerscheinungen  in  der  Atni 
sphBre  immer  mehr  gefordert  werden. 

2 )  Durch  mehr  populär  und  überhaupt  möglichst  elementar  | 
haltene  Aufstttze  soll  der  Versuch  gemacht  werden,  die  Theorie 
verschiedenen  Lichterscheinungen  in  der  Atmosphäre  einem  grosse! 
Kreise  von  Lesern  näher  zu  führen,  was  ich  im  vorliegenden  I 
bei  so  wichtigen,  fast  alltäglich  unseren  Augen  sich  darbieten^ 
prachtvollen  Naturerscheinungen,  namentlich  in  der  gegenwärtig 
Zeil ,  wo  die  Keontniss  der  Naturwissenschaften  einen  Haupltlieil  der  all — 
geDicineu  Bildung  mit  Recht  schon  ausmacht  und  fernerhin  gcwis» 
immer  mehr  ausmachen  wird,  mit  zu  den  Hauptaufgaben  der  neu  zu  be — 
gründenden  Zeilschrift  rechne;  auch  werde  ich  deshalb  durch  Hillheilnns; 
in  dieser  Weise  gehaltener  Aufsätze  von  dazu  vorzugsweise  geeigDcla 
Gelehrten  mich  denselben  jederzeit  zu  ganz  besonderem  Danke 
pilichlel  fühlen,  und  in  dieser  Beziehung  auch  J)eslimmte  Verlfiadiu 

anzuknüpfi-n  suchen. 


3)  Die  in  den  beiden  vorhergehe ndeo  Nummern  näher  bezeichne- 
ten Abhandlungen  sollen  theils  Originalabhendlungen  sein,  Llieib  in  L'e- 
liersclzungeo  oder  Bearbciluiigeu  von  im  Auslande  erschienenen  Ab- 
'"Hiillun^en  bestehen,  und  ich  werde  es  mir  zu  einer  ganz  besonderen 
'^ii%ahe  machen,  in  lelzlerer  Beziehung  absolitle  Vollütiln- 
'''gkeil  zu  erreichen,  so  dass  die  ZeilschriTt  ihren  Be- 
title rn  zugleich  ein  vollständig  es  Repertorium  alles 
Nichtigen  darbietet,  was  im  Auslande  auf  dem  Gebiete 
''Bt  meteorologischen  Optik  erscheint  oder  schon  erüchte- 
"en  i»t, 

4)  Ferner  soll  die  Zeilschrift  Aursätze  lierem,  welche  sich  mit 
der  genauen  Beschreibung  wichtiger  Phänomene  der  meteorologischen 
''ptjk  beschäfligen  und  daher  schon  von  selbst  in  die  Klasse  der  mehr 
populären  Aufsätze  gehören,  weshalb  denselben  auch  Jederzeit  treue 
Abbildungen  der  betreffenden  Erscheinungen  beigegeben  werden  sollen, 
Dabei  werde  ich  nicht  bloss  neuere  Phänomene  berücksichtigen,  son- 
dern vielmehr  bis  auf  die  ältesten  Zeilen  und  immer  auf  die  ur- 
sprünglichen Quellen,  in  denen  sich  ältere  wichtige  Phänomene 
beechriobeo  finden,  zurückgehen,  weil  ich  die  Bemerkung  gemacht  zu 
liaben  glaube,  dass  die  neueren  Beschreiber  solcher  älteren  Phäno- 
■nene,  denen  deshalb  die  höchste  Wichtigkeit  für  alle  Zeiten  stets  ge- 
sichert bleibt,  weil  dergleichen  Phänomene  nicht,  wie  z.  B.  die  niei- 
slt^n  Hstronomischen  Erscheinungen,  periodisch  wiederkehren,  sondern 
O'ö  ganz  besonderes  Zusammentreffen  günstiger  Umstände  erfordern, 
'"em  sie  sich  in  gleich  prachtvoller  Weise  wieder  zeigen  sollen,  sich 
^fiHg  bloss  abgeleiteter  1}uellen  bei  ihren  Boschreibungen  bedient  ha- 
"W,  was  gewiss  in  keiner  Weise  gebilligt  werden  kann.  Daher  sollen, 
^p  gesagt,  genaue  aus  den  ursprünglichen  Quellen  geschöpfte, 
■abei  aber  zugleich  möglichst  populär  gehaltene  Beschreibungen  älterer 
Nichtiger  Phänomene  mit  zu  den  Hauptaufgaben  der  Zeitschrift  gehören, 
"<■£  freilich  die  Herbeischaffung  eines  grossen  literarischen  Apparates 
"Hhig  machen  wird.  Ueberhaupl  soll  auch  die  in  vielen  Beziehungen 
''*Ohsl  interessante  Geschichte  der  meteorologischen  Optik  ganz  besoji- 
''^B  mit  in  den  Kreis  dieser  Zeitschrift  gezogen  weiden. 

5)  Leider  enthalten  aber  die  bis  jetzt  bekannt  gemachten  Be- 
schreibungen wichligor  Phänomene  der  meteorologischen  Optik  an  den- 


> 


selben  angcstoUle  genaue  Messungen  fasl  gar  niclit.  Deshalb  gt 
hötl  es  zu  den  dringendsten  Bedürrnisscn ,  dass  solche  Miissungen  kttnf 
lig  in  müglichsl  reichem  Maasse  angeslellt  werden,  und  dass  sich  m 
den  nlilhjgen  lokalen  und  instrumenlalen  HüirsmiUelo  auagerüstete  g( 
schickte  ßeobacliter  flnden.  welche  sich  diesen  Beobachtungen  and  Mtt 
inngen  vorzugsweise  widmen.  Ja  ich  halle  es  selbst  für  bcbr  wtli 
•chcnswerlh ,  dass,  wenn  auch  nicht  eigene  zu  diesem  Zwecke  bi 
stimmte  Obseivatorien  errichtet,  doch  die  schon  bestehenden  meteor 
logischen  Observatorien  mit  den  zu  genauen  Messungen  der  Licbhi 
flclieinungen  in  der  Atmo.'^phlire  errorderlichen  Instrumenten  ausgerOa' 
und  die  bei  diesen  Anstalten  bescliälligten  Gelehrten  veranlasst  werdt 
diesen  Beobachtungen  neben  den  übrigen  mcleorologischen  Beobacbts 
gen  kUnnig  ihre  besondere  Aurmerksamkeil  und  ihren  besondem  Fie 
ZK  widmen.  Solche  Beobachtungen  werde  ich,  wenn  mau  die  Gl 
hat,  sie  mir  milzulheilen,  ganz  nacli  Art  der  vorlrelTlicIicn  ,,Astr 
nomischen  Nachrichten"  in  meiner  Zeitschrin  immer  »ch|eiinij 
abdrucken  lassen ,  weil  ich  dieselben  für  eins  der  wichtigsten  Beft 
derungsmillel  der  meteorologischen  Optik  halte. 

6)  Dass  nun  auch  ferner  die  Mittheilung  genauer  BerechnuBj 
solcher  Beobachtungen  mit  zu  den  Hauptaurgaben  der  Zeitschrtn  | 
hört,  brauche  ich  wohl  nicht  erst  noch  besonders  zu  bemerken.  Zi 
hen  es  die  Beobachter  nicht  vor,  die  oft  ziemlichen  Zeitaufwand 
Anspruch  nehmende  Berechnung  ihrer  Beobachtungen  selbst  ausznfi 
ren,  was  freilich  in  den  meisten  Fällen  das  Beste  sein  wird,  so  ste) 
mir  hier  hinreichende  Krüfte  zu  Gebote,  dieselben  unter  meiner  A 
Eicht  ausführen  zu  lassen,  und,  wohl  wissend,  ein  wie  grosser  Sc| 
astronomischer  Beobachtungen  z.  B.  gegenwärtig  vorliegt,  die  auf  f1 
Berechnung  warten ,  wer(^  ich  mir  es  zu  einer  besonderen  Anfgi 
machen,  die  mir  eingesandten,  in  den  Kreis  der  Zeitschrift  falleof 
Beobachtungen  Jederzeit  so  schleunig  als  möglich  einer  genauen  B« 
beltung  auf  dem  Wege  der  Rechnung  unterwerfen  zu  lassen,  and 
Besirllate  in  der  Zeilschrifl  bekannt  zu  machen,  in  welcher  Rttcks; 
ich  kein  Opfer  scheuen  werde. 

7)  Kln  besonderes  Interesse  bietet  ferner  auch  die  künsllit 
Nachbildung  der  Lichlerscheinvig^»  '»  ''C  AlntosphSre  durch  Venvi 
dar,  welcher  mit  «ehr  ^tierkenniingtwerthen)  Eifer  eiqtge  ncaere  |t 
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fiiiier,  >rie  z.  B.  Babinel,  Bravais,  Brewsler  und  andere,  denen 

die  meteorologische   Optik  schon  so  Vieles,    wohl  auch  ihren  Namen, 

?«Fd«nkt,  Ihre  Bemühungen  gewidmet  haben.    Daher  werden  auch  die- 

siB  Gegenstand  betreffende  Abhandlungen,    so  wie  Beschreibungen  der 

diäin  gehörenden  und  anderer  zu  Beobachtungen  der  Lichterscheinun- 

geo   in  der  Atmosphäre   erforderlicher   Instrumente  und   dergl.,    in  die 

Zeitschrift  bereitwilligst  aufgenommen  werden. 

8)  Eben  so  sollen  endlich  auch  besondere  Abhandlungen  über  den 
Zisaninenhang  der  Lichterscheinungen  in  der  Atmosphäre  mit'  den  übri- 
gen  iD  derselben  vorgehenden  Erscheinungen,    und   über  die  gewiss  in 
nshrfacher  Beziehung  wichtige  Bedeutung   der  crsteren  für  die  letzte- 
rai ,  flo  wie  überhaupt  Alles,  was  die  Verbindung  der  meteorologischen 
OpUk  mit  der   Meteorologie   überhaupt  nar  im   Entferntesten   berührt 
^>d  zur  Erweiterung  einer  dieser  Wissenschaften  bellragen  kann ,  in  den 
Kreis  der  Zeitschrift ,  der  absichtlich  so  viel  als  möglich  zu  erweitern  ge- 
sucht worden  ist,  gezogen  werden,  um  in  derselben  Alles  zu  vereinigen, 
vas  für  die  meteorologische  Optik  von  Wichtigkeit  sein  kann,   und  das 
Zurückgehen  auf  andere  Werke  in  den  meislen  Fällen  ganz  unnöthig  zu 
machen,  so  weit  wenigstens  meine  Kräfte  reichen  werden,    um  dieser 
jedenfalls  sehr  schwierigen  Aufgabe  genügend  zu  entsprechen. 

Yielleicht  könnte  es   auffallend   erscheinen,   dass  diese  in  zwang- 
losen Heften  erscheinen  sollende  Zeitschrift  nicht  einen  der  gewöhnli- 
chen Titel,  wie  Journal,  Archiv,  Annalen  u.  s.  w. ,  sondern  den  Titel: 
»Beiträge  zur  meteorologischen  Optik  und  zu  verwandten 
^Wissenschaften'*  erhallen  hat.      Dies  ist   aber  absichtlich  und  mit 
Sutea  Vorbedacht  geschehen.     Wie  lange  nämlich  dieses  Unternehmen, 
^^  sehr  ich  auch  entschlossen  bin ,   Alles  aufzubielen ,    um  dasselbe  in 
joder  Beziehung  möglichst  zu  fördern ,    Bestand  haben  wird ,    lässt  siph 
^f  Jetzt  noch  gar  nicht   voraussehen ,    und    ich   selbst  hege  in  dieser 
Beziehnng  desto  mehr  einige  Zweifel,    je  weniger  ich  mir  die  mit  der 
Herausgabo    nothwendig    verbundenen   Schwierigkeiten  verhehlen   darf, 
^^halb  habe  ich  den   mehr  als   irgend  ein   anderer  jeden  beliebigen 
^schloas  gestattenden  Titel:  „Beiträge   zur   meteorologische^ 
^Ptik"  gewählt,  wenn  auch  in  der  That  das  Werk  ganz  den  Charak- 
^^  einer  in  zwanglosen  Heften  erscheinenden  Zeitschrift  haben  soll. 
^^»  Zusatz:    „und  zu  verwandten  Wissenschaften**  hat  aber 
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der  Titel  deshalb  erhaltea,  weil  ich  mir  dadurch  Uie  Frttllieil  sichern 
wollte,  den  Kreis  der  Zeilachrift  Im  Interesse  der  Leser  noch  mehr 
in  erweitern  und  noch  mehr  äegenslUnde,  welche  meislens  nach  al1«D 
vier  Winden  hin  zerstreuet  werden,  an  einem  und  demselben  Orte  iV 
concentriron-  Zu  näherer  Krläulerung  des  erwähnlen  Zusatzes  bemer- 
ke ich,  dass  ich  in  den  Kreis  der  Zeitschrirt,  in  theoretischer  Hod 
praktischer  Rlicksiclit,  auch  Erscheinungen  wie  z.  B.  das  Nordlicht-« 
das  noch  fast  oiil  einem  ganz  undurchdringlichen  Dunkel  umhüllte  Zo— 
diacallicht,  selbst  auch,  wenigstens  zum  Theil,  die  Sternschnuppen  u.  dgl.« 
ferner  die  für  die  Theorie  der  Hofe  so  hüchst  wichtige  Krystailisalio» 
des  Eises  u.  s.  w.  zu  ziehen  beabsichtige,  und  daher  auch  Milthei— 
langen  Über  alle  diese  Gegenstände  gern  einen  Platz  in  den  Beiträgen 
eioräumen  werde.  Mit  RlicksichC  auf  diese  Erklärung  lütte  ich  tat, 
ien  Zusatz:  „und  zu  verwandten  WissenschaTten"  nicht  in  ir 
strengem  Sinne  zu  nehmen,  sondern '  mir  im  Interesse  der  Süclie  eine 
müglichst  weile  Ausdehnung  desselben  zu  gestatten. 

Originalabhandlnngen,  welche  mir  in  deutscher,  lateinischer,  fru- 
cQsischer,  englischer  und  italienischer  Sprache  mitgetheill  werden,  er- 
scheinen in  der  Regel,  wenn  nichi  besondere  l'malüride  eine  lleber- 
setzung  niilhig  oder  wunschenswerth  machen ,  in  derselben  Sprache, 
in  welcher  sie  mir  milgetheilt  werden.  Bei  in  andern  Sprachea  mir 
eingesandten  Originalabhandlungen  werde  ich  Tür  treue  Uebersetzno- 
gen,  nach  BeschalTenheit  der  Umstände  in  deutscher,  lateinischer  oder 
französischer  Sprache,  Sorge  tragen,  und  nur  diese  Uebersetzangen 
den  Beiträgen  einverleiben.  Für  die  scandinavische  Literatur  wird  es 
mir  in  dieser  Beziehung  besonders  am  hiesigen  Orte  nichi  an  hinreichende! 
Unterstützung  fehlen ,  weshalb  ich  auch  namentlich  die  scandinavischen 
Naturforscher  zu  Beiträgen  und  zur  Einsendung  betreffender  Schrillen 
auffordere. 

Welche  Erscheinungen  in's  Gebiet  der  eigentlichen  meteorologi- 
schen Optik  gehören,  darf  ich  zwar  als  bekennt  voraussetzen;  ich 
werde  mich  jedoch  bemühen,  so  bald  als  möglich,  über  den  Umfang 
dieser  Wissenschaft  und  die  Umstände,  auf  welche  die  Aufmerksam  keil 
zu  richten  besonders  wUnscheuswerth  sein  möchte,  eine  besondere  Ab- 
handlung in  liefern,  wünsche  aber  sehr,  dass  sich  dieser  in  metho- 
discher   und    allgemein -wissenscbanii eher   Rticksicht  höchst   wicUigui 
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Arbeit  ein  daza  mehr  als  ich  selbst  geeigneter  Gelehrter  unterziehen 
■Achte;  sollte  der  Zeitschrift  dazu  ein  Arago  oder  Alexander  von 
Hinboldl  im  Interesse  der  Wissenschaft  seine  Feder  zu  leihen  geneigt 
s^,  so  würde  einer  meiner  grüssten  Wünsche  erfüllt  werden  und  die 
Beiträge  eine  ihrer  grössten  Zierden  erhalten.  Da  aus  den  angeführten 
Grinden  eine  solche  mehr  allgemein -wissenschaRliche  Abhandlung  über 
den  Umfang  und  die   Bedeutung  unserer  Wissenschaft  erst  späterhin  zu 

.  liefern  möglich  sein  wird*),  so  hat  der  Herausgeber  das  erste  Heft 
nit  einer  ausführlichen  geometrisch -analytischen  Abhandlung  über  den 
Regenbogen  begonnen,  um  dadurch  zugleich  den,  ohne  populär  gehal- 
teneAofsätze  auszuschliessen ,  doch  im  Allgemeinen  streng  wissenschalt- 
lichen  Charakter  der  Beiträge  anzudeuten,  und  hat  in  dieser  Abhand- 
lug den  Versuch  gemacht,  die  Theorie  der  genannten  prachtvollen  Er-  ' 
scheinung,  olme  sich  jedoch  für  jetzt  absichtlich  viel  auf  die  neuere 
Theorie  des  Lichts ,  die  späterhin  weitere  Berücksichtigung  finden  wird, 
einzulassen,  so  weit  zu  führen,  als  dies  bei  dem  gegenwärtigen  Zu- 
stande der  Wissenschaft  überhaupt  möglich  sein  dürfte;  sehr  fühlbar 
ist  ihm  aber  schon  bei  dieser  Untersuchung  der  fast  gänzliche  Mangel 
genaaer  und  mit  der  nöthigen  Vollständigkeit  angestellter  Messungen 
Unwesen,  weshalb  er  sich  gleich  hier  erlaubt,  die  Leser  der  Beiträge 
'u  solchen  Messungen,    und  zu  deren  Einsendung  zur  Bekanntmachung 

VI  den  Beiträgen  dringend  aufzufordern. 

Die  mir  für  die  Beiträge  zu  machenden  Mittheilungen  bitte  icfh  in 
^^'^  Regel  unter  meiner  Adresse,   mit  der  auf  dem  Couvert  zu 
'^^chenden   Bemerkung:    Für    die    Beiträge   zur  meteorologi- 
schen Optik,    auf  dem  Wege   des  Buchhandels  an  die   löbliche 
^hwickert'sche  Buchhandlung  in  Leipzig  zu  schicken,  durch 


'*)  Vorläufig  vergleiche  man  in  dem  Repertoire  d'Optique  moderne 

^  Analyse  compl^te  des   travaux  modernes    relatifs    aux    phe- 

^Uiines  de  la  lumiire;  par  etc.     l'Abb^  Moiffno.    Premiere  Par- 

^^«    Paris.    1847.     die    Tr«li»l«me   iiecil«n.     R^sum^   d'Optique 

^^t^orologique.  p. 290 — p.  321.     Nur  bemerke  ich  hienu^  da»  die  astro- 

"^Oiisdie  nnd  terrestrische  Refraction  natürlich  auch  in's  Gebiet  der  meteorolo- 

Weben  Optik  gehört ^    und  daher  in  dieser  Zeitschrift  auch  d^aiii  be«^\^d^i^  \k^> 

^Ückticbti^  werden  wird. 
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vrsiche  aie  ima  schon  so  scfileanig  und  sicher  als  niÜglJch  weiter 
mich  gelangeD  vrerdeu;  Gelehrte,  denen  Creirswild  nah«  a\»  Leipzig  I 
künnen  indess  solche  Millheilungen  aach  direct  an  nich  schickt 
ent^reder  aal  dem  Weg»  des  Buchhandels,  oder  in  düngenden  Füll 
auch  durch  die  Post. 

Hiermit  emprehle  ich,  zu  reichlichen  Beilrügen  die  Gelehrten  all 
Lflnder  aurTordernd,  diese  neue  Zeilschrin  der  wohlwollenden  it 
nachsichtigen  Aufnahme  von  Seiten  des  betreffenden  Publikums;  i 
erst  nach  dem  Erscheinen  einiger  Hefle  wird,  wenn  ich  auch  AU 
vras  in  meinen  KrSrien  steht,  Ihun  werde,  um  dem  Yorgeslecklen  ZI 
baldigst  möglichst  nahe  zu  kommen,  sich  Eiber  den  (>ehalt  und  die 
endliche  Tendenz  der  ZeitschtiH  ein  sicheres  llrtheil  fäll«n  luss 
veshalb  ich  llir  die  ersten  Hefte  die  Nachsicht  des  Publikums  besond 
io  Anspruch  nehmen  muss. 

Greifswald,  im  April  1848. 

tF.  A..  Grunert. 


Za  dem  Vorstehenden  erlaub!  sich  der  Verleger  noch  binEnzufilg< 
dass  die  Beiträge  zur  meteorologischen  Optik  in  zwanglosen  Hall 
erscheinen  werden,  von  denen  vier  einen  Band  bilden.  Der  Freli  6b 
Bandes  von  30  Druckbogen  mit  den  dazu  gehürigea  Abbildongen  w 
den  Betrag  von  3  Thlr.  nicht  übersteigen.  Daa  zweite  Heft  belli 
sich  nnler  der  Presse  und  wird  baldigst  nacbfolgen, 

Leipzig,  im  Mai  1848. 

mi.  S.  Schwiekert, 


> 
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lieber  Asymptotenchorden. 

Von 

Herrn  O.  Bermann, 

Cuuliilaten  des  höheren  SchnhunU  so  Coblens. 


$•  1.    Zieht  man  von  der  äUgemeinen  Kegelschnitts-GleichuDg 

(1)        ^  +  iaxy  +  ßx^  +  2yy+2dx  +  €=0 

(2)       y*+2aa»+^a;«=0, 

^^  Gleichung  eines  Systeme«  iweier  den  Asymptoten  paralleler 
^^d  sich  im  Anfangspunkte  schneidender  Graden,  ab,  so  bleibt 

(3)       W+«ar  +  4«=0 

'^  dicjeidge  Grade,    welche  die  Dnrchschnittspnnkte  dieses  Sy- 

^^■8  mit  dem  Kegelschnitte  witer  sich  verbindet  and  die,  da  die 

gldchoDg  der  B^dhrungschorde  des  Anfangspnnktes   (oder  der 

^filaim,  die  den  Anrangsponkt  zum  Pole  hex)  yy  +  is+s^O  ist; 

^«ser  in  der  halben  Entfemong  von  ihrem  Pole  parallel  sein  wird. 

obgleich  daher  im  eigentlichen  Sinne  bloss  bei  der  Hyperbel  von 

^bwr  Asymptotenchorde  die  Rede  sein  konnte,   werden  wir 

^omoeh  die  unter  (3)  dargestellte  Grade,    welche  sich  nach  dem 

^«rietst  Gesagten  fUr  jeden  Kbeelschnitt  leicht  construiren  lässt, 

Hster  diesem  Namen  allgemein  betrachten. 

Eliminirt  man  eine  der   Variabein  zwischen  (1)  und  (2),   so 
crgdben  sich  als  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte: 


ar= 


Theil  \n.  22 
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welche  Werlbe  ftJr  die  Hyperbel,  wo  a«— j3>U,  reell,  (ilr  dl»  El 

lipse,  wo  u^ — ß<^0,   imagiiiAr,    für  die  l'uralicl  eindtrulii;  sind. 

lti>l  der  Ellipse  iot  die  AsymplolenchDrile  die  Halbiritne^liiM 

"""tenpaares  eines  lielielii^en  Fides,  und  daher  beim  KreiM 

irdalen  des  letatoren  identiarh.  Bei  der  Parabel,  deren 

I  it>  uri  etil)  lieh  er  Enirernung  der  Axe  parallel  isind,  tiHl 

(ü)   in    einen    einzi);en    Duri-hraesser   Kiisammen,    wl( 

Glleichunf;  deswelben    zeigt,    indem  Die,    da  a'  =  |3.  U 

-  }  nbcTfteht;    die  Asymplotenchorde  ist  bei  ihr  also  AU 

i  ti  Dureh^clinillspirnlcte  jpnes  Durchmessers*),    worBoa 

''  lieu  I'ol    und   Iterfibrungsrhorde,    al»i 

Iinibirt,  der  Satz  (in  Hr.  Pro) 

ilVU  Ivülnvckaluiigen"  §.  20!).)  (aigtt 

irfoTn   Piinlite   lt\   (ler  Ebene   einet  Parabe 

1  :(   durch    deni^elben    Fniikt   eine 

T«lvwd4  |>at»IU)  iler  Taiigent 
also  auch  don   ziigeordnctd 
.^    .V'      len  dem   beliebigen  Punkte  M- 
;(itk  des  Durchmessers  wird  ir 


ma  sKB  I»  «" 
sie,  wenn  v*- 
Inl  /  ■ 


leselheo   y  und  b,  ko  schneide 

.  .■.! -er   Ordinalen  axe  oder  Itenlhve 

einem  festen  Punkte.     Au«  Uk-ichiiHg  (i 
ille  sich  auch  die  Asyitttituteiichnr^en  I 

fV  Schill'  ' 


M»Jil< 
,  dw 


lilr  U..1  BeriihtirngsHdl  .f^O, 


feste  Ponb 


vcn  jr=u,  y~     ^      .Jer 
sind.     Mit  andern    Worten: 

„Die  AsyntiFtofencHoriTeh  aller  durch  i 

,/!*       gehender 

■  ■•^'*-    '    welcher  a 
■'  liegt. 

F(Er  y    oder  d=0  Wfrd  die  Gleiehaa^' der  Asjrmptotenchon 

,  ,esp.  y==v^,-::'*^,^*S!flfe^^^ 


:n  einem  lesleD  Punkte' ders Mb en. 


dafü 


■^ 


^^cb«|D  angetvendct,.  d< 


diQ.Qrdi<MMMuuw>  Od  AttO ' 


Anfangsimokle  ab^«Iwii4c«jlMktfc»    ■'-■•■■ 


'       ,,^leht  i«^n  m^l^iinkten'f^Bfj^^^ 

m  aJs  P^eo  die  Awuiptft«a«haHlat>  ».  «in4.)ai#WJN».t'«B-* 

gmrdneten  Durchmesser  parailejt"  r.iir'/  i;i'i.- >H>   if 


*)     Diu  Coordioatea  iiti 


~'^-,-,  ,  .;, 


325 

SdiDeideii  sirh  Kegelscbnitt  in  vier  festen  Punkten»  00  lassen 
lie  sieh  durch  i2  -f  |ü A|  =0  darstellen ,  wo  fi  eine  beliebia^e  Can- 
iteate,  Sl=0,  i$2|=0dle  Gleichun^m  zweier  Ke(?elschnitte  ba- 
Michnen.  Mebmen  wir  ftir  Sl=zi)  die  all&;enieine  Gleichang  (1) 
sad  aocentuirea  aur  Unterscheidung  die  Constaiiten  von  i2i=0, 
M  sind  die  Asynptotenchorden  dieser  Kegelschnitte  Ar  den  An- 
Euigspunkt  als  Pol  durch 


oder 

la^edrOckt,  schneiden  sich  demnach  alle  in  demselben 
Punkte,  dessen  Coordinaten  sich  als  Durchschnitt  der  beiden 
Asymptotenchorden  von  i2=0  und  Sli=zO  ergeben: 

,  y'a — ys'  ,  i's^de' 

(efr.,, EntWickelungen"  $.380.). 

Dasselbe  gilt  natfirlich  von  den  zugehurisen  Berfibrungschor- 
;  die  Ceordluaten  ihres  DnrchscbnittspnnKtes  sind  doppelt  so 
grass. 

Sbd   y  und  d  oder  y'  und  ^'=0»  so  werden  diese  Coordina- 
ten anendiicb»  d.  h. 

„Liegt  der  Pol  im  Mittelpunkte  einer  der  durch  vier 
(10)      feste  Punkte  gehenden  Kegelschnitte ,  so  sind  die  Asym- 
ptotenchorden einander  parallel." 

bt  e=£'=0,  d.  h.  w&hlt  m'bn  zum  Pole  einen  der  vier  festen 
nmkte  selbst,  so  reduciren  sich  obige  Coordinaten  auf  j?=0, 
1.^0«  d.  h.  der  fragliche  Punkt  ist  selbst  Uurchschnittspunkt  der 
^'ymptotenchorden  (und  der  Berflbrungschorden) »  wie  auch  darajis 
Ji^ellt,  dass,  wenn  der  Pol  auf  der  Curve  selbst  liegt,  diese 
Unien  sich  auf  die  Tangente  in  demselben  Punkte  reduciren. 
jV^aas  geht  zugleich  hervor,  dass,  wenn  man  den  Pol  in  einem 
P^  durch  vier  teste  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  verschiebt, 
t^^  Durchschnittspunkte  sich  mit  den  zugehörigen  Tangenten  und 
'''  einer  gleichfalls  durch  die  vier  Punkte  gehenden  Curve  bewegen. 

Wftblt  man  zwei  durch  dieselben  vier  Punkte  gehende  Grade, 

^^  auf  dreifache  AVeise  geschehen  kann,  zn  Axcn,   in  welchem 

'Alle  man  also   bloss   ii:r^=0  zur  Gleichung  (1)   zu  addireo   hat, 

^  alle  möglichen  durch  oiese  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte 

''«^f zustellen ,  so  unterscheiden  sich  letztere  (cfr.  „Entwickelun- 

S^T)**  §.264.)  bloss  durch  das  veränderliche  a  und  haben  demnach  auch 

fiyv      eine   und    dieselbe  Asymptoten-    und    Berüh- 

^    '      rnngschorde  des  Anfangspunktes,  d.h.  eines  der 

^'ei  Durchschnittspunkte  jener  sechs  Graden  als  Poles. 
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Hieraof  ffrflDdet  sich  die  folgende  eiDfaehe  Constmelion  eil 

femeiDScIiafnichen  TangeDte  an  swei  sich  in  vier  Punkten  echn 
ende  Parabeln :  Vom  Durchschnittspunbte  zweier  durch  dieseib 
vier  Ptinicte  gehender  Grraden  aus  ziehe  man  fitlr  jede  der  beid 
Parabeln  einen  Durchmesser.  Die  Verbindungslinie  der  Punk 
wo  diese  Durchmesser  die  zut^ehoriffen  Paraft^in  schneiden, 
die  zu  construirende  gemeinschaftliche   Tangente. 

Addirt  man  zu  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  die  eines  8 
Sternes  von  zwei  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Graden 

/!??/• + 2«  xy  +  px^ = 0 , 

so  bleibt  die  Gleichung  der  Asymptoten-  und  Berfihrungschordi 
ungefindert.  Das  vorhin  Gesagte  erweitert  sich  also  zum  folge 
den  Satze: 

yy  Zieht  man  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  Secanti 

eines  Kegelschnittes ,    so  haben  alle  durch  vier  Dnrc 

.yv       Schnittspunkte,    wovon  je  zwei    auf ^  derselben    Secan 

^   '       liegen,  gehende  Kegelschnitte  eine  und  dieselbe  Asyl 

ptotenchordß  (und  Berühroneschorde)  in  Bezut?  auf  jeni 

^unkt   als  Pof.-  »  ^  b         J 

^  Achnliche  und    Shnlich  liegende  Kegelschnitte  habt 

dieselben   a  und  ß\    zieht  man  die   Gleichungen  zwei< 

derselben  von  einander  ab,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dai 

die  resultirende  gemeinschaftliche  Chordale  immer  dmc 

(VI)      den  Durchschnitt  zweier  Asymptotenchorden  dieser  Ki 

Pelschnitte  für  einen  beliebigen  Pol  gehen  muss.  Zwi 
ole  bestimmen  demnach  die  Chordale.  Sie  ist  fl 
solche  Paare  ahnlicher  Kegelschnitte  der  geometriscli 
Ort  der  Diirchschnittspunktc  der  Asymptotenchordc 
ganz  beliobiger  Pole.  Für  die  Parabel  z.  B.  giebt  die 
den  Satz: 

„Hat  man  zwei  sich  schneidende  Parabeln,  deren  Axen  pj 
rallel  sind,  und  zieht  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  zu  diese 
eine  dritte  Parabel,  so  vereinigen  sich  die  in  den  Punkten,  w 
sie  die  beiden  Curven  trifft,  an  letztere  gezojjenen  Tangenten  ai 
dem  gemeinschaftlichen  Durchmesser  beider  Parabeln." 

§.  3.  Das  im  vorigen  Paragraphen  Gesagte  lässt  sich  ai 
Systeme  zweier  Graden,  indem  wir  solche  ebenfalls  als  Kege 
schnitte  in  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  einbegriffen  denken  kui 
nen,  unmittelbar  übertragen,  was  der  eigentliche  Gegenstand  die 
ser  Abhandlung  ist. 

Ein  solches  System 

iy + fli^— yi)  {y^ra^^  -ya)  *)= 
y^  +  («i+aa)^^^  +  0102^^  ~  {yi  -{-y^iy  -  («ly«  +  a^yl)x-\^yly^—0 


*)    t/x  und  y^  bezeichnen  offenbar  die  Segmente,  welche  diese  Gc 
raden  von  der  Ordinatenaxe  abschneiden. 
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hat  nur  A^raptotenchorde  de«  AofiuigMpunkte« 

eise  Grade»  welche  sowohl  durch  den  Durchschnitt  der  Linien 
|-f at^^y9:=0  und  y-f-0i*'^=O9  als  auch  der  Linien  y-faio: — jfj 
=0,  «-f-<'^=0  geht.  Deuten  wir  dies  geometrisch,  so  sehen 
wir  dass  sich  die  Asymptotenchorde  einen  8ystenies  zweier  Ge- 
raden für  einen  beliebigen  Pol  (Taf.  VIII.  Fig.  1.)  als  die  Verbin- 
dingungslinie  pq  derjenigen  Punkte  ergiebt,  m'o  die  von  diesem 
Pole  der  beiden  Graden  des  Systemes  parallel  gezogenen  Linien 
diese  selbst  schneiden.  81  nd  daher  fflr  die  beiden  Graden  als 
Coordinatenaxen  die  Coordiuaten  des  Poles  x^y  ^o,  so  ist  die 
Gleichung  der  Asyniptotenchorde ,  als  einer  Diagonale  des  Coor- 
dinatenparallelogranims  > 

(5)       J?-+-^  =  l, 

yo    ^0 

dis  der  zugehSrigen  Berfihrungschorde  y:=^^^^^x,  so  dass  diese 

«M  der  ersteren  im  Anfangspunkte  parallele  Jjinie  ist  —    Fflr 

xsO  gibt  Gleichung  (4)  y=-^^^^^>  einen  von  a  unabhängigen  Wertb, 

<kr  llr  coDstaote  yi  und  y^  constant  ist.  Hieraus  ergibt  sich  das 
ni  folgenden  Paragraphen  weiter  Entwickelte,  die  Uebertragung  vou 
(I)  des  vorigen  Paragraphen.  Sind  die  beiden  Graden  einander  pa- 
>lld,  so  seien  ihre  Gleichungen  y=yi,  yz=y^'  die  Asymptoten- 

dMe  des  Anfangspunktes  hat  dann  die  Gleichung  y=  ■  ^^^  * 

md  ist  daher  eine  Parallele  zu  denselben.  In  der  Figur  (Tai.  VIIL 

Fig.  2.)  sind  AB,     CD  die  primitiven  Graden  des  Systems,    P 

bt  der  Pol,  ST  die  Asymptotencborde,  und  man  hat  aie  Propor- 

■  n 

BOB  Pm:mn==Pq:Pn,      Ist  ys=nyi>  so  erhftit  man  y=ZjrYyi- 

Fir  «=--1,  in  welchem  Falle  der  Pol  in  der  Mitte  zwischen  den 
Mden  Parallelen  des  Systemes  liegt,  ezistirt  keine  Asymptoten- 


dioide;  fUr  ft=^-{-l  oder  yy=:y^,  wo  also  beide  in  eine  einzige  Linie 
iMttnmenfallen,  halbirt  Jie  Asymptotenchorde  die  Entf^nung  dei- 
*dbeD  vom  Pole. 

^  |.  4.    Die  Uebertragung  des  Hauptsatzes  (I)  in  §.  2.  aaf  gerade 
I^iaien  giht  .das  Folgenae: 

„Schneiden  sich  Systeme  zweier  Graden  in  zwei  festen 
Funkten,  so  schneiden  sich  auch  ihre  Asymptotenchorden  in  Besug 
uf  einen  beliebigen  Punkt  derjenigen  Graden ,  welche  durch  jene 
l>^en  Punkte  bestimmt  ist,  auf  derselben  Graden  in  einem 
i«8teo  Punkte  " 

oder: 

„Errichtet  man  auf  einer  und  derselben  Basis  (AB)  (Taf.  VIII. 
Fig.  4.)  beliebige  Dreiecke,  oimmt  in  derselben  oder  deren  Vcr- 
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län^erone  einen  Punkt  (P)  an»  Ton  dei 
übrigen  (weiten  der  Dreiecke  Parallelogrj 


dem  aus  man  mit  den  hM 
ramme  bildet,  ao  schneid 
sich  diejenigen  Diagonalen  derselben  ^  welche  nicht  durch  PgelK 
in  einem  festen  Punkte  (p)  der  Basis/' 

Als  Coordinaten  dieses  Durchschnittspunktes  ergeben  sL 
wenn  man  die  gemeinschaftliche  Basis  als  Urdiuatenaze  annimi 
nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

was  auch  dann  noch  ^itig  ist,    wenn  die  beiden  Graden ,    st 
mit  der  Basis  ein  Dreieck  zu  bilden,  einander  parallel  sind. 

Dies  giebt  ein  Mittel  an  die  Hand,  die  Asymptotenchoi 
zweier  Parallelen  fär  einen  beliebigen  Pol  zu  construiren: 

Man  lege  (Taf.  VIII.  Fig.  3.)  durch  letzteren  eine  die  heid 
Parallelen  schneidende  Grade,  ziehe  durch  die  beiden  Dun 
Schnittspunkte  n  und  r/  zwei  beliebige  sich  schneidende  Lin: 
und  construire  die  Asymptotenchorde  des  Systemes  derselben 
den'  gegebenen  Pul  P,  Durch  ihren  Durchschnitt  m  mit  der 
erst  gezogenen  Graden  ziehe  man  eine  den  beiden  gegebei 
parallele  Linie,  weiche  die  gesuchte  ist. 

Denkt  man  sich  auf  derselben  Basis  Paare  von  Dreiecken 
däss  eine  Seite  des  einen  die  Verlängerung  einer  8eite  des  asd« 
ist,  so  erhält  man  den  folgenden  Satz: 

„Hat  man  beliebige  Dreiecke  (Taf.  VIII.  Fig.  5.),  die  eine 
meitischaftliche  Winkelspitze  haben  und  deren  Grundlinien  du; 
einen  festen  Punkt  gehen ,  »o  werden  die  Diagonalen  aller  « 
Paare  von  Parallelograniinen,  welche  man  auf  die  Weise  erb 
dass  man  von  einem  Punkte  derjeni^ien  Linie  aus,  welche  die  j 
nlein^ichaftliche  Winkolspitze  (/i)  mit  dem  festen  Punkte  (A)  v 
bindet 5  Parallelen  zu  den  Seiten  jener  Dreiecke  zieht,  durch  eii 
festen  Punkt  (;>)  gehen,  welcher  auf  derselben  Linie  (Ai^)  lie^ 

Fallen  auch  die  Grundlinien  dieser  Dreiecke  (der  Richti 
nach)  in  einander,  so  reducirt  sich  dieser  Satz  auf  den  folgend« 

„Zieht  man  durch  den  Scheitel  f/?)  (Taf.  VIII.  Fig.  6.)  eil 
Dreiecks  (AliC)  beliehi«;e  Linien  una  ihnen  parallele  durch  eii 
willkiihrlich  ant>en()mmenen  Punkt  {P),  so  werden  die  Diagona 
der  von  diesen  Linien  einerseits,  von  der  Basis  und  einer 
durch  jenen  Punkt  fiarallel  gezogenen  Linie  andrerseits  gcbil 
ten  Parallelogramme  alte  durch  einen  und  denselben  Punkt  geh 
welcher  mit  P  und  dem  Scheitel  des  Dreiecks  in  derselben  i 
raden  liegt." 

Beschränkt  man  diesen  Satz  auf  die  Seiten  des  erste; 
Dreiecks,  so  folgt: 

,, Zieht  man  (Taf.  VIII.  Fig.  7.)  von  einem  beliehiiren  Pun 
aus  Parallelen  zu  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks,    so    bilden 
Diat^onalen  der  dadurch    entstehenden  Parallelogramme  ein  nei 
Dreieck,    dessen   Winkelspitzen  auf  denjenigen    Graden    lieg 
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^Mtlie  die -drei  Winkelt»|iits«n  den  primitifen  Dreiecks  luit  jeuem 
^tUkfihrlich  angenommenen  Punkte  (P)  verbinden'* 

oder 

H  Zieht  man  aus  einem  Punkte  einer  der  parallelen  Seiten 
eines  Paralleltrapezes  Parallelen  zu  den  beiden  andern  Seiten,  so 
■iCRen  der  Durchschnittspuiikt  beider  letztem,  der  Diagonalen  der 
Mitehenden  zwei  Parallelogramme  und  der  gegebene  Punkt  in 
.^^ender  Linie." 

JFolgendes  ist  der  analytische  Beweis  desselben  Satzes: 

'    Die  Gleichungen  der  drei  Seiten  seieu: 

■ 

rar  ABix-azzzO, 
AC:y^b=0, 
BC:y — nup — »=0; 

'^nii  8iud  die  der  Systeme 

4^lind  JC:far— o)(y--Ä)=jr^— «y— 6a:+a6=0, 

Xb  und  BC:  (jj— fl)(y — i/w:— «)^iMa:*— jry+a^+(w— «m)ar— «ii=0, 

JCund  BC:(^ — 6)(y — wia:— K)=y*— m^ry— (6+iii)y+6#iix  +  6ii=0; 

oithiD  die  ihrer  Asymptotenchorden: 

n         an 

-  *  I 

(3)    -^-^=1- 


6fi        n 


Coöfdinaten  von 


also  Gl.  von 


b+n      m 

Aixcsa,  y=6; 

Bix^za,  y=mo  +  ii; 

^         6— n  . 

C:a:=-— -^  y=ft: 


l>C:ail)  j-^a:=0. 


8ubtrahirl  tonn  nun  Ulekfaung  (1)  von  (3),  so  resuttirt  (IH)« 

(i)    «    (3),  (n).''J 

Ci)    ..     (3).  ..  (I); 

ivoraoH  das  zu  Iteweisende  folgt. 

Denlct  man  sich  anf  di>rse!ben  Basis  Paare  v<i[i  eongraCBteB, 
in  entgegen  gesalzter  Kichtuog  liegenden  Dreiecken,  so  er^M 
sich  der  Sutz: 

„Hat  man  „  _.  ^  _.    _.  

liehe  Diagonnle  haben,  iinddenkt  sich  von  eiuvni  beliebigen  Punkte 
der  letzteren  Purallelen  zu  den  Seiten  jener  gezogen,  so  eol«te- 
ben  Parallelogramme,  die  in  vier  kleinere  getheilt  sind,  und  e« 
schneiden  sich  die  Diagonalen  der  entstehenden  kleineren  Paralle- 
logramme, soH'ohl  derjenigen,  die  von  ztvei  Seilen  und  zwei  Tbei- 
lungslinien ,  als  auch  derjenigen,  die  von  drei  Seiten  und  einet 
Theilungslinie  eingeschlossen  sind,  auf  einem  und  demselben 
Punkte  der  gemeinschaftlichen  Diagonale." 

In  Tar.VlII.  Fig.  8.  ist  dieser  Satz  (St  ein  einzelnes  ParftlM»- 
gramm  dargestellt:    im  ersten  Falle    liegt  der  Durch«chnitts|>iiiikt 
in  der  Verfhngerung  der  Diagonale,  Im  zweiten  innerhalb  de«  Pft- 
rallelogramuies.     (/*  bedeutet  in  beiden  Fällen  den  Pol,    ABCAm 
das  von  den  beiden  Systemen,    von  denen  wir  ur»<priin glich  i~ 
gingen,  gebildete  Parallelogramm). 

Die  «weite ,  in  6.  2.  folgende,  die  Hyperbel  betreffend«  i  , 
sage  gibt  in  ihrer  Uebertragung ,  da  einer  Hyperbel  ein  SyslM 
zweier  sich  schneidendun  Graden  entspricht,  den  Satz,  da««  f" 
Diagonalen  eines  Paralleiogrammee  »^icn  gegen^ieitig  balblren. 


$.  5.  Durch  vier  Punkte  lassen  sieb  drei  Systeme  von  Lioin 
Seiten   und  Diagonalen    eines  Vierecks  (mit  coikw 
Jegen.       In    Itezug    auf  einen     beliebigen    Punkt   ( 


paaren  die  Seiten  und  Diagonalen  eines  Vierecks  (mit  coitcm 
Winkeln)  legen.  In  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  < 
(Taf.Vlll.  Fig.  ti.)   als  Pol  «cbneideu  sich  aleo   die_drei   Asy 


ptotenchordeii    dieser  Systeme    in    einem    einzigen  Punkte   (p)*j 
Da,  wenn  der  Pol  in  einer  der  Graden    eines  .Systems  Hegt,    '** 
Asymntotenchorde  des  letzteren  mit  dieser  Graden  selbst  zns 
menlallt,     wie  aiicb  aus   Gleichung  (5)    erhellt,    indem   diese  i 
Xq^O  oder  Vo^ü  in  .r^O,    resp.  y=ö  fibergeht,    ao  müssen 
unserem  Falle  (Taf.  VIII,  Fig.   10.),  weon   der  Pol   in   einer  Set 
oder  Diagonale  desA'ierecks  liegt,  auch  die  beiden  andern  Asyl 
ptoteiichorden   sich    in   derselben    schneiden.     Liegt   endlicb    f 
Po     in    einem    der   Durchschnitlspunkte  der  Diagonalen   oder  i 
gegenüberstehenden  Seilen,  so  haben  die  drei  .Systeme  eine  r' 
zige  gemeinschaftliche  Asvmptntenchorde.     Wühlt  man  z. 
Durchechniltspunkt    der    Diagonalen    zum   Pol ,    so    hat   i 
Satz: 


*)  Vier  einanilcr  in  vier  Pnnlilon  srhncideodo  Grnilii  laiarn  i 
auf  dreifache  Weiin  xu  xwni  combiaircn,  in  dam  man  nU».  wenn  l 
jedeimal  die  Dingiimlcn  zieht,  für  einen  imd  dvniFllirn  Pitl  drei  i 
achiedene  DBrcluelinitta|iiini(te  4fr  AiymploteBchordcii  eifeUt, 


I  Outchschniltsiiimlcte  Her 
^ei  farallelen  zu  den  bei- 
r  Fi^iir,  so  Rchneitlen  sie 
"inkteo,  deren  Verltin- 


asi 

„Zieht  man  (TaflX.  Fig.  11.)  vom  Durcbscbnitlsiiunktc  der 
Diagonalen  eines  Viereclis  aus  ParBlIellinien  su  den  beilen  der- 
«ellieii  Fi^uT,  so  schneiden  sie  die  Verlängerungen  der  Seiten  in 
vier  Punkten,  die  in  gerader  Linie  liegen." 

Man  hat  also   dreimal  vier  in  gerader  Linie  liegende  Punkte.' 

Ist  das  Viereck  eiti  Paralleltrupez ,  ' 
iiicin»chaftli(;hen    Asyniptotenchorden 
Alsu  hat  man  den  Satz: 

„Zieht  man  (Taf.  IX.  Fig.  12.)  vn 
Distgonalen  eines  Parallel trapeses  aus  ; 
den  einander  nicht  |iaralleien  .Seilen  dei 
di«  Verlängerungen  dieser  Seiten  i 
dungsituie    eine  dritte  Parallele  xu  deniheiden  der  Figur   \st" 

Es  grßndet  sich  hierauf  auch  eine  2»eite  Construction  der 
A^ymptotenchorde  eine«  Systems  ziveier  Parallelen  lür  einen  ge- 
g«Mnen  Pol: 

Seien  nninüch  AB  und  CD  die  beiden  Parallelen ,  P  der  ge- 
gebene Pol,  der  zivisiihen  denselben  oder  ausserhalb  liefen  kann, 
Ko  wehe  man  von  ihm  aus  zwei  beliebige  Linien,  verbinde  die 
Punkte,  worin  sie  das  System  schneiden,  mit  einander  und  ziehe 
von  dem  Diirchschnittspunkte  dieser  Verliindunsslinien  aus  znei 
Parallelen  zu  den  durch  P  gehenden  tiradeti.  I)ie  Diagonale  des 
■□r  diese  Weise  entstandenen  Parallelogramms  ist  die  gesachle 
Asymptoten  chorde. 

Bei  einem  Parallelogramme  läset  sich  keine  solche  denken. 
Indem  dann  der  Uurchscnnitlspunkt  der  Diagonale  in  die  Mitte 
rwiecben  zwei  Parallellinien  fällt,    also  der  Ausnahmerall  eintritt. 

j.  fi.  Es  ergibt  sich  aus  dem  Vurhcrgehenden  folgende  Tan- 
gente uconstruction  an  einen  Kegelschnitt  in  einem  gegebenen 
Punkte: 

Man  nehme  auf  der  Curve  vier  Punkte  an,  lege  durch  dteseU 
ben  zwei  Systeme  von  Graden  und  ziehe  zum  gegebenen  Tan- 
gential punkte  als  Pol  die  Asymptotenchorden  dersellittn.  Die  Ver- 
biodungslinie  ihres  Durchschnittspunktes  mitdem  gegebenen  Punkte 
Ut  die  gesuchte  Tangente. 

Denken  nir  uns  einen  von  zwei  Parallellinien  durchsetzten 
Kegelschnitt,  so  werden  füir  den  Punkt,  wo  sich  die  durch  ihre 
Intersectionen  gezogenen  Sehnen  schneiden,  als  Pol  der  Kegel- 
»ehnill  and  dieses  System  eine  und  dieselbe  Asymplotcnchorde 
haben.  Nähern  sich  die  beiden  Parallelen  einander,  so  nähert 
aicb  ancb  eines  der  erwähnten  Secantennaare  immer  niebr  Tan- 
genle»  des  Kegelschnittes.  Fallen  sie  endlich  zusammen,  so  geht 
jenes  System  in  eine  einzige  Grade,  die  Berührungsctiorde.  Aber; 
dann  muss  nach  J.  3.  f'Schluss)  die  Asymptolenchordc  eine  der- 
selben in  der  halben  Entfernung  vom  Pole  parallele  Linie  sein. 
Weil  aber  dieselbe  jetzt  auch  Asymptote nchorde  des  Kegelschnit- 
tes iat,  so  folgt  hieraus  das  im  Anfange  der  Abhandlung  aus  der 
Gleichung  Gedeutete,  dass  sie  bei  jedem  Kegelschnitte  der  Bc- 
"'  mn^achiKde  in  der   halben  Entfernung  vom  Pole  parallel  ist. 


t.)  vom  MlHerpunkte  vfno«Kn 
II  /u  den  Seiten  unO  l^la^otial« 
Vier<M:ks,    k»  Uulii«  iVmmk  ei» 


„Zielit  man  {Tnf.  IX.  Fi;;.  13. 
<  aU  l'ol  die  ANyiii|itoteuclior<l 

I  in  ilei)s«lben  bet>cbri«hci)ei 
ander  parallel." 

Geht  eine  Dii^unale  durch  deii  Mittelpunkt,  su  M»d  die  ba 
lien  librigen  Asymptutencliünten    diesem  DurabnieMHci'   {uirallvL  i 

IM  lUn  Viere<J(  (Mie  in  Tuf.  IX.  Fi;;.  13.  IL),  eiii  (■tuallellii 
|)oii,  so  sind  diese  Asym|itoteDcliorden  den  beiden  (janiliulen  S« 
len  dtisselben  {larallel. 

Bei  einer  oder  xwei  Seilen  des  Viereck»  kann  man  statt  Jk 
Sehnen  iiuL-b  Tiin^nlen  an  den  KrHs  nelim«n,  wodurch  sich  44 
Satz  iiiodili(.irt. 

§.7.  DcT  Hauptsatz  (V)  des  f  2.  lüsat  Mich  ebenfalls  UNini 
tellmr  Hilf  ^rnde  Linien  Qbürtraiseti  und  luiilet  in  dieser  UHm 
tragung  rol<{endermasHeu: 

Legt    man    (Taf.  IX.    FSf;.    14.)    durch    xtvi-i    (irude 
viele  sich  in  einem  Punkte,  dem  Pole  /',  sehneidende  Lintea. 
I  man  die  l>ia^nalcn  der  entstehun<len  Vierecke 


i  ihrem  Uurchschnitte  mit  denjcni(:en  I 


a  verlilngert,    ivelc 


man  vom  Pole  ans  ilen  zuBammen^hÜrlgen  Diaj^nalen  parallel  g  _ 
Cen  hat,  alle  diese  Durch  Schnitts  punkte  auf  einer  nnd  derselM 
liradcii.  der  ^emeinsi:hal'trK'hen  Asymptotenchöfde ,  lieeen,  ii 
im  Fülle  der  I'n  call  eil  litt  j^ener  beiden  Linien  eine  diitle  Faralte 
i«t  lind  sich  überbaii|it  m  jedem  Falle  unmittelbar  a  |rriaii  a 
Asymptfllenchorde  des  se^^ebenen  Syätemea  selliKt  coustruirfl 
lässt.  Da  unter  diesen  Verhältnissen  auch  die  Polare  niler  ; 
Systeme  gerader  Linien  reducirter  KegelschnilLe  eine  uad  dieselb 
(•rade  und  in  unserer  Fi^ur  nicht»  anders  ist,  als  die  durch  dl 
Durchäclinilt  der  .  beiden  Graden  des  j^GCtebenen  Systems  i| 
Asyinjitotcncborde  iiarallel  gezogene  Linie,  ivelche  nach  demT'r 
heren  alle  Uurchscnnlttspunkte  der  Diagonalen  niiter  älcb  enllii 
ten  tnuss,    so  haben  wir  Folgende  SStze: 

1}  Zieht  man  von  einem  Punkte  aus  Secanten  durch  .. 
Gerade,  so  liegen  die  Uurchschuittspunkte  der  Diagonalen  il| 
entäleheiiden  Vierecke  auf  einer  und  derselben  Geraden.  Sin 
jene  zwei  parallel,   so  ist  es  auch  diese. 

2)  Zieht  man  (Taf.  IX.  Fig.  15.)  von  einem  innerhalb  eine 
\yinkels  liegenden  Punkte  (P)  ans  beliebige  Linien,  wovnu^  pli 
je  aw  ei  die  Sehenkel  in  vier  Punkten  treffen .  so  )ie,^en  die  Üurcl 
scbnilts punkte  der  Verl)tndun!;slinien  dieser  letzteren  auf  ' 
tiiid  derselben,  durch  die  Winkelspitze  gehenden  Geraden  (Cfl, 
welche  parallel  der  Diagonale  des  von  den  Schenkeln  uiul  dei 
Punkte  P  als  viertem  Eckpunkte   gebildeten  Parallclu^^rammes  ia 

3)  Zieht    man    (T&f.  IX.  Fig.   IG.)    von    eineiii  willklihrliebef 
Punkte    aus    nach   einer  festen  Linie  (AB)  beiiebif^  Gerade 
vervollständigt    die    dadurch    entstehenden  Dreiecke  zu  Patdlelil 
gnunmen.    so    liegen  die  tierten  Winkels»! tzen  derselbeo  i: 
Geraden  im»),  welche  der  gegebenen  (AB)  parallel  ist. 


333 

Ans  dem  in  (VI)  {•  2.  von  ähnlichen  Kegelschnitten  Gesagten 
Mtty  da  man  S^isteme  von  ParalleHieien  mit  Hyperbeln  und  unter 
m  nsamaieDordaeu  kann,  wo  dann  diejenige  Diagonale  des  ent- 
stehenden Parallelogranmes,  welche  die  beiden  Durchscbnitts- 
pukte  des  ersten  Systems  mit  dem  zweiten,  unter  sich  verbindet, 
die  Stelle  der  Chordalen  vertritt,  dass  die  Asyniptotencliorden 
[  deiselben  f&r  einen  ganz  willkahrlichen  Pol  sich  auf  dieser  Dia- 
Sflule  schneiden. 

Setzt  man  zur  Abkdrzung  äs.B^  I.  L  filr  den  Durchschnittspunkt 
der  Geraden  I  mit  der  Geraden  I,  so  hat  man  in  Taf.  IX.  Fig.  17: 

Die  Verbindungslinie  von    1.3  mit  Ill.l, 

„     II. 3  mit  Ui. 2, 
1.2  mit    U.l 

idmeiden  sich  in  einem  Punkte,    oder  ninn  erhält  allgemein  den 
Seil: 

„Theilt  man  (Taf.  IX.  Fig.  18.)  ein  Parallelogramm  durch 
sffii  den  Seiten  parallele  Linien  in  vier  kleinere,  so  gehen  die 
IXagonalen  dieser  letzteren  und  die  dazwischen  liegende  des  erste- 
ns entweder  durch  einen  und  denselben  Punkt  oder  sipd  ein* 
uim  parallel '%  eine  Verallgemeinerung  des  durch  Taf.  Vill. 
1%.  8.  li  Tersinnlichten  Satzes. 


Es  würde  zu  complicirt  sein,  die  allgemeine  Gleichung  der- 
Jetiigeo  -Curve  zu  entwickeln ,  welche  voh  den  Asymptotenchorden 
^■ea  Kegelschnittes  umhfillt  wird ,  wenn  sich  ihr  Pol  ebenfalls 
^of  einem  Kegelschnitte  bewegt.  Den  ersteren  Kegelschnitt  wol- 
len wir  die  Directriz,  den  letzteren  die  Bahn  des  Poles  nennen. 
VVir  wissen  aus  §.  2.,  dass  die  in  Rede  stehende  Ciir^e  immer 
^vrch  die  Paukte  geht,  wo  die  Bahn  die  Directriz  schneidetl 

Ist  die  Directriz  ein  System  zweier  Geraden,  so  hat  man, 
^venn  3ri=/(^i)  di®  Bahn  des  Poles  darstellt,  aus  den  beiden 
CSIdcIrangen 

■ 

mid  ihrer  ersten  Differenzialgleichung 

Zx  zu  eliminiren,  um  die  Gleichung  der  Curve  zu  finden. 

Hat  die  Bahn  die  Gleichung  ^=a^,  d.  h.  ist  sie  eine  Hy- 
perbel» welche  das  System  der  beiden  Graden  der  Directriz  au 
Asymptoten  hat,  so  findet  man  auf  diese  Weise  iär  die  gesuchte 


JH 


Uufve  die  tilvichung  s^^^  ,1  vroraui«  erlielit,  dasaJ 
vnri^eri  [inrnllcle  Ilvfierbel  mit  donnelbnii  Asjoipluleul 
leUtereii   Llobs   lialli  so   weil  absteht,    ab  jene. 


Hat  f<ie  die  üleicliuns  eiuer  l'arubcl  u^=^px,  »a  \a,t  dii 
Curie  y'^—Apx,  verhält  sich  also,  bei  vierfachem  Pani 
im  cMtgeeenf^esetzteii  Wiiiliel  LE^nz  analoi;  eu  den  beW 
den  der  üirectris,  d.  h.  hat  die  eine  zur  TunKOile.  dii 
durch  den  Tangentlafpuiikt  gehende,  zum  Dnrctimesser. 

Für  den  Kreis  y'^-\-x'^=^l  resultirt  die  Curve 


5»+  X* =1-3V  jrV  • 
«ne  Gerade  y^ax-f  A  ergibt    sich   die    (.ilcichuii); 


Wird  in  diesem  Falle  ft=0,  d.  b.  seht  der  Wej;  de« 
durch  den  Anrangsjiunkt  (seine  Gleichung  wird  v=.ax),  b 
die  Gleichung  der  eingehüllten  Linie  y^= — itx .  Tu  die«em  ' 
laufen  aber  die^  Asymjitntenchorden  parallel  oder  schneiden 
in  unendli>:her  Entfernung.  Um  also,  wenn  die  Linie  i/  =  <u 
geben  ist,  die  Gerade  «  =  ^rt^  +  R  für  einen  beliebigen  Ca 
natenn'inkel  und  ein  beliebiges  »  zu  cnnslruiren,  hat  man  1 
die  Asymptotenchorde  eines  ihrer  Panicle  zu  verzeichnen;  isl 
Gerade  yr^ax  +  m  gegeben,  so  lege  man  durch  den  Punict, 
sie  die  eine  Axe  schneidet,  eine  Parallele  zu  der  andern  und 
fahre  sodann  gauK  wie  vorhin  fSr  diese  neue  Axe,  d.  h.  man 
stmlre  zu  einem  beliebigen  Punkte  der  Geraden  daw  Ooordlni 
]>arBllelogranmi   und  ziehe  die  andere  Diagonale  desselben. 

Es  ist  demnach  (cfr.  §.  3.)  die  Linie  y=— o.t  die  Polare  e 
jeden  Punktes  der  Linie  y^=ax,  welche  Be/.iebung,  wie  sich  di 
Construction  des  Cnordhiatenparalleiosrammes  für  einen  helielij 
Punict  der  ersteren  leicht  geometrisch  nacbweisen  lüsst,  rech 
ist,  und  wir  können  folglich  die  durch  Taf.  IX.  Fig.  14.  und  TaC 
Fig.  13.  vorgestellten  Siitze  in  mnen  allgemeineren  zusammenfa« 
derin§.64  der  „Enlwickeliingen"  aufgerührt  isl.  Doch  auch dti 
letztere  lässtsicbnoch  erweitern.  Nimmt  man  nfimlich  die  beiden  G 
den  y  =  «:r,  y  = — (uc  zu  Coordinatenaien ,  so  werden  die 
sprSnglichen  Axen  sich  jetzt  eben  so  zu  einander  verhalten,  w 
früher,  und  daher  auch  durch  die  Gleichungen  g:=bx,  v  = 
dargestellt  werden,   wo  b  leicht  aus  a  zu  uerechnen  ist  ). 


")  E(  rcdiirirt  niirb  ritoes  nämlich  auf  die  lrif.'i)nnmctrisclie  Löi 
Art  Aufgabe:  Wenn  iHp  lii^iden  Windel  f^itgoben  »ikI  .  welrho  dto 
niagniialu  einu*  rnralteloiTTammea  mit  den  Seiten  bildet,  die 
der  aDdein  Diagonale  su  boreobnen. 
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dietei  li«it  sich  durch  Constroctioo  des  GoonlhiateDparaUelsgrani- 
wm  vod   seiner  Diagonalen   ohne  Mühe   geometrisch  seigen.  — 
ihmis  ergiebt  sich  schliesslich  der  Sats; 

„Die  Diagonalen  eines  Parallelogramnies  nnd  die  durch  ihren 
Ovchschnlttspunlct  den  Seiten  der  Figur  parallel  gezogenen  Ge- 
ndeo  bilden  ein  System  von  vier  Linien ,  welches  oie  Eigenschaft 
kt,  dass,  wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  einer  dersel- 
knaus  swei  Gerade  zieht,  welche  entweder  die  beiden  zu  jeder 
Seite  zunächst  liegenden  oder  die  erste  und  dritte,  nach  dersei- 
kn  Richtung  hin  auf  sie  folgenden  Linien  in  vier  Punkten  schnei- 
den, die  Durchschnittspunkte  der  Verbindunffslinien  der  letzteren 
Punkte  auf  der  zweitfolgenden  liegen."    (Taf.  IX.  Fig.  19.). 

Dieser  Satz  muss  auch  dann  noch  ^Iten,  wenn  diese  Ver- 
Mungslinien  parallel  sind.  Betrachten  wir  in  Taf  IX.  Pig.  19.  das 
Dreieck  Omn ,  dessen  Basis  um  offenbar  in  g  durch  OB  halbirt  ist, 
10  erhalten  wir,  da,  wenn  m'n'  dieser  Basis  parallel  gezogen  ist, 
le  Geraden  m'n  und  tnn'  sich  in  einem  Punkte  p  derllalbirungs- 
■ie  Og  schneiden,  den  bekannten  Satz  (Magnus,  Sammlung 
on  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen 
leometrie.  }.  8.): 

M  Bewegt  sich  auf  einem  gegebenen  Dreiecke  eine  Gerade  so, 
MS  sie  fortwährend  einer  Seite  parallel  ist  und  verbindet  man  die 
ndpnnkte  der  letzteren  mit  den  Punkten,  wo  lene  die  beiden 
idem  Seiten  schneidet,  so  ist  der  Ort  des  Durcnscbnittspunktes 
ieser  Verbindungslinien  eine  gerade  Linie,  welche  den  Halbi- 
iBgspunkt  jener  oeite  mit  der  gegenüberstehenden  IVinkelspitze 
srbiudet" 

Lisst  man  die  bewegliche,  der  Basis  parallele,  Linie  die  bei- 
en  andem  Seiten  des  Dreiecks  halbiren,  so  hat  man  den  Ele- 
Mstamts,  dass  die  drei  Seitenhalbirungslinien  des  Dreiecks  sich 
I  efaiem  Punkte  schneiden. 


336 


Tht^oreiiie§  fft^nt^raux  qui  condnlseit 

ä  la  r^^olatlon  des  efiaatlons  simiil- 

tanees  da  premler  üegre^ 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  GroDingne. 


Lorsqu'on  aura  un  nombre  quelconijuc  d'equatioua  entre  un 
pareil  noinhre  d'incouiiues,  oii  poiirra  elimiuer  autant  d'inconDues 
quon  voudra,  et  il  restera  enfin  iino  equation  dans  iaquelle  il  o'y 
a  qu'unc  seiile  iiiconiiiie  qui  sera  determinee  par  ectte  Equation. 
La  methode  «lu'oii  suit  ordinairenicrit  pour  resoudre  des  eqiiatioos 
lineaires  dcvient  iinpraticalde  pour  un  grand  nonibrc  d'inconnucs, 
puisqu*il  taut  repeter  le  ineiue  procede  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'inconiiues.  T)  ailleurs  eile  iie  condnit  pas  a  une  expression  ge- 
nerale des  inconnues.  Or  et»  sont  des  expressions  generales  qu  on 
eherche  dans  Tanalyse.  Cest  pour  cela  que  M.  Cauehy  a  ex- 
pose  une  autre  niethode  dans  son  Cours  d'analyse  Part.  1. 
cliap.  lil.  La  valeur  des  inconnues  y  est  re}»resentee  par  le  rap- 
port  de  deux  produits  dont  les  facteurs  sont  des  binonies  au  noni* 

bre  egal  a  ^ —  ,    lorsque  7i  est  le  nondire  des  inconnues.  Cette 

cxnression  est  tres  simple ,  niais  il  faut  observer  que  ces  pro- 
duits ne  sont  pas  pris  dans  le  sens  ordinaire:  pour  que  re  rap- 
p(»rt  doniio  ia  valeur  exactc  des  inconnues,  il  faut  developper  les 
produits  et  remplacer  dans  chaque  developpenient  les  exposant 
des  lettres  par  deü  indices.  On  ne  }»ourra  clonc  guere  proiiter  de 
rette  nietbodc,  a  moins  qu'on  ne  soit  prealablement  parvcnu  ii  lex- 
pression  generale  des  developpenients  nomnies. 

A  cause  de  cet  inconvenient  j'ai  quitt^  cette  route  pour  en 
ßuivre  une  autrc,  qui,  en  principe,  se  rattache  plus  a  la  marehe 
tracec  par  Bezout,  et  que  Ton  rencontre  souvent  sous  le  noin  de 
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B^thode  des  multlplicciteur«.  D'apr^  cette  m^thode  oii 
ndtipiie  chaqae  ^uation  par  ane  quantitö  ind^terniinöe ,  et»  apres 
>?otr  pris  la  somme  de  toutes  les  equations,  on  d^termlne  las 
[oanti&s  de  maniere  qu  il  ne  reste  qu'une  seule  des  inconnues. 
iM  ^quations  propres  ä  d^termiDar  les  quantit^s  indeterniin^s 
itent  da  premier  degrö  par  rapport  ä  ces  quantit^s,  et  leur  nom- 
ire  ^tant  nn  de  moins  que  cenii  des  ^quations  donn^es,  oti'i66n- 
^i  i|u'en  repötant  le  meme  procede  on  parviendra  ä  la  d^ter- 
nioatioD  des  inconnues ,  toutei^'  tes  jfbis  que  le  nonibre  des  equa- 
wns  est  limitö.  Mais  en  laissant;  ce  noinbrQ  arbitraire  ou  reQ,^9ntre 
Aiileurs  öbsfäcle's/sf  V6t\  yeiititouver  par  cette  vaie  Texuression 
l^rale  des  inconnues.  En  tächant  de  surmonter  ces  obstacreS 
e  suis  parvenn  k  quelques  th^^reines  remarquables  par  leur  g^- 
itolit^.  Je  m'occuperai  d'abord  de  ces  th^orenies  pour  revenir 
sfinte  k  la  räsolution  des  ^usüqqs.  lip^iaires.  .    . ,  r-r. 


•:  ■.  ...  .  ::  :    t  .       ■  ■  ;■.■,• 

Seit  n  un   nombre  eotier  et  posltif.  Supposohs  cjüe  cbhcuh 
M  lettres  A,  k,  m,  p^.q  repr^ente, uu  des  nombres   1,2, 3, ....71. 

FaisoDS.  pour  abräser,  . 

il,  .»••       s    .•     ...'*..  j     y  Hilf  i         :■'  i  '     ■■  -      <•.       i    -.Jj'j 

Posoos 
B  ama,  quelque  soit  (3m, 

^m^jPp,mQp,kOm=^^m  MMm,kOm»  .       in,-,   .r,, 

Zk  £m  Zp  Pk,k  Pp,m  Qp,k  Om=  ^k  2m  Pk,k  Hm,k  Om  : 

Bals  des  equations  pos^es  on  tire 

ZkPk,kQp,k=Jh,p\ 
fobc  lä'  pfdc^dehte  se  cbangera  en 

2m  2pJh,p  Pp,m^m=^.  2k Sm  PkJt^Hmyk  (dm  . 

Poson^  de  plus 

Hh,k  =  0  ,     Hm,m  =  C, 


..  ,■ 


i    ■•»■■ 


^  «t  k  etant  des   nombres   distincts ,    et  C  etant  independant  de 
*>*  on  trouvera 


E„i:pJk.,Pp.mäm=C  £mPh.mÜm. 


el.sl  l'nn  fall 


^m/\.-.G,„=V». 


Or,  Un  stallt  arbitrair«,  i'^quatlon  pr^^eote  suttaisleraqiMl 
que  soit  91p:  il  faut  <loni;  ([u'on  ait 

ee  qui  conduit  au  Di^uT^me  snivant 
Theoreme  I.     S'iit 

£pPp,k  Ö,..»=0 ,         £p  Pp^  Qp,m  -  C, 

h  et  k  stallt  des  iionibrei«  distincts  et  C  4taDt  Ind^pen- 
dant  de  m;  »n  aura  rla  mäme 

SappoBOns  que  o,  ß  repr^sentent  de«  nnmbres  entieni  y  com- 

Sris  le  z^ro,  vi-\-iiß  represenlera  uii  nnmbre  eotier  qu«lcoDqiie< 
e  maniere  qo'on  poura  faire  m-f  R^=(t.  Maiatenant  si  les  foB- 
ctioDS  fm,  fm,  assujctties  ä  la  condition 

ODt  entre  elles  la  niallon 


f.=F.. 


Thrior^me  II.    Si  o  repreaenle  uo  nombre  enli.er  et 
m  Qn  des  nombre«  1,2,3, n.    St  Von  s 


fM-=f—  *w.=r.. 


OD  aara  plus  g^D^ralemeot 

f.=F.. 


$.  II. 

SoUmt,  poar  tout  ce  qui  sait,  n,  m,  tu',  hmj  ft«,  pm  qm,  r, 
9  h»  ^9  *  f  h »  ^y  f,  ti  des  nomfbres  entters  et  posifib  assnjettti 

n  +  l>m>0,    7i  +  l>m'>m— 1; 
jiii+l>Ä«SO,  7«+l>Am>0,  mfl>p„>0,  m+l>7m>0; 
®    1  n>r>0,  n>r'>r— 1,  r>ri>0; 

it— 1>*>0,  n-^l>*'>i— 1,  i>ii>0; 

Posons,  pour  abr^ger, 

m  ja 

(3)  Up=züp^^  i»«i+i,  P«i+a,...Pii. 

m 

Cette  fonction  C7p,    li^e  aaz  conditioos 

m  m 

(4)  ^^=^1»«,    P«  +  4, ...?■'  +  "',...)••, 

(5)  üpZ=  Üp^  +p^^^ ^  p^^^ ^   p^^^      ,^ ^ 

era  appel^  fonction  distribu^e  par  rapport  ä  p.    Pareil- 
anent  la  fonction 


m 


era  fonction  distribuäe  par  rapport  k  p,  g,  ai  Ton  a 


m 


r  rfi 

(8)       Dp,,=  Üp^+P,^,   P,4^^,^.P„,  »r+9f+i,  V-f«,...^«. 

II  est  Evident  par  ce  qüi  pr^c^de  ce  que  sera  une  föhctiön 
■•tribuee  par  rapport  k  p,  q,  h,  k,...  Ces  fonctions  distribaöes 
^ulssent  de  plusieurs  propriet^s  dont  nous  alions  signaler  quel- 
i^es-unes. 

En  vertu  du  th^ortoe  II.  les  equations  (4)  et  (7)  subsisteront 
(dement  torsquon  substitue  k  pm,  Pm-i-if-pn,  gm,  gm-{-^,^-gH 
^  nombres  entiers  quelconques.  Ii  en  sera  de  m^me  par  rap- 
^¥t  k  pr-^if'Pn,   fr-fi».**^»  dans  les  öquations  (7)  et  (fi),  mais 

Tbeil  \II.  23 


i  letlrcB 


appii 


pr,  tjr  dans  tes  indmes  equalions  dolvent  rester  assB- 

relatinns   (TJ),    piiisau«    powr  eile«   le«    conditioiw    Hu 

ibeoreme   II.  ne   sont   pas   rcnmlies.     L'ne  pareitle  exleimion  sera 

iplicabie  ä  pluflieurs  lies  ^ijuationtt  suivunteä ,  et,  coinme  le  tliM- 

t  II.  sufGra  pour  iiidiquer  dans  quel  las  cetle  exlenRion  se» 

Siermise,    il    nc  sera  pas    neeeseaire  de  le  rappcler    pont  chaqne 
briDule. 

L'^quation  (5)  rournit  le  moyen  de  reduire  la  ronction    V  ä  V 


a   V.    Ell  effet. 


«  et  «n-jH  des  nambreA 


(9)  ni'  +  l>a„-,„>0: 

alurs  fiin'.«-4-"i'>'«'.ni  pnurra  represoiiter  tont  noiubre  eiilier.    D< 
II  sera  permid  de  poser 

(10)  «»,■-,,« +  p-.=«™-.™  +  ™'o™-^  : 
n  Buppose  crm.n^O.    et  qu'on  fnit  <tn^ 


A  l'aide  de  ces  relalioDs,  joinles  a 
deduit  aistitncDt  de  requation  (5) 


i-qnaliiiuE  (:t).  (4). 


nioyeD  de»  ^quations  (6),  [7),  (8), 


(13)   ''»..=  f%,„p..t,,...i.,.  '„.^....+„...f.=f''„.  V 
Suivant  les  relalions  (2)  od  a 

et,  loTgqae  Ö  repr^sente  0  ou  l,  on  a  de  tniiiie, 

on  pourra,  par  suite,  determiner  A,  de  maniire  qu'on  att 

p,+p,+t~k,+l+sß, 
d'oü  l'on  tire 


> 


Ul 

De  plus,  OD  a  ' 

#+2>i5:.  +  l-Ö>0: 
dooc  OD  polirra  ppser 

ce  qui  donoera 

P* +/>•+!  =^»+1  +*+i  ö . 

£d  obaervaDt  qu'en  vertu  des  relations  (2)  T^quatioD  (5)  sab- 
Mtora  si  Tod  chaoge  r  od  i,  on  eo  döduit 

ou,  suivaDt  l'öquatioD  präc^doDte, 

4 

et,  ayaot  ^gard  k  l'öquatioD  (4),  od  aura 

•       ".         ..    ij: 


Ed  86  aervant  de  retour  de  T^quation  (5),  qui  subsistera  eo- 
core  si  Ton  cbange  r  en  iHhl«  U  suii^fa 

^MitiB  OD  a 


4oiic  il  viendra^  eo  ^ard  ä  T^quatioa  (4) 

t^P=f^.+Hp^i4p^j,  Ph^,...p,. 

Noos  avoDs  d^ja  remarqu^  qu^eD  vertu  du  th^oröme  II.  il  sera 
peimia  de  «ubstituer  ud  nombre  eDtier  quelcoDque  ä  pr-\-i  daus 
i4ipiilioa.(5)#  en  y  jcngoaDt  que  Ton  a    • 

on  dMuit  de  la  pr^cödeDte 

t/p=t/p^+a,  P.+i+P.4^,  P.+8,..«'«, 
et,  auivaut  les  suppositioDa  faites  ci  desaus. 


En  y  a[>pliquanl  encore  lequatiiin  (5).  on  nb(l«n< 

donc,  ä  l'Bide  de  l'^quation  (4),  on  arrivera  enfin  i 
De  cette  ^quation  on  deduit,  non  seulemurtt 


luais  encore 


'.■+..  '.•+1+'.+ 


1 


f  ^V,.+f.+.-',    '-P^+,.    P.'  +  ,*P,+„    r^+ .. 

ou,  euivant   Nquatioo  (11), 

(14) 

Nous  ferons  dans  la  suitfl  un  fjreqaent  usage  de  cctte  eqna- 
tion,  c'eat  puur  cela  que  nous  remarquons  qu'ea  vertu  du  th^o- 
r^me  11-,  Joint  aux  ^quations  (3)  et  (4),  eile  sabsUlera,  lonqu'on 
substitue  des  nombres  eutiers  quekonqaes  ik' 

P'>  pt\-i,-'Pf,  p«'+a.—P». 
nais  qnil  fant  qne  le  nomlire  entier  fv-t-i  reste  M  i  In 


m 

§.  in. 


Soit 


efonction  distribui^e  par  rappörtä  p,  q;  ou  aura,  oon'  •eüleineiit 

m     m 

lais  encore,  suivant  requation  (14), 


I     t 


(17) 


'•*    '•+!>••?•'+'•' +1"^  ^"■''•'+l»'«'  +  l+''»'-HjF»'fS»"'ii»  Vrfl»-^» 


•       • 


(18)       f  ^ 


D^termiDoiis  la  fonctioa 

m       m 

par  les  ^aations 

fr+i  r    r 

■^  ces  ^nations  oa  d^duit 

If+i  rr— 1    r,  r, 

r+1  r  r-j     |  i 

Q=zZp  2p^        üp  PP...Po; 

^»  «n  obsenrant  qa'il  soit  des  ^oatiooa 
'  tire  de.  reqoation  (19) 


I 
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"-"^+,,  Pr+a. ...C-fi  ('■)'. ...P„,  *,.  Tj„ 

"-■Wp.+,,  M«,-.."-.  '.,  fa,...»™+-,...»-, 

cifuatioDH  qui,  conjointemeot  avec  lea  deuz  pr^c^enlcs,  sont  tcc«. 
ferm^s  dans  Ics  suivaiites:  ' 

"~"Pi»,  »'■i  +  l,...f«'<"'',...''ii,  «1,   fs<-*n< 
Ö  =  Öp    ,  P«+,,...P„  «,.  «a, ...»»+»,. ..T,; 

d'oCi  VoD  Gonclul,  eo  vertu  du  tht^oreme  II.,  qii'il  s«ro  |>erniis  de 
substituer  des  nombres  entiers  quelconqucs  äpi>ftt'"/hi>fiifi<-9i 
daus  lea  ^quations  (18)  et  (VJ). 

SubstituoDS     en     conBequeiice    pi+i  f/'i+a — 1.    1 — /"'+» 
;'(+a+P<'  +  s  ä /»r+i,  pi'  +  »,  pci  >  el   eosuite  ^r+i +yr^«— t 


ö^-^P.-^^P^ 


?./»ü; 


ohservoiis    que,    suiraDt  les    equationn  (17),   P,  P,  ....  P  resteiit 
inalt^reee  par   ccs   Substitut! uns,   et  que,    suivant  l'^quation  (18) 


~  **Pi .  '■«.  .■•P.+'rH-'.  ^-P^K,  ''«+i+*»H.  'H».--''«.'!.*«.  ...*» 


7 


"=—"'1,  '„■■■'„  •„  •»..•••.+'.ti-'.'-'H«.'.ti+'.*«.''+..-'.i 
OH  obtiendra 

" '''.+i,'H»..l'^+i<»i'+.-','-f+^,+,+frH^,^r+,^„<„>b...V 

ou,  eo  combinaat  ces  dqaatioDB  avec  lea  deux  prtfcddentes, 

(21) 

•'=-"'.^»f,.-V+l'n.,-','-V+„'.-+,tl'»+»V+„...'«'i.'„-V 

"  =  — ül'.,l.,+,...p.,i„i»...V+f,+,-".i-V4.„v+i-«,.+„V4„...t,. 


Lvnqne  ia  foDction  F,  satisfait  k  l'^nation 
Oll    ^^rifiera  aisöment  Ia  formule 

^ur  tout  nombre  entier  a.    En  vertu  de  cette  formale  T^quation 

•4a  •4-1  •    »i+a^i+i  •■  «i 

^  tem  pas  alti^r^e,  si  Ton  substitue  p«, -|-/'«.4'i  —  1»  1 — P*i^if 
|h,tH-p«i+s  ^P»vf  P^.4-1'  P^t4-s*  ^1  outre  cette  «obstitutioD  joo' 
TjMüpIace  9«.,  5r,.+i,  9«,+«  par  9«»+y.,+i— 1,  1— y«.4-i>  ^'•i+i+fl'i.4i» 
<iaii8  r^uatloD    precädente,    on    reconnaftra  que  dans    le  secood 

■embre  q  se  cbangera   eo  — Q  par  Ia  premlere  Substitution  eo 

Fertn  des  öquations  (21),  puis  — q  deviendra  de  retour  cd  par  Ia 

•i 
seconde  substitutioo>  de  maniöre  que  le  facteur  q  restera  le  m^me 

•»i 
pa^   Ia  double  Substitution.    Le   facteur  P  ne  changera  non  plus 

salrant  les  iSquations  (17).    En  observant  encore  que  Ton  a 

et  ayant  ögard  au  theor^me  II.  et  aux  equations  (16) ,  on  trouvera 
sii€l»shreinent 

=  ^•l+*4l».,+„      ^,+»,...Pa,      %+*+«•,+«»      V+8»-^n    =    ^' 

et 

»j4^  «i+i 

doü  il   suit  que  par  Ia  double  Substitution  le  produit    P  P  ne 

»4-1     »         •i  +  3 

changer^  pas.  EnOn,  les  autres  facteurs  P,  P,.»P  ne  conte- 
nant  ]f9L8  p,^,  p«,+i,  /?•,+«»  ^«.,  y«i+i>  y«.+«»  resteront  les  roemes. 
On  Tolt  donc  que  par  les  substitutions  indiqu^s  le  second  niembre 
oe  changera  pas,  tandisque  le  premier  menibre  deviendra 


l 


OD  aura  {inr  ronst^qucnl 

(23) 

On  (I^montre  de  la  metne  maniire   reqaation 

"  — "r,+a,  r.,3,...J-„,   i-Si.  ?,+'«.   's. ■■.«»■ 

et,_puisqit'il  suit  lies  eqiialinne  (10)  (|uc  Is  fftnclinn  u  s«t 
depeiidante  da  iji,  on  sura  encore 

"-"'.fa.Ma.-'--  'i-   »i+'a.    »3,.-»., 

d'oü  Ton  conclut  que  u  sera  ^galement  ind^penüant«  de  f^-  ^* 

tenant  il  siiit  de  r«*iiualiiiQ  ('23)  quc  u  sera  independanle  de  fi 

tnutes  les  luUt  quelle  est  iDdependante  de  91,  et  ry.,4.,.  Or 
est  indepciidaiite  de  r/i ,  q^ :  dorn-  eile  en  sera  pareilleDient 
rapport  a  ^j,    f/4,...9,,42  ou  par  rapport  ä  9s,    9i....?.+i.  pi 

qu'on  a  s>Ji>  1.     En  y  joigoant  que  ö  eat  ind^pendaote  de 

Oll  en  conclut  que  M  est  mdependante  de  9,,  qi,...qr.  D' 
loTsqu'on  pose 

(24)        P  =  Pp^  =  P,.,  ,,^,,...1..,  ,.,,„4.,,...,., 

'.V  't' 

^  =  "'-+1.  f.t.,...!'.,  I.2,3„..r,  .,+,,  >,+„...l„ 

:d  aura  aussi 

ou 

p  =  ö, 

81  Ton  fait  en  ontre  p=:ü. 

11  suit  de  ce  qui  pr^cede,  en  ayant  #gard  ainc  iiqaations(f 

(1(1),  (20).  '(31),  (34H  que,  lorsque  p  sen  d^tennintf  par  I 
^quationa 
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-ü) 


inra  de  ro^me 

6)  p=  üp^P  p, 

/in        m 

(28) 

a 

Btons  qae  par  soite  de  ia  formule  (22) »  od  deduit  de  l'i^qaa- 
(86) 

•4-1 

cn  obserraotj  que    P    est  iDdöpendant   de    g^,   on    en  tire 
A 

I 

11 

comme  des  relatioDS  (2)  il  suit 

2>ft>0,  2>yi>0 

nanitee  que  pi^=l,  ^1=1,  od  däduira  de  Ia   premi^re  des 
itioDS  (25) 


4t]uations  qui,  jointes  am  deux  pr^^c^denteä ,  duniieroiit            J 

Poaons,  pour  abreg«r,  I 

_            fjj  •+>         ! 

on  aura  suivant  (26)  ^ 


^"rt. 


Pr+i,   Pr+t. •■■"'.>   »r+«rH,, 


En  vertu  de  lequnlion  (23},  cette  ^quation  ne  sers  paa  iM 
rte  en  rempla^ant  pr,  pr^i  par  1— /»r,  pr+Wrii-  Faisant  cel»  ^ 
observaal  que,  selon  les  equalions  (16),  (29)  juintes  au  (heor.ll 


^'-^'.  ''+'r+,,Pr+a,...P„  »r.    *r+,....l» 


Pl-P,,  P,+P, 

il  viendra 


doDC  an  aura 


'r+a.  .■.P|.,«r+^-h.  Wl.' 


u^'P- 


(30)      0=5,  .    Pr  ,      p  ,        p      ,  +,  .      B  ,        ,  p  I 
Ajoutons  que,  lorsqa'on  fait 

fr  +  fr+i  =*rtl  +  l^-*  Ö' 


U7 


(e  ridoira  k 

r+i  rfl 

(31)  0=^2^1^^  Pp^^j,  l'r+«,...P«,    *r+i,  Mlfc»    -»«P* 

PoMms  eofin 
m  aura»  aoiTant  T^aatioD  (26), 


NU  suiTaDt  r^qnatioD  (22) , 

Hais  des  tfqaations  (16)  on  d^duit 


n  »-1 


1 


et«  I  Taide  des  öquations  (27),  (29),  on  trouvera 


hbe  r^quatton  pri^cödente  se  r^dnira  k 

Hl  n  «— 1  ■— t 

i^f  k  cause  de  Ti^quation  (26) , 
!^  aTons  par  eons^qvent 

»        n  n  n 

1*^  y  svit  qae  ia  somme 


^Pn^Pn»uPp»»^t 


seta  iiidepeDdante  de  f«.  et  ai  l'on  pouc 


^qiiatioB  <|ui,  jointe  ä  l'^quation  (26),  donncTa 

"P=^-.PP' 
Saivaot  cetle  equation  et  l'equation  (31)  on  aura,  par  suile, 


Ma. •-'■''.   *-+!. 


,...*,P. 


de  frfi:  dauc  on  aura  de  mäme,  en  vertu  du  th^or^me  i 

_  r+i  r+i 

**—■ ^»r+,^'r+,.  f,-kt.^-Pn.  «,+1.    »^ts.-'-P' 

Ar+i  et  pr-^i  etant  des  nombres  distincts,  de  sorle  qu'on  poniT 
faire 

1]  stallt  0  ou  1,  ce  qu'i  changera  requation  pr^cridente  eo 


,  ^tPr+I,  Pr+4....P«,   »r+i,   »r+a....»»  P" 


Ajoulons    encore    que,    puisque    des    relaliops  (2)   il  suit  Pi:= 
91=1,  on  awra,  en  vertu  de  l'equation  (1), 


1 


P=£,>p. 


En    combinaiit  celle-ci  k  T^quation 


oK^     troo?era  enfin 


m-f  I  mm- 

En  n^somant  les  räsultats  auxqoeb  nous  sommes  parvenus, 
<^o  pourra  ^ooncer  le  thäoröme  suivant. 

Thöoröme  HI.  Soit  n  ua  nombre  entier  et  positif. 
Soieot  m,  r,  s,  m',  s',  des  Dorobres  entiers  a$sujettis 
^uz  conditioDs 

ii  +  l>m>0,  n>r>0,  ii-l>i>0, 
ii  +  l>m'>m— 1,  n-l>i'>i— 1. 

Soit 


p p     ...  p 

nne  fonetion  distribui^e  par  rapport  ä  p,  q.    Dötermi- 
noDs  les  fonetioDs 

fi-|*l         mm  m 

P  et  P=Pp,,=  Pp^^  I»w+1,...J».,  «m,  ^m+1,...«« 

par  les  ^quations 
On  aura 

m        m 
lP=PPm,  Pm+i,...Pm'+*"',...Pa,*m,»m+i,...»« 

(y^^       }       m 

'  r  r 


(35) 


IM 


'.|,.."f.<'.tl-'.'-».'ll.'.+l+'.tj.'.+!.-»l 


'■•+,.•.+,«.• -li 


-Pv.t,....',„'..'H..-'.-H.' 

'4'  S'   ' 

(36)  r='^f,+l''»-+..   'rt..-'..  'rH+i.«,-«....!.? 

=  ^l,+,Pp,tP,?,.f,+„...f.,<,t,. •,+,,..    <■?•    j 

=i^^  /»p— z,^  x,^  ....  £,,  p'p.\.f*p. 


{.IV. 


II  suit  du  tfaeoreme  prec^dent  que,  lorsque 


Q=Qp^=Qp^, 


„+,,...P„,  *„,  <„+,,...*, 


lepresente    une   rnnclinn   distribu^c   par  rapport  k  p,   i/ ,   et  q 
dätermine  les  fonctions 


®  et  (n=(Dp,,=  (Dj 


']>.? — ^"i'm,    'm+i,-.''!!,   Im,    *ni+i....*n 


par  les  ^quatioiui 


on  aura  pareillemeDt 

=  '^P    ."m+l,...!'«,  V,*m+,,...W^"^..-»■, 


SSI 

r 

(41) 


!    m) 


(43) 


■1+1  »im  *»"*— 1     1   1 

•i  •>■  iiifn— 1    1    1 


Maintenant  faisoDS,  pour  abr^ger. 


M        fn  m 


»»P»«  *«, ,  'm-f-i  , .  .*  Si»''««»  'w  + 1  >  •••'^« » 'm  >  ♦«  4-1 » •••  ^fi  9 


•im  m 


^  pOSODS 


tn        m         m 


t^=  Pp,t  Q,,» . 

C^/  S  m       m  m  ii4-i    n-\-\  n+i 

lU  =  pp,t  (D,,*  ,    U=P  <tt. 


m 


On  reconnattra  que  17  sera  une  fonction  distribu^e  par  rap- 
port  k  k,  p,  q,  et,  eii  vertu  des  ^quations  (36),  (37),  (43)«  ^on 
aura 

■i-Ht  *"   m 

d'oü  Ton  dedoit  encore,  en  ayaot  ^gard  ä  requation  (22), 


"lJ=-ä;r.-S».-S«„i'>.,<.t„...'.,..,r.t„ 
De  plus,  si  l'on  fatt,  poar  abr^ger, 
(45) 


,..-H..-«." 

4 

1 


*-'."=-^'.^'. 


.'-■+i,..'.,'-',-,i'--+,-i'..'«-,-,'-'t,,-V 


aa^flHt    Aai',n   etant  assujettis   aux  conditiona  (!t),   (10),   (I2)i  ' 
tirera  dea  detix  prticedeate» 


Ce  n'eat  paa  tout:  eo  obaervaat  uue  des  ^quationa  (34),  (36), 
(41),  (44)  il  ault 


U=Ui, 


11  anit  I 

..'r**-+„Vn.-  *..    'r.   'r+l.  ..■'..  ''„<,+,,  -'i'^ 

''="V.H-'-'+*f+i-'.'-'.+i.V+i+'.+„'f+.,..'.,i'.,'rti,-.'.,<." 

et  ayaiit  egard  ä  NquatiOD  (22),   oa  dtiduit  aia^ment  de  IVqi 
tiaa  (49) 

Sri^.,  =  Sr.r. 

*»-+a,'=  St'+i,i 

d'oü  Ton  tire,  non  aeulement 

S.'  +  a,'='S.+i,., 


Eaanite  on  trouvera,  au  moyeo  des  ^uatioDS  (1),  (22), 


an 


r'+l 

■       V  ^V+V +1,^+1,.  .*fi,V+i,r,''r'+2,..J»ii,V+i,r,V-f«,...^n 

^'   ^*r'+ 1  +*r'  +1  ,V  +«v..*n, V  +i,r*'r'  +av..'fi»V  +i,r, V  +2,...'« 


n 


f 


—      A^^  ^V, V+iv.*fi,V.r,V+i,.-'n,V,r,V+i,...«n 

"*"        V+i,*r'-ta,...*n,**r'-|-i^r.Pr'+a,...Pfi,V+i,r,V+sv^*     .  : 

doDc  on  aura,  en  vertu  des  equaüoDs  (45),  (46), 

puis,  en  observant  que  <Sm',m=<Sm,m  et,  par  suite,  «Sr^-t-i^r^Sr^r, 
il  viendra 

Oll  aara  par  con8i^qaent,  dou  senleinent 

TVsr— 2'r,r=(r'-r)Sr,r,  / 

mais  encore 

Tm'^*-*  Jm,m==(wi'— m)  iSm,»; 

ce  qui  eonduit  ä 

«a,  suivant  lequation  (47), 

et,  en  particolier,  >' 

2p ^  Tn,m = (n — Ift + 1 )  ^p^  Sm,m ; 

d*oo  encore 


ayant  posä,  pour  abr^ger, 

TU  / = 1 . 2 . 3 ...  TU . 

Reinarqaons  que  Ton  a,  luivant  T^quation  (t22), 
Theil  III.  S4 


•  I 


i.. 

"»,.  •....•..! 

.=  ■!;'. 

t^H»,.« 

.•i,*ii," 

ponr 
ni«re 

tout  uombre  etitier  a : 
qu'on  »1 

tlonc  Ol 

™  P°«"a 

(lcteni)lnar 

■^»»P>.... 

i,m.    n,ln' 

=i»,  t/A, 

|i,». 

et,  s: 

i  l'on 

iKtemiine  la  fonctiou 

K— 

s,.,=s,,. 

-P^fl,... 

.rd,»™,»„ 

,+,....*« 

pari- 

e<)uatinii 

K= 

:  £»„  ük 

■P-«. 

on  aura  & 

le  tcmps 

(49: 

) 

«=A 

.^•„-„ 

«.*«»: 

I 


d'oü  l'on  voit  que  K  sera  lodependanl  üe  Am,  A„^i,...hn,  et,  n 
observaot  <jue    i'/i,;>,f  est   uoe    foDction  distnbu^e   par    rapporl  i 
A>  ;»,  ?,  il  resulle  (jue  Äfen  eera  par  eil  leine  ot  par  rapport  äp,  ?■ 
UsiDtenant  od  tire  de  l'^natian  (46)  ^^H 

T„,„  =  Ä„  A„_j ... X*„  i'A^^  t7*^_  .„_„ ^ »^^Ü, 
equatitin  qui  par  requation  (49)  se  r^dait  ä 

n,™ = ^i„  ^:*^ ...  ^*„  jT  Ü , 

ou,  £  ne  contenant  pas  km,  &m+i,...tm, 

Tn,^=K2k^  £t^^^ ...  £i^  U. 
Si  dooc  on  determine  los  fonctions 

n+l         mm  n 

par  Ics  ^quations 

/n+l    B+i 
(50)       j-  , 


-(«-!»+ IJ.' 


■  '^*™"' 


^ 


1  MM 

^v^dis  que  l'äquation  (47)  doDoera 
ce  qol  change  F^quation  (48)  en 

m4-i  m    m 

(51)  5=2:,^  *Ä. 

Ajoutons  cnfin  que  i'on  tire  de  la  seconde  des  ^qiiations  (44) 
w  OD  a 

^  par  aoite 
donc  on  aufa 

et  Ton  voit  que  U  est  ind^pendant  de  ki,  A^,...An;   (Voh  il  soit 
qae  l'^quation 


doDDera 

(S2)  Ä=il=p. 

En  comparant  les  öquations  (51),  (52),  jointes  k  Tobservatioii 

qne  K  reprösente  nne  fonetion  distribu^e  par  rapport  ä  p,  q,  aux 
relations  posäes  dans  le  th^reme  ill. ,  U  r^saltera  qne  &  dopend 
de  K  de  la  m^me  maniere  que  p  de  P,  ou  que  21  se  dödyit  de 
P  eD  chaneeant  P  en  K;  ensorte  que  les  äquations  (33),  (3^ 
(35),  (36),  ^7)  subsisteront  en  renipla^ant  P  par  AT  et  p  par  S. 

Remarquons  eucore  que,  lorsque  les  fonctions 

24« 


«eroni  d^temiin^es  par  les  equnlions 
ou  aiira  Mtivnnt  ha   ^quatinns  (51),  (52), 
d'itü    il  suit,  eil  ?erfD  des  equations  (50). 


/&  =  (n—m 


-,£t„Sk...£ta. 


On  conclut  doiiu  qua  reciprnijuenient  les    eqiiations  (50)    subsistr- 
ront,  lorsqu'on   aiira  pos^  les  äqualions  (51),  (5^). 


Theoreme  IV.    Soierit  /*,,,.  «;,.,  des  fonctioDs  diatrl 
butfes  par  rapport  ä  p.  •/.  tt  (Vlerminoiis   la   foncttlon 

par  lequation 

alors  k  ne  deiicndra  pas  de  Am,   /im+i,  —  h„,  et  eile  sera 
uneronctiondistribuee  par   rapporlä/i,  9. 

n-fl    M  H-fl    n 

Delerminons  dp  iiIur  les  fonctinns   p,   Pp,,,  (0,(11^,^ 
par  les  equations  (32),  CM).     FuisoDs,  pour  akr^ger. 


^.''m^l,...l'll,'IB,'(«-^|,...'ll, 


1 


(M)       » =-(„=r„+ir'  -^'^  •^'-.  ■•■  ^'-P'-'  '^••'  • 


Od  aura 

1^    "•+! 


t        ]      m-f  1  m  m 

^im     TBk  se  d^duit  de  p   en  cbangeaDt  P  en  K.     Recipro- 

^^«ment,  lorsaue  K  se  döduit  de  p  enrempla^ant  /'par 

K^  en  Sorte  quun  aura  les  deuz    dernieres    «^quations» 

1^3  deax   «^quations    preeödeDtes    suivront   en    cons^- 

^u«Dce. 


§.  V. 


La  somnie  multiple  dans  ie  second  membre  de  i'öquation  (SS) 
contiendra  plusieurs  termes  ^gaux  ä  cause  des  ^quations  (o4), 
(35) ,  (40) ,  (41).  Le  nombre  de  ces  termes  sera  urecis^ment  <^gal 
i\n — m-fl)!:  doDc  cette  ^quation  n'aura  atteint  ta  forme  ia  plus 
simple  que  lorsque  le  diviseur  (n— m-f-1)!  aura  disparu. 

D^erminons  ä  cet  effet  le  nombre  entier  Im  par  les  <^qua- 
tions 

(54)  A,=n  +  1,  /r+i=A-  +  *r4^i; 

et,  ayant  bii,  pour  abr^ger, 

m        m 

pOMDS 

*«=*«*— 1='«-,   *r+,='r+,  *r=*'+MV-V     r 

Mr;r=  2         £    ...       £         £  V, 

«0 

(56)  Mr',r=9r+i   £  X>, 

(P«  etant  nn  signe  d'operation  dötermin^  par  l'^uation 

k  ssl   k         —I  k    =1 

II     «  «— 1~  «— j      Hl      m 


(B6)  .<!>«=-£  -S      ...  2  . 


Ä  ••—1 


En  posant  de  plus 
(57)  *»,r=  OrV, 


^^F   ou,  aitivaiit 

■ 

(54) 

(SC). 

1 

«.,, 

^P^  -                                                   P=*            F=*             P=* 

pH  tiouvera 

(S8) 

J».. 

)-A-„,  +  -..+iW,,=»,+,^i,    ». 

Ensaite  on 

■(■riSera  aiB^raeDt  les  deux  rormnlM 

■     '    (fi») 

H             (60) 

^H    /  «taut  an  nombre  entier  et  posilir.   Äjoutoaa  que.  les  diff^rences 
^^B     ÄP^'  Af  ^tant  Egales  ä  Tuoite,  p,  l — p,   q  representcront  des 
^H     nombres  enliera  et  posUifs,  et  dans  U  formute  (S&)  ile  seront  Ues 
P^     KUX  conditions 

Donc  dana  l'expression 


ou,  ce  qui  revlent  au  mime. 


vär'ifiant  les  cop- 


1 


(61)  /™>*™>0,  ^r.+i>/r->0; 

et,  en  vertu  de  la  formule  (5^)  jotote  ä  l'^uation  (54),   l'ezpreS' 
aioD  präc^deutc  ne  sera  pas  all^rrie,   ai  dana  la  fonction 

»=»'„>,+.,...'. 

deus  tennes  consecutifs  de  la  suHo 


svont  permat^s;  et  puisqu'oii  pourra  rep^ter  la  pennntatioo  au- 
nt  de  fois  quoD  voudra,  il  sera  permis  de  permuter  de«x  tor- 
e«  qoelconques. 

Si  maintenant)  en  observant  que  ^  =  /^'4.i — kr' 4-1,  od  dödoit 
er^quatiofi  (Ö5) 

k  =ik  . 

(62)     Mr'.r=  *r+.  's  '     '  Vr+ 1+»,+/,-^  +»,  *,+,.»,+,....*. , 

r 

lOtt 

n  reconnaitra  qu'il  sera  permis  de  permuter  dans  l'expression 

•"" 

I  second  merobre  de   i*^quation  precedente  deux  termes  de  la      ^ 

lila 

E^oc,  en  pennutant  i^«-|.|  et  ke\%f  et  observant  que  par  cela 
!  sera  pas  altörö»  il  viendra 

BIS,  comroe  A«-f'« — ^'-f«  se  chauffera  en  U—h^^  lorsque  k%^ 
fa  remplac^  par  iE;«4-^«fi9  on  d^duit  de  la  präcädtnte,  ik  raiae 
i  la  forroule  (60)  jointe  ä  l'^uation  (56), 

I,  suivaot  les  i^quations  (S4),  (56)/ 

'aprte  ce  i||ui  a  ät^  dit,  cette  equation  ne  sera  pas  ait^^  si 
HM  la  fonction 


^^I^^^^F        ""' 

^ 

v.t=H-V4..'. -,..'.+... -Vi 

,,M 

*'li.*''f 

.          1 

^K    les  tormn  ■ä9  la  snite 

1 

K                          *.,t.t„*.f.-*.+i.*.- 

+j.*»+a.-*" 

^^     oeront  permuW«  d'une  maniere  quelconque. 
au  moyen  de  perniulatioiis  successivca,  les 
Tespectivonietit  par  Ie8  suivaates 

Si  done  OD  rempUct. 
lernies  de  ccite  euite 

^B                             i,.+j, *,.+,, ÄVfi. ■■■*.■,* 

..*.- 

H.--*». 

^H    ce  qui  cbangera 

■     en 

+  *.■ 

+  1 +*.'  +  . 

^                               i..+, +*.4,  +  ...  +  i.+'(.i 

=  *. 

f/.-.h-i. 

i 

H      (83)     ».+,..  =  ».».-M-i,+',-'.4„». 

.*.+i. 

..*i',*.'+i +*•■+« 

\-H..\. 

■     fio.  (54) 

on  (62)  jointe 

.*r.,,*H....... 

...      « 

d'oü  l'oD  tire,  en  se  servant  conjointement  des  formules  (S9),  (60), 


(64) 


>,V,+  i-*,^*^+t,^ 


Avant  d'aller  plus  loin,   revenons  ans  limites  entr«  lesquellM 
les  Dopbres  entiers  Im  et  &ni  eont  r 


On  trouvera  d'abord  que  les  relallons  (61)  subsisteront  riza- 
lement  pour  les  ^quations  (63)  et  (6-1).  Ut  de  l,+i  >  /r  on  d^it 
Ir+t'Xr  +  l,  A-+3>/j'  +  2,  etc.:  donc  on  aura  g^nifralement 

i„->U  +  m'-m-h 

et ,  comme  on  a  A»  >  0 ,  ü  s'en  suit 


1 


»      ■  •  ..  _    . 

Pois  OD  tUdnt  d&  rUi^alit^ 

'iii'>/m+m'— m—  1, 

en  ohsenrant  que  /^=n4-l, 

'     n  +  l>/m+i!t  — wi— 1, 

9m,  ee  qui  revient  au  m^nie , 

On  aura  par  saite 

m'  +  2>/,„, 

d'oa  Tod  tire 


/«  +  »!' +!>*«  +  /«  , 


»M» 


et 


m  +  1  >  i^m +  fcn'  — /in  —  m'— m : 
^  «orte  qu'on  ait 


m 


,^     Attriboons  maintenant   h,  la  fonction  V  la  propriete  de  satis- 
^•ro  aux  ^quations 


<66) 


(67) 


m 


m       m 


r        r 


V=''P'-*r.*r+*r+i.*r+,....*«, 


•  « 


dang   lesquelles  km  repräsente  ud  nombre  entier  verifiant  la  con- 

dlÜOD 

m  +  l>km>0: 

ajoutons  cependent  que  de  requation  (66)  jointe  au  theoreme  II. 
OD  coDclut  ^ne  les  equations  (q7)  et  (68)  subsisteront  egalement, 
lorsque  km  represente  un  nombre  entier  quelconque,  pourvu  que 
^Bs  la  premi^re  kr  reste  116  k  la  condition 


et  que  4ans  Taulrt;  /;,■  ^  ,    soit  asNUJetti  ä  lu  condUlon 

Si  (lonc  s"  represDüte  uii  itoiubtc   entier  viirilianl  la  condition 

alnrs,  en  obeenant  qne,  suintnt  la  reUliaii  (tÜt),  ob  »u — 


."  +  >>*.-+/.-  +  ,-/.—»'-."+ 1>0, 

et  avant  ä^ard    n  l'ei]tialiiin  (Ü8),    oii   d^montre   aisement  par 'n 
(luction  r«xactitiide  do  T^tiuatiun 


I 


'^rTitv-'.-+i.v+,... 


et,  cn  imrliculie 


1 


d'oii  Tau  driduit,  suivant  les  equationa  (W) ,  (67), 

tanilid-  iju'uii  lire  Juintedmtüuient  de»  vqualiuoa  (CO),  (ü~; 

Les  equatioiis  (63),   (64)  seront  donc  reduites  k 

«iqualioiiH  qui  sont  renfernieea  dans  la  seule  ' 

ou,  tsuivant  l'equation  (57), 

ce  qui  montre  quo  iUr'.r  »e  dopend  pae  de  r   de  mani^re  qu'on  ait 

«.,r  +  ^»-,.r  +  ...  +  ifr,r  =  («-r+l)*rV, 

,  eelon  l'equation  (58)  Joint«  k  l'eqnatlen  (1), 


(I>,4i  ^k^  V = (»-r +.1)  Or  Xf , 


<»ii  bien 


Aioatoos  ^ue,  en  ögard  ä  requation  (22),  les  equations  (66), 
(67),  (68)  subsisteront  encor«,  lorsque  les  fonctions 

m       r       • 

Mroot  remplaciSes  par 

■  —1        !■— ^  Uli  r— 1         r — ^  Ti  • — i         f — j  «i 

"*i »  **!  >  hf   ^tant  des  nonibres  entiers  et  positifis  respectivement 
ioMrieurs  k  m,  r,  $,    On  aura  donc  aussi 


r, 


i^  Ton  tire 

(ii-r)!<2>r+i2:*^Ä^_j ... -S*,  V=(n-ri+l)!  (Pr.V, 

^4  eo  particalier, 

V.<^n£k^,  £k...£k  lp=(n— ri  +  l)!(IV,V. 

^^,   cette  «^quation  subsistant  encoie  lorsqo'on    attribue  k  r^  ia 
^^Jeor  particuliöre  n,  on  aura  de  plus 

fi— 1        n— ^  m  ■* 


m 


^lofin,  en  eliminant  le  signe  d^op^ration  <Z>m  par  F^quation  (56), 
^t  observant  que,  par  suite  de  cette  ^quation  jointe  aux  6qua« 
^ODS  (1),  (54),  on  a 


a>„  =  -s  =  -T     =  a 
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^t  que  d*aiUeurs 


U  Tiendra 


11=1, 


Curollaire.    Eii  observaut  que,    iiar  auite  des  equi- 
tions  (33),  (34),  (35),  QiQ),  (40),  (41)  le  prodult 

jouit   par    rapport,  ä  t  de   la    propriete    atlribuee    i  1* 
foiiction  ^  dsns  le  theoreme  V.,  il  s'en  suit 

(i.=i+I)i^'»-^>.-r-='.P'Ä'=]"?^'""'5''-*"5"P..'5»* 

et  le  theureme  IV.  Bubsistera  par  Gonsdquent  si  l'eqoa' 
(ion  (53)  sera  remplac^e  pai 


1 


Mff 


IppUcatlons  des   th^oremes  enonc«^ 
dans  le  STro.  XXTDI. 

pBr 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningoe. 


Ce  n'est  pas  mon  d essein  d!entrer  eti  detail  sur  les  applica- 
ioD8  qu*oii  saarait  faire  des  tb^ordroes  ötablis  dans  le  No.  cit^: 
oatefois  ii  sera  hon  d'en  indiquer  Torigine. 

Dans  la  trigonometrie  spherique  on  se  propose  de  döterminer 
M  relations  entre  les  cosinus  ou  sinus  aes  angles  form^s  par 
rois  droites  Qi,  q^,  Q39  qui  ne  se  trouvent  pas  dansle  memeplan, 
i  par  trols  droites  Ci,  02>  ^3  respectivement  perpendicalaires  aux 
Iroites  ^  et  ^3,  ^3  et  Oi,  Qi  et  ^.  Si  roaintepant  on  con^oitun 
yst^me  rectangulaire  de  trois  coordonnöes  X,  F,  Z,  et  qa'on 
l^igne  par  uk,  vk,  tok  les  cosinus  des  angles  forni^s  par  ia  droite 
^  avec  les  axes  X,  Y,  Z,  et  pajr  Xk,  tfk,  2k  ies  cosinus  des 
fgles  formös  par  la  droite  Ck  avec  les  m^mes  axes  X,  Y,  Z. 
^  ensaite  on  designe  par  Ak,k  le  cosinas  de  lanele  forme  par  les 
troites  Qh  et  Qkt  et  par  Bhyk  le  cosinus  de  i*angTe^  formö  par  les 
l^ites  Oh  et  ah  Si  enfin  on  nomme  Dh,k  le  cosinus  de  Tangle 
i^nne  par  les  droites  Qh  et  Ch  On  aura,  d'apres  les  principes 
'€  ia  g^oni^trie  analytique,  lorsque  chacun  des  lettres  h  et  k  re- 
^^seute  un  des  nombres  1^  2^  3: 

Ah,k  =  UhUk  +  VkVk  +  tOktOkp 

Bhyk  =^xhXk'{-  yuyk  -{-zkik^ 
Dh,k=uha:k  +  vhffk  +u>hzkf 
^dis  que 

i^oe  h  et  A  rsprösentent  des  fiombres  distincts. 


Voici  les  äquatloDs  qol  conduisenl  am  fnnnules  fondana 
les  de  la  triguriom^trie  snh^riqae.  Dans  la  cooside ratio a  gia 
trique  tili  tut  born^  par  ich  Irina  dinieiiaions  de  t'eupace,  ■ 
le  prolilerne  «tiint  lüoei  poeö  anaivtiqucinent.  riun  ne  s'oppoi 
partir  de  donnäea  analogueis  ä  cellea  qne  nous  vetiona  de  |N 
avec  cette  dUliiiction  que  le  nömbre  3  erra  remplac^  pal 
nonibrc  quelconque :  ce  qui  dannera  tieu  ä  ua  probUme  iwM 
nant  ä  co  qu'on  pourrait  appeler  polygonomötrie  ä  de 
quelconque,  dont  la  trigooometrie  sph^rique  erra  un  cas  p 
culier,  savoir,  te  cus  oü  le  degre  sera  r^duit  au  troJisteme. 

Cette  consideration  ni'a  cundiut  d'abord  a  la  r^soIvtiflH 
^quations  siiuallunees  dii  premier  def^«,  et  l'aiialvse  de  ea  j 
bifeine  m'a  porle  aa  theoreme  III.  Ensuite,    pnur   a'cbcvtr  lag 


tion  dtt  Probleme  de  polygnnuaidtrie  >t  degr«  gudcQoqiie,  JM 
parvenu  au  IheoT«me  |V.,   puU  au  tb^or^nie  \.  " 

Ed  conservant  te«  notattoiis  du  No.  c'M,  n  sera  un  noa 
entier  et  pnsitir,  A,  /t,  m,  pm,  9n  representeront  des  noöd 
entiers  et  poaitifs,  doot  A,  i,  m  seront  inferieiiis  ä  n-|-I  et  fi« 
inferieura  ä  »i-|>). 


8oit 


nne  fnnclinn  dlstribu^ par  rajiport  h  p,  9 >  c'est-i-dire ,  une  fond 
li^e  auz  cqualiotis 

^^     'm,  Pm-f]  ,--''m-+'^,...''B,   'm  .  'w+n  — »b. 
'*='*?«,,  P„+,,...P„  »«,  Tmt,,...W+"', -..»«. 

nt'  et  r  ^tant  des  nombres  entiera  asaujettis  aux  conditiona 


> 


n  +  I>m'>m-l, 

n 

"f 'et  p  =  pp,,  = 

P.».^„4„ 

...P«. 

par  r^quation 

(1)               ^^,_|,*,+.,H-.(|..+.H 

-...H-(m- 

et  par  Tim  ou  lautre  des 

1  equaliona 

m 

T=^,. 

/5p, 

-P=-.. 

?P, 

•i«9  en  vertu  d«  ce  thöor^me» 

)  et  k  stallt  des  norobres  distincts. 

A  l'aide  des  prineipefi  ^ablis,   od  sera  promptement  eoaduit 
la  rösolution  des  öquatiöns  lioöaires 

Ed  effety  soient 
(4).  / 

^oations  Itn^ires  entre  les  n  inconnues 

t  les  quantit^s  donn^es 

0| ,  öl  t''*'ffi »  Hl , 


an,buf*,.gnf   Ifn- 


«ItODS 


n  n  u 

•      •.•••••       ••*.*. 

n  n  .  « 

a« = Pn$i  9  bn  =  -ftija»  *••  9^  =  '*«»«  • 
n  pourra  repr^senter  les  ^quations  (4)  par  la  seule 

m  Ton  tire 

£p  U,  Pp^ P,,hXg^rp Hp Pp,k  . 

des  ^aatioDS  (2),  (3)  il  suit  qne  la  somme 

^P  ^Pt9  Pi»»* 


C>t  «gal?  h  liro,   lorsquo  9  <^t  k  r«^ir^ii«atent  des   nambrefi  du- 

thicU.    et  (ju'clle  est  egale  it  p,  luTäque  r/=A;    donc  on  deJuil 
je  rei|uation  prtic^dente 


£,//,p,.. 


2,»,p,,. . 


^tant  indepcTidanl  de  (t.  on  aura  a 
et  qua,  par  suite, 

se  d^duira  de  p  en  remplagant  Pp,t  par  Hf. 

Svpposona  p.  e.  qu'il  s'agit  de  trouver  la  valeur  des  inconnu^^ 

par  la  r^solution  des  ^quations 

"i^i  -f  ^1^1  +  «^1^3  +diX^  =  /f, , 

fljari  +  64X2  +  c^Xa  +  (1»^^,=  H» . 
Dans  ce  cas  n  ^tant  egal  ä  4,  on  aara 

Xk={    Sp.  f/p.P,..*. 
P 
Or  des  ^quations  (1),   (3)  on  d^duit,    en    Demant  simplemenl  /^ 
au  lieu  de  p 


1 


+Pi^[P2.^P^-PmPz>^]  1 

+  Pzfl  I  '^4»a['\»3^2-4 — P90BPlt1k\+Pl>J.P%^P^*^^P^^P^^  - 

+Pft,2[^4*8^1»4"^^l»8^4»4j » 

~"  P^n  {'^»»[^*»3^8>4 — ^8i8'V»4]+^2»2[^8»3'^»4""^l>8'^8>4j 

+  Pl9%[  Pl  >8  '^a»4 — ^«»8  Pi  »4]  I 


6 
P  =  A»l  t  ^«»2[^3»S^4>4"~^3>4^4>3]+^a>8[^3»4^4»»~^8*«^454] 

+^2»4[^8»a'V>8~A»8'^4»J  l 

—  ^1 »« I  ^2»3  [^3  »4'\>1  — ^3>1  ^4*4]+ ^2»4[^3>1  ^4»3 — ^8»3^4>1  J 

+/\»l[^8»3^4»4'"^8»4'^k»8] ) 

+  ^1  »8  { ^»»4[^8»i  '^»a — Pif^P^nli  +  '\»i[^8ia'\>4~~  '^8»4^4»aJ 

+^2»a[^8>4'\>l  ""^8»1  P^y^ ) 

—  ''l>4t  ^2>l[^8»a^^4»3 — p3*BP^y%\'^P2m.Pz9zP^9l"PznP^99^1 

+ ^a»8 [^8 »1  ^4»a"-^8  »a^4»i  ]  I  > 
^^9  suivant  les  ^qiiations  (5),  on  aura 

y=<h  t  ^2[<?8rf4— <^4d8]+*3^4^— «8^4]  +^4^arf3  -<?3«^]  I 

+  «8  i  b4[cid^-c^di]+bi[c^d^'-c^d^]+b2[c^di  -Cj^/J ) 


6 

P  =  «l  t  Ä2[c;3d4-d3C4]+C2[d3A4— 65d4]+rf2[63C4— 0364]  | 

—  61  \c2[d^a^—a^d^+dj^a^c^-'  c^a^]+a2\c^d^'-d^c^  ] 

+  Ci  I  rfa[as*4— ^«4]+«'a[^3<'4— <'3*4]+^2[«^3«4-fl3<^4]  I 

—  «'i  { «a[^3C4— <?8*4]+*a[<^sö4— ^3^4]  +C2[fir3*4— ^304]  t ; 

puis  ön  trouvera  succedsivement  la  valeur  de 

4  4  4       '  4 

^« -^y« Pj»«»i »   '^P4  "p« Pj»«»a »  ^p*"p4Pp*fZ>  ^v*ffpiVptu* 

eD  sobstituapt  dans  la  valeur  de  p    ' 

Tbeil  XII.  25' 


^m 

^ 

^  ^^^^^^ 

O,  ,    Dg.    U-j,    »«.                                                            ^H 

■  iiv"'- 

V 

H' 

6,,fca,  6,.A,.                                          1 

c,.  ri.  r,.  f4. 

H   ou  i 

d,.,/^,d„d,. 

^H     Dqoc  od  auru  (oul  cc 

^^    DOOM  qoen 

oniier  uiie 
vertu  de 

ttpplioation  des  theoröiiios  IV.  et  V.,  rajipeloiii 
ceä  Ih^nremes  oii  u 

V    (7) 

»i^r 

n"?°!^l''-M!"P"'*'''- "'  ^ 

(laus  lesquelles  Am  et  /«.  representeut  <les  nombres  entiere  et 
positifa,  doiit  /n  eoit  detecxain^  par  les  equations 

et  Kp,;,  (Qji.f  se  dednisieiit  de  Pp,«  en  reinpht^aot  /*  par  £,  Q; 
Kf,j,  Qf,q  «;lant  des  fonctigDS  distribuees  par  rapport  ä  p,  q,  dont 
^p,j  8oU  d^termine  par  requation 


(«) 


Si   p.  e.  on  fait 
a»  räduira  ä 


Fi=4,  m=4,  P4=4,  54=4,  la   formule  (7) 


(9)  i4^=:P4,4^M+P«&4.l+PwÄ4«  +  ^MA4„. 


sn 

Or,  pofir  n=4,  requation  (1)  et  Ja  sec^onde.  desi.^uations  (9) 
noent  "    •■**  •"        "  '  '        "    '   ' 

t,    d'apräfi  ce   qui  a  ^fä  dit,    on  eo  d^duit  £Lp,q9  (&p,g  en  rem- 
la^nt  P  fnt  Ky  Q;  en  sörte  qu*0Q  ait 

Ulis  laquelle  il  Taut  substitüer  ä  Kp,q  la  valeur  fournie  par  l*^qua- 

!>n  (8),  savojry 

.■•■-.•  -  ;  I  . .    ■  . 

Faison«,  ppur  plus  de  commodit^, 

PpA9\  =  ^%  »        "P4»ä  =^  ^P4  >      'PI'S  ^^  ^P4  »    ^PO^^^^V*  » 
ÖP4J1^^^P4»      0p4»l?==?P«>     Vp«»9=>V»«»       ÖP4»4*===^P4" 

n  obttendra  par  T^quation  (11)  '' 

t  rikiuation  (10)  doiirrera  ' 


—  (ll2a3+M3+<^2}'84'M3l(^3a2+*3/^2+^3y2+<'3^2)!l     " '  ' 

+  [fli«a+*ii^2+/?iy2+«^i^2] 

^f    t«'2a3  +  *2^8+<?2y8  +  <i24)Wl+Ml+<^3/^ 

\  —  (<ia«fi+öa/?i+C2yi+</A)  (oaCfa+Äa/Ja+Cgys+rfa^a)]/    , 

+  [«i«s+*ift+<«?irj+<^i*3l  .  I 

i     [(fl2ai+Ml  +  Wl+«^2^l)(«3«2+M2+<?3y2+«^^2)    ) 
C  (fl2«2+6a/?a+C«y«+rf2da)(W3ai+68|5i+C3yi  +c{3'i)] »' 

todis  qne  l'equation  (9)  se  rädiiira  a 


25* 


I 


»4-4  =  [ai{*aCi— C9A»)+Ä,  {c,a»— «aP,)  +  c,  (»»ö,— AtOa)! 

X|«iC/Jari-J'i^3)l-Ä{ya''a'-«aJ'9)-l-)'i(<'«?3-Ä'^H 

Ces  deux  valeuTs  de  K«»!  sont  aecesaairciucnt  ejtulea,  et  qai  m 
Voiidralt  doniier  tu  peiue  ilvffectuer  les  ti)))lli)il)catioiis  iiiJii|ii^M 
poitrtait  s'aiteuKr  de  l'iileiititä. 


En  faUaiit  r^S 


=3,  . 


,  ili'dutt  de  \a  fitnuule  (7) 


(«i"i+('i^i+'-,)'i+''.*H''i«i)("i"sf6»A.+<-«r»+''A+««'fl) 

En  Taisant  n  =  3,  »i^3,  ou,  ce  qui  revieat  au  roSnie,  enpo- 
sant  rf,=0,  rfa  =  0>  ^i=0,  *a=0,  e,=0,  ^i=0,  ii=0,  i,=0 
«liina  Ja  precedente,  on   trouvera 

(o,a,  +  6,j9,  +  Cij-,)  (oao,  +  6j(Jj  +  caj-a) 

+  («io«-'hCa)()'i«ii— "ijpj), 

equation  qu'on   pourra  aisenient  väriGer,    et  dont  od  a  d^jä  sou- 
vent  prolite. 

Nous  terniinerftn.»  ce»  applications  en  indiquant  comment  les 
resultats  acquis  conduisent  aux  fonnule«  foDdamentales  de  la  po- 
lygonomrilrie  a  degr^  quelconque. 


Posona 
(12) 


0«.t^£,„P„,,^  (?..,, 


m 


m       m 


(13)     ^        *  ^ 


m        m 


l*F.f=»*V^M'Ö«'*» 


faütons 


(14)  Ap,p  =  l,  Bp;f,=:l, 

et  '-    ■    •  .-•:■■•  •        :  . 

(15)  Z>M=0, 

lorsque  A  et  A   repr^senleot  des    noralirei  distiiicts.    Alors,    cn 
vtftu  du  thäor^me  IV.,  les  fonctions 

m  m 

m  »A 

fieront  des  fonctions  distribuees  par  rapport  k  p,  q,   et,    sulvant 
les  öqaations  (13),  on  aura 

m  iR  m  m 

(16)  •^Ff«=^9>P^   ^Pf9^^^9fP' 

De  plus  81  les  fonctions 

•4-1         mm 
ii-fi        na  m 


n+  im 

»e  dednisent  de  p  et  Pp,,  en  subatituant  A,    B  k  P,    en  sorte 
qii*on  alt 

^P»« = Ppf9 »  2tp»«  =  -^Pm  ^'»»  ^i*»!  » 
1  I      '  ii»4-l  m       m 

«n  aora  encore,  suivant  le  th^reme  IV., 

n  HR 

(18)  ' 


'*p.r=*.<Op.*.<'^^«. 


Or^  en  resolvant  requation  (12)  par  rapport  a  Q,  pmak  ,P  par  la 
B^Uiode  exposee«  on  troiivera 


"p'<Bi.,=i,.«,„.Pp.,».^ 

1 

"(ii'/'„,i,  =  i,.o„.,.i,„i; 

1 

et,  [>ui8que.  Keliin  Tiiqualjon  (15), 

i 

Ow=i). 

lorsquc  b   el  1;  tP[tri^<;nteat  des  nnmbres  (listiiicl«, 
iluil  ü 

■p'e.,»=Ä.i  p»,.. 

"l!l'J'...=  0.,,in..,i; 

...t  .-i^ 

doli 

" 

p.,.  =  Äi«.,-. 

'»"■"                                 Ö...  =  E,I'.,». 
ayaiit  (ait,  [>our  almjger. 

(19)                 i.  =  j|;-,     Ä.=^- 

■■^. 

Donc  les  ^qiialions  (18)  se  r^duiront 

.äp,j=  JSi^  Ap  A,  Öf,i,  Öj,t„. 

»p,e=-2t„Bp'B,A,)r„A.*„; 
ou,  en  observant  que  Ap,   Af,  Bp,  B,  ne  contieoneDt  pao  Ab, 

ap,j=ApA,2;t^Qp.i„4.*„. 
»p,,=BpB,i*/p,*/,,t^; 
OQ  enfin,   eo  egard  aux  equations  (13), 


(20) 


iJlp,g^Ap  Af /fp,f  f 
n  'k     11     B 

•Bpr(^  Bp  Bf  lIp,«  • 


Reniarqanns  erivmei  qa'flii  rertii  des  eqmfiotui  (14),   on  d 
(tuit  des  precMentes 


-^ 


n  .         n     n  .       n     'i 


..  I, 


et'  qta'e  'fles  äquätfons  (19)  on  tire 


,<.i 


1    !(22).        .::5 

B 


n     ■      Tt4- l    ^ 

A„  _  p  . 


w 


t  i'i-      .•     i    ;     •      .  •     .  Ä  -•    r-TXi':       -     :•■••«•--  -.f..   ,. 


eo  Sorte  qu  on  ait 


■  .  •  1  ...  »      •      .       *  .  ..      '  ■       •  .  .  „m!    .j'  • 

n  n 


..  i 


Bm         Bk 


Si  msMPtenaQt  oq  o^serve  que,  par;j54iit^  des  äqiuitioDS  (17) 
et  (äl),..3,  A  s^ront  des . fooctlons  de  ^»  et  ^,  B  des  fonctiong 
de  B,    les  öquations  (20)   exprimeront  des  relations  entre  A  et 


:.,      .   .  j 


B,  qui  representeront  les  formüles  fondaittfe^ntales  de;/i«  polygo- 
Dom^trie  a  degre  quelconque,  äuxquelles  op^ourra  joindre  l'äqua- 
tion  (23)..  T 

Si  p.  e.  on  pose  n  =  4,  il  viendra 

^i»»«  =  ( — 1)^+'  t  -^p+l  >  7+1  L^P+«  '  7+a  ^+a  *  9+3~-^P+«*f +3  ^P+3  >  9+2  ] 

4  v4'  1  -     4    .    •  4  4  - 

+  -^P+l  >  «+2  [-^P+2  >  ff+8  -^P+S  »  9+l~^P+a » «+1  -^P-IS  >  '    »  ] 

'•     ■•       •  ' "'     *.  ■     -.1  ,■-.■.)•       •     ••    !    !•♦ 

+  -^P4  l  J  7+3  Mp+a>5+l  -^P+3  >  J+«~'^P+2»7+a  -^P+SJff+l])» 

•    a      ■  '        ■.■•".  -^        •:.!./  •;•.•' 

d'ou  l*on  deduit  Jbp.g  erv  substituant  B  h  A,  En  vertu  des  equa- 
tions  (14),  (l6),  (21)'  on  ^ufa  p^r  suite     ü  »        v    •    .  '    • 

*•'•'■*■ 

tApP=l  —  |.4p+i  ,p+al*—  t^P+«»P+3!*  -Mp+3»p+i)^ 

r  4*-:-4  4 

+  2  Ap^i ,  p+2  -^p+2 » p+s  -^p+a » p+i  f 

(fepi«=l-.|lfp4,  ,p+aP-t&i»+2»P+8i*-li^P+3,P+il'  ^ 

*    i'-      -  +.2Äf4^l*p+i|iPp+2>P+8  Äp+3  »  P+1  • 

Puis  1  equation  (23)  domter^: 


Aj       A2      A3      A4 

£1  -   Bf     B^\   B4 /. 


.1 


et  dea  ^qufttinne  (20)  on  d^duit  eiilre  üutres 

d'ou,  en  e£;ard  aiix  tfquations  (14),  (16) 

On  trouvera  de  ta  in^me  inaniäre  les  aulras  relalions. 
Prenons  encore  n^3.    Dana  ce  cas  on  aura 

i'oii  Ton  deduit,  en  ayant  ^gard  aux  ^qnations  (1-1),   (16),  (31). 

Puis  l'^quatioi)  (23)  conduit  ä  I^^h 

B,        ^2  ~  ßa  ' 

«t  les  ^quationa  (20)  se  t^duiaent  k 

SpB,jp,,=  ^41,^1  ^-fa>t+B~0p+iit^ÄH-a,f4i. 
En  particulier  od  aura 

Ai  A^Bi^^^A^^^^—A^ti , 


(24) 


VAp1«=1- 
^|Bp|«=I- 


£„2=^3^„  — BiB,.äi,,. 

Si  maintenant  on  pose 


ITT 

B^^^z-^eoB A p  1^,1=— C08Ä,  Si^:^  —  cosC, 

«>  b,  Ct  A,  Bf  C  ^tant  des  angles  qui  ne  surpasseiit  pas  deux 
uigleB  droits,  a,  b,  c  peuvent  itre  censäs  repr^senter  Jes  cot^ 
fvD  triaagle  sph^rique  dont  A,  B,  Csont  les  angles  sph^riqaes 
oppos^.    Alors  aussi  les  ^qoations  (24)  condaisent  ä 

Ai^sina»  A^szsinb,  As^sinc; 
Bj=sm^,  ^=:siiiiB,  B3=sinC; 

■ 

et  les  ^qaations  (25)  et  (20)  jse  rMitteot  k 


sina      sin  A  .  si9C 


;    .? 


B\nA     amB     sioC* 

cos  c^c:  cos  a  cos  6 -f  sii^  <i  '''■d  &  cos  Cf 
•^  cps  Cs=  co»A  coaB — sin^  siai?  cos  c , 


^atioDS  qniy  comme  il  fallai^  formsDt  les  formales  fondamentales 
de  Ja  trigonom^trie  sph^rique. 

lio'n  de  penser  que  ce  aujet  est  ^puisö  par  le  prec^dent,  je 
croia  plotdt  qu'on  arrivera  ä  des  fonnules  remaruuaDles,  eo  lais- 
<*Qt  Tarier  les  ^oantit^s,  Pour  le  moroent  il  sufflra  d*av6ir  indi- 
Vi6   cette  eitensioD. 


I 
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Räamliche  Terbältoisse  der  Flächen 
des  zweiten  Grades  mit  Bfittelpaniit. 

Herrn  Professor  Dr.  T.  Franke 

iiiLU'der   tecbnischcn   Uitdua''MniluU    zu   Dresden. 


Bedeuten  ««',  W/,  cc'  (TaT.  X.  Fit;.  1)  irgend  drei  corijugirtt^ 
und  «war  aa' ,  hd'  dir:  reelli?»,  rr'  den  imaginäreti  l>urch(ues«ff, 
Diid  m  den  Mittelpunkt  eines  einliicheii  Hy|ierbiili)ides  S.  so  i»[ 
bekaunt. 

1)  dass  die  Durchmesser-Ebene  der  an'  und  bli'  die  Fläche 
S  in  einer  Ellipse  £  schneidet,  deren  irgend  zwei  connigirte 
Durchmesser  mit  der  cc'  drei  conju|;irte  Durchmesser  der  Fläche 
bilden,  -  diese  Ellipse  E  heisse  K~eh  l-E  llipse  — , 

2)  dasa  alle  Ebenen,  welche  zur  Durchraesner- Ebene  d«r  aa' 
und  bb'  parallel  liegen,  der  Flache  5  in  EUipden  begesaen,  die 
der  Kehl  Ellipse  £  ähnlich  sind,  deren  Mittelpunkte  in  die  cc* 
fallen  und  deren  zugeordnete  Durchmesser  -  Paare  in  constantem 
Verhältnisse  stehen,  wennn  die  einen  parallel  zu  den  andern 
li,g,n, 

3)  dass  alle  durch  den  imaginären  Durchmesser  cc'  .geleeten 
Ebenen  die  Fläche  S  in  Hyperbeln  schneiden,  welche  die  cc  als 
imaginären  Durchmesser  der  Länge  und  Lage  nach  geniein  haben, 
deren  zugeordnete  reelle  Durchmesser  aber  mit  den  Durchmes- 
sern der  Ellipse  E  zusammen  fallen, 

4)  dass  alle  Ebenen,  welche  zur  Ebene  der  aa'  und  cc',  oder 
der  bb'  und  rc'  parallel  liegen  und  der  Kehl-Ellipse  £  begegneo, 
die  Fläche  >S  wieder  in  Hyperbeln  schneiden,  welche  unter  sich 
und  der  Hyperbel  der  aa'  und  cc',  oder  bezüglich  der  66'  und  cc' 
ähnlich  sind,  deren  Mittelpunkte  in  die  bb',  oder  bezflglich  in  die 
aa'  fallen,  und  deren  conjugirte  Durchmesser-Paare  in  cunstantem 
Verhältnisse  stehen,  ivenn  nie  einen  parallel  zu  den  andern  liegen. 


3f% 

ä)  daäS  zwei  jener  ähnlichen  Elli|iäcii  ud«r  dieser  ithultvlie 
Hyperbeln  gleich  i;roHs  uind ,  Menn  ihre  |i:irullelen  Ebeuen  von 
Mill«lpunktu   M  der  Flüche  |;leich  weit  uhstebci). 

Diese  Sülze,  soivie  die  Wahrheiten  ühethaupl,  »ekhe  uuC 
die  sQgenuniiten  FIticheii  des  zweiten  Grades  ^iuh  ije/ieheti,  i;ebeA 
aus  den  BetrachUiiigeii  dar  dtuicrinliven  (icutuelrie  bervur,  ßtitwe4 
der  mit  Hülfe  der  cyliTidriiicben  Traiu«rorniutioii,  wieUlivi«r  in 
seinem  Cuurs  de^^^^oiu^tiis  dcsqiipitiv«  iuchj^«w lesen  ha^ 
oder  mit  einziger  HüHe  des  gemeliifianiun  ItcgriffeH  der  Eiitste- 
bnag  dieser  Flächen,  oder  der  Etgoiiedhuflen  di-a  ivitid8i:hturen 
Vr«r»cke8,  wie  wir  ku  «einer  Zeit  naL-fizuweisB»  und  zuifleicb  HeB 
beleg  dul'ür  beiiubrin^en  gedeuken,  da»s  die  AlüUiode  dur  deiacn{i> 
tiveii  lieümetrie  in  Hüaksicht  auf  die  Eiriruchheit  der  Mittel,  auf 
die  Leichtigkeit  in  der  Darstellung  und  selbst  die  AllgenieiabeU 
der  Resultate  mit  der  jMethude  der  analytiiscben  Geonietiie  in  die' 
Schranken  xu  treten  vermag,  wenn  es  gilt,  die  Lugen- Verhält- 
nisse scomctrisrber  Gebilde  zu  uiitersucben-  Für  jetzt  einiec 
metrisc^te  Beziehungen  der  Flächen  des  zweiten  (^r.-ules  mit  AlTr- 
telminkt,  welche  auf  obige  Eigensebafteo  de»  einfaclicD  Hyftit^ 
bololdes  sich  stQtzen.  '-'' 

Es  sei  (Taf.  X.  Flg.  I.)  im  einfachen  Hyperboloide  S  nilf 
0  die  Hyperbel  der  oonjugirten  Durchmii'<-s«r  au',  ec',  und  mit 
H'  ertio  aur  Ebene  der  //'  parallele  Hyperbel  bezeichnet,  derett 
eonjugirle  DurchiubHfisr  aa',  yy'  zu  den  DurchmeaHäru  an',  ec'  d«« 
H  bezüglich  parallel  liesen:  so  lolgt  aus  den  Eigenscbatten  dtt 
Kefal-Ellipse  £,  da>«s 


r  Aehrilicbl<cit  der  Hy|)erije!n  //  und  //',  das« 


"i^=yi'-  :^.,' 


Vmis  den  xwei  Werthcn 


yiA.   ' 


bin 


an  ,  (la*s 


„^   _..  ,  r   Rlr  jede  zur  // narallele  H^ 

ivelchen  Tunkt  dei;  bb'  auch  derMlIteljmnkt  (tdöt-    , 


Diese  Beziehung   gilt   offenb: 

«ET  /y,  in     "    "^   ■  ■  ■ 

^n/alle, 
zeigt,    di 


.    Millel|iurikt  zwischen  ft  und  Ä'  lie 

Eiidpnnktü    j-   und  /  des  imaginären  DgrcH- 


ineKsers  vV  •■«'  Üyi>erbel    //'  einer  Elliiise  ztigehilFen,    und  dasX 

dalier  die  EndpuAte  der  imasinaren  Durcbm  esser  aU«|   < 

derjenigen  Uvjierbehj.  uölcl.e   zur  UyperHel   //  pftratj  ; 


lel  sind,  nrid  d 
Ellipae  liegen. 
VMrtWB«*^f  bEdeH,ten. 


wei  cnnjugirte 
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l>ie  in  (ileiiliung  3)  uncrcxeiiite  Eigenschaft  gtll  für  jedes! 
stcm  vopi  llv|>erli<^lii.  Heren  Ebenen  zur  rc'  und  £UE;)i<irl)  EU  ir|!4 
Hinein  UurufiniCNser  iler  Kehl-EÜüfise  £  iiarallel  litten,  weil 
jeilo  Noiche  Hvfx^rbi'l  die  in  (;ii:ichnn^'  I)  und  ■>)  bemerktea  1 
niehun^en  a,ii\iiK  bleiben.  Die  Etidpunkle  i(er  iinapnSrcii  Dan 
n)C9(^«T  aller  Hy|itir)ieln  de»  cinliichen  Hyperboloid««  S,  im 
Ebenen  zitin  iniasinaren  Durchmesser  ec'  dieser  FlJlche  parw 
liefen,  bildea  sonach  eine  neue  KISche  S',  auT  iFvlcbe  folg«i 
Eigenschal'IeD  von  der  Fläche  •$  Hk-h  übertragen: 


durch  ec'  gelegt  werden,  betfe^ 
die  in  m  ihren  gerne  ins  amen  Mitt 
lui-h    der    Mittelpunkt    dieser   FÜ 

neli-ho  diircli  m  geht,    e 

I  m  halbirt  nird. 


1)  Alle  Ebenen,    >ve 
der  FIHi'he   S'   in  Ellip: 
|>UTikt   haben;     es   ist    m  snnui-h    de 
«elbiit,  weil  Jede   Setine  derselipen, 
jener  EUipäeu  zugehjirl,  und  duher  ■: 

2)  der  Durchiuesser  ci:'  halbirt  jede  Seltne  d»r  Fläuli« 
\ictche  zur  Ebene  der  Elli|iHe  £  parnllel  liegt,  und  dcni  Hui 
mesaer  cc'  begegnet,  eben  so  halbirt  diese  Ebene  alle  zur 
parallelen  Sehnen  der  Flache;  es  sind  daher  die  cntgugirten  Ulli 
messer  na'.  66',  cc'  des  Hyperboloides,  oder  irgend  juvei  c« 
girte  Durchmesser  der  Keh'l-Elliiise  E,  und  xugteich  cc'  ebenfi 
conjugirte  Durchmesser  der  Fläche  S'. 

3)  Die  Fläche   S'  entsteht  durch    eine    Ellipse,    welch« 
einen    ihrer  Durchmesser  cv'  sich    dergestalt  dreht,    daes  der 
en'  coniugirte  Durchmesser  6b'  immer,  in  einer  Ebene  lileibt,  il 
die  Enupunkle  6,&'  desselben  eine  Ellipse  beschreiben, 

4)  Jede  Ellinse,  >velcher  der  Durchmesser  rc'  sugehCrti  tl 
das   Hyperboloid    S   nur  in    zwei  Punkten,    nämlich    in  den 

E unkten    des   zu  cc'   zugeordneten    Durchmesi<ers;     die   Flaclw 
eruhrt  sonach  die  Fläche  >S  In  der  Kehl-Ellipse  £. 

Diese  Cigenschaßen  xeigen  deutlich,  dass  die  Flache 
ein  EllipsDid  ist,  welches  mit  dem  Hyperboloid  S  d 
conjugirten  Durchmesset  an',  66',  cc'  gemein  hat,  ui 
dasselbe  in  der  Kchl-ElUpae  £  berührt 

Legen  wir  nun  an  eine  der  in  der  cc'  sich  begegnenden  ] 
lipaen,  z.  B.  an  ar.a',  eine  Berührungs-Gerade,  welche  zum  1>an 
messer  cc'  parallel  taufe,  so  wird  diese  Gerade  Aa  oder  A^ 
die  Ellipse  im  Endpunkte  a  oder  a'  desjenigen  Durchmessers  4 
berühren,  welcher  zu  cc'  zugeordnet  ist.  Die  Geraden  Aa  ui 
A'a'  aber  werden  auch  die  Hyperbel  Ü,  welcher  die  rc'  als  in 
ginärer  Durchmesser  zugehürt.  in  den  Punkten  a  und  a'  berO 
ren,  weil  die  Tangenten  an  den  Endpunkten  eines  reellen  Dun 
messere  zum  zugeordneten  imaginfiren  Durchmesser  parallel  li^i 
Diese  Eigenschaft  bleibt  den  Berfihrungs-Geraden  Aa  unc)  ^ 
weichem  "Durchmesser  an'  der  Ellipse  £  auch  die  Punkte  aü'  \ 
Endpunkte  zugehüren.  Alle  diese  parallelen  Berfifarungs ' Gerat) 
bilden  sonach  eine  rylindriscbe  FlKcne  F,  welche  das  HyperboU 
und  das  Ellipsoid  zugleich  berührt.    Man   erhält  daher  den  Sal 

Die  Cylinder-FUch«  F,  deren  Leit-Cnrve  mit  d 
Kebl-E11ip«e  £  und  deren  Achse  mit  dem  DarchmeBll 


zuKuminenriillt,  lieriihtt  lUs  eiiiTRchG  Hyperboloid  S 
und  zugleich  das  E[|i|isoid  S'    in  der  KehM^llipse  £. 

Die  Asymptote»  mA  und  mA'  der  Hyperbel  //  schneiden  die 
BerühningB- Geraden  uA  und  a'A'  in  zwei  Punkten  A  und  /!', 
deren  Verhindun^s- Gerade  AA'  parallel  zur  aa'  liegt,  von  dem 
imsginüren  Durchmesser  rc'  im  Punkte  c  halltirt  tind  von  der  EU 
itpse  aca'  In  demselben  Punkte  c  berührt  wird,  neu  dieie  Anym- 

E taten  mA  und  »i.4'  die  Diagonalen  desjenisen  Parat lelosrnnimed 
ilden,  dessen  zum  Dnrchmesser  cc'  parallelen  Seiteu'die  Hy- 
perbel oder  Ellipse  in  den  Endpunkten  des  zutjeordneten  Durch' 
uiessers  au'  berühren,  imd  de^isen  beiden  undern  Seilen  parallel 
zuni  Durchmesser  aa'  durch  die  Endpunkte  des  Durchmessers  rc' 
Ituifen-  Offenbar  kommt  aber  diese  Eigenschaft  der  Asymiitoteij 
und  der  su[;eh5rigen  Herührun^s- Geraden  allen  Hyperliefn  zu, 
welche  die  cc'  als  imaginSren  Durchmesser  cemein  haben,  wie 
auch  der  i^ugeordnete  Durchniesser  aa'  in  der  Kehl  Ellijise  £ 
lief;».  Die  Asymptoten  aber  aller  der  Hyperbeln,  deren  Ebenen 
indem  gemeintianien  Durchtnesser  cc'  sich  begeffnen,  Idlden  den 
Asymptoten  -  Kegel  F'  des  Hypeiboloides  ,$,  alle  Verbindungs- 
Geraden  AA'  über  eine  zur  Ebene  der  £  parallele  Ebene,  trelvhe 
das  Ellipsoid  S  im  Punkte  c  berührt,  und  die  Endtiunkle  aller 
Verbindungs-Geraden  AA'  eine  Ellipse  £',  »elcfae  der  Kehi-EIUpse 
£  identisch  ist.     Daher  der  Satz: 

Der   Asymploten-Kezel    F"    des    einfachen    Hvpe 
bolnides    S    schneidet    die    Cvlinder-FUehe  /*  in  ein< 
E  parallel 


r  Kehl-Ellip. 

£.-,  deren  Ebene  (la 

nieen  Durchmesser: 

Ellipse  £  xugeord 

Diese  Eigenschaften  der  \ 
einer  merknürdignu  Itezichang, 
Inhalten  derselben  statt  ßndet. 


.id  S'  i 
rührt,  V 


dentiechen  Ellips 
Endpunkten-  de^je 
Ich  er  der  Ebene  de 


ier  eenannten  Fliehen  luhreii  zn 
weiche  zwischen  den  rüumlichvn 
Bezeichnen  wir  nemlich  mit  K 
den  Inhalt  des  Asymptoten-Kegels  zwischen  seinem  Scheitel  m 
nnd  der  Eltipse  £'1  mit  E  den  Inhalt  des  halben  Ellipsoides  zwi^ 
sehen  der  Kehl -Ellipse  £  und  der  Oerührunss-Ebene  desselben, 
10  welcher  die  Ellipse  £'  lief;t,  mit  C  und  H  Heu  Inhalt  bezüg- 
lich des  Cyltnders  und  des  eiruachen  Hyperboloides  zwischen  den- 
selben Grenz-Ebenen.  so  das«  diese  vier  Kömer  dieselbe  Hohe, 
die  Entfernung  der  parallelen  Ebenen  der  Ellipsen  E  und  £'i 
haben,  nnd  die  Seitenflächen  der  letztern  drei  in  der  Kehl-Ellipsa 
£  sich  berühren:  so  ist  zunKchst  klar,  dass  eine  Ebene  P,  wel> 
ch6  zwischen  den  Ebenen  der  £  und  £'  nnd  parüllel  zu  diesen 
Ebenen  durchgeführt  wird,  die  genannten  Flüchen  in  ähnliche» 
oder  ähnlich  liegen  den  Ellipsen  schneidet,  weil  jede  dercelbea 
zur  Kehl -Ellipse  £  oder  /.nr  Ellipse  £'  Hhnlirh  ist  und  ,'ihnlicli 
liegt.  Ist  mm  (Taf.  X.  ¥is.  I.)  A/i^  der  Schnitt,  den  die  Ebene 
P  mit  der  Durchmesser -Ebene  an',  cc'  macht,  sind  k»,  en.  tn, 
Jin  die  Halbmesser  der  Ellipsen  der  Ebene  P.  welcbe  der  Reih« 
nach  im  Kesel,  im  Ellipsoid,  im  Cylinder,  im  Hyperboloid  und 
tngleich  in  der  Durchmesser- Ebene  an',  ce'  liefen,  und  werden 
der  Kürze  wegen  die  Halbmesser  An.  en,  nt.  Im  der  Reihe  mich 
VÜ  4b>i«*  <!>  «.-•svrif  Bitt  A't  a'  c*,  k'  die  conjogirten  UalbneHen 


)  dass  nii8  <ler  Gleichung  lur  c,  k  uoil  e  ilic  Relation 


ideh  ergieht.  Von  diesen  Prodact«»  der  confu^en  Halbiaessei 
Tind  von  dem  Cnnjiigalioas-Winkel  et  d^Baibe»  bnn^  »n»e[  npd 
allein  der  Tnli.nit  der  ElliiiNcn  ab;  weil  alnr  diesor  CoiiiiiPntions- 
Wihkel  «  i.i  je.i.-r  der  vier  Elli|isen  derselbe  bleilit,  so  entsieht 
(fSs  diese  Inhalte  aus  tileichung  4j 


5) 


~kk'itB\aa-\-ee'ntAnti, 


(t.  h.  die  Ellipsen  im  Asymptoten-Ke'f'el  un4  im  EIllp- 
Boid  sind  susammen  derElfipse  im  €j'Hflder  gtelch. 

Theilt  man  nun  in^  LSnge  cm  in  ngieictip  Theile,  nmt'lqt 
durch  ^eden  Tfacitpunkt  »ine  Ebene  piuallel  aur  Eberie  P,  '  ai 
wird  diese  Beztehunff  xwiscben  den  drei  Ellipsen  jeder  Sckaitt- 
Ebene  ^i'lltig  bleiben,  selbst  nncb,  nie  man  leicht  erkennt,  iÜr 
die  Ellipsen  der  Grenz  punkte  c  und  m.  Dadorth  aber  aetlegtinM 
den  Asymptoten-Kegef,  da»  halbe  EHipsoid  und  de*  C^lioder  b 
R  Elemente,  di«  urasii  genauer  ds  Cylindet  vud  kieioer,  diei 
gleicher  Hube  gelten  werden,  je  grosser  die Tiieitzahl  n  angenoto- 
men  ivird.  Für  drei  dieser  elementaren  Cylinder,  diti  Kwriechen 
irgend  zwei  benachbarten  The'il'Ebenen'liegen,  bleibt  sdriach  die 
Beziehung  der  (ileichung  5)  nnch  wihr,  so'dass  der  Cytinder  im 
Asvinptoteii-Kegel  K.  und  im  EHipsoid  E  ausammbn  so  gross  sind, 
als' der  Cylinder  imCylinder  O.  Aus  der  SuniRie  Aer  iCviibdCT, 
welche  die  benachbarten  Yfa eil  -  Ebenen  in>  jddem  der  drei  KSrpM 
abschneiden,  besteht  aber  die  Masie  jedes 'dersHben,<  oM  ireil 
die  Anzahl  der  Theil-Ebenen,  sonacb  der  Tbell-CyliDder  derZiH 
n  gleicb  ist,  so  Irfigt  sich  das  (üeaetz  VomdeD  TheU-CyUiulwh  liif 
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die  Summe  derseihen,  d.  i.  auf  die  Masseii  der  drei  Kurper  über, 
eo  daes 

6>.        «'  C=K  +  E 

oder    der  .Cylinder  C  sojctoss  ist,    als  der  Asymptoten-Kegel  K 
mid'  da9.'  b'älL^  Eüipsoid  £.     Weil  liun^  wie  bekannt, 


•o  folgt 


K  —  gC. 


E=:jC, 


das  yolle  Ellipsoid  ist  sonaeh  rv  desGylinders,  dessen 

parallele   Grundflächen  und  dessen   Mantelfläche  das 
Ellipsoid  berühren. 

Deshalb  besteht  zwischen  dem  Asymptoten  •  Kesel  K,  dem 
halben  Ellipsoid  £  und  dem  Berfihrungs- Cylinder  C  dies  Ver- 
b&ltniäs: 


I II . 


7).'  K:E:C=1:2:3. 


I  '    •  k,        > 


*  ''l'ilr/die  silm  Durchmesser  ec'  parallelen  Ordinaten  e&y  Apdek* 
"  Ä  hat 


EMfpse  ffeä''.iind  der  Hyperbel  H  hat  man 

'      *   1  i  "i  '  •   ■         .■      ■  ■     ■         ■   • 

2 

—2     cm    / — -4__ — a\ 

am 
-2 


hp  =  •=r-  Kpm  -^am  )  > 


am^ 


önd  weil  hp  und  eq  gleiche  Länge  haben , 

- .  ■.  • 

fwn*  +  öw?  =  2  aw? » 

•       •  •         •       I 

od^  zofclge  der  oben  eingeführten  Bezeichnung 

Weil  ajber  die  Verhältnisse 

h      e      c 

ghrfch  sind,  so  geht  die  letzte  Gleichung  in 

Ä*'  +  «e'=2ee' 

fHü^,  BO  dass  zwischen  den  Flächen  der  Ellipsen  im  Hjrperboloid, 
Ellipsoid  und  Cylinder  die  Beziehung  statt  undet 


ein  EIMndoUlvniigleitltenuit 
leiiDurcbmesseniineinerKE 
Aes  Hyperboloides  <)op|ielt  i 
eoides,  wenn  die  GrundflSchen 
Kefal-EUiiiiiepafalUllie^ 


I  der  dee  Ellip- 
se Hyperboloides  xit 
asElliiisoidberAbrek 


Niidisideiii 
6)  un.l  y)  KU  d. 

10) 


Bemerkiir 


K:E:C:H  =  1:3:3:4. 


Aus  dieser  einTatrhen  Relation  oder  auch  aus  Gleichung  7) 
fliesst  der  bekannte  Lehrsatz  des  Archimedes  von  Kegel,  Kiw« 
und  Cylinder,  itenn  die  drei  conjut;irten  Durchmesser  des  ElUp- 
snide»'  in  die  drei  Achsen  ,  und  zwar  in  gleich  grosse  Achsen, 
sonach  das  ElUpsoid  in  eine  Kugel.  Cylinder  und  Kegel  aber  be- 
züglich in  den  geraden  Kreia -Cylinder  und  Kreis-Kegel  flbergebaB. 
In  diesem  Falle  geben  all«  Ebenen,  durch  die  tmaginfire  Achse 
cc'  des  Hyperboloides  gefuhrt,  gleiche,  und  alle  Ebenen,  pa- 
rallel  2u  diei-er  Achse  gelegt,  ähnliche  gleichseitige 
Hyperbeln. 

Die  in  10)  ausgesprochene  Wahrheit  gewährt  eine  reiche 
Ausbeute.  Nur  einige  Folgerungen  davon,  die  des  Beweises 
kaum  bedürfen,  trollen  wir  anfiahren. 

1)  Alle  Kci;el  haben  gleichen  Inhalt,  deren  Scheitel  im  Mit- 
telpunkte  eines  Ellipsoides  liegen,  deren  Grundflächen  dieses  Ellip' 
soid  berühren,  zu  derjenigen  Durchmesser-Ebene  parallel  liegen, 
welche  dem  Durchmesser  des  Berührungspunktes  conjugirt  ist, 
und  an  Gestalt  und  GrUsse  der  Ellipse  diesem  Durch messer-Ebene 
gleich  sind. 
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2)  AU»  Cylioder  schliesseB  gleichen  Inhalt  ein,  wenn  ihre 
undflächen  und  Mantelflächen  dasselbe  oder  ein  gleich  grosses 
lipsoid  berühren. 

3)  Alle  Hyperboloide,  deren  Mantelflächen  und  Grundflächen 
«Belbe  oder  ein  gleich  grosses  Ellipsoid  berühren,  haben  ^lei* 
•o  Inhalt,  wenn  sie  mit  dem  Ellipsoid  dieselben  conjugirteu 
irchniesser  nach  Lage  und  Grösse  gemein  haben. 

Auch  fährt  die  Gleichung  10)  zu  einer  Beziehung  eiu&cher 
jTperboloide,  welche  in  derselben  Kehl -Ellipse  sich  berühren, 
icl  deren  imaginäre  conjuG^rte  Durcbipesser  auf  einander  fallen. 
edeaten  nämlich  U  und  Ü*  zwei  einfache  Hyperboloide ,  welche 
snselhen  Mittelpunkt  m,  dieselben  reellen  Durchmesser  eemein 
iben,  und  deren  conjugirte  imaginäre  Durchmesser  (Taf.  X. 
ig  1.)  Ci/  und  dd'  auf  einander  fallen;  bezeichnen  ferner  Hund 
.die  Hyperbeln,  welche  die  Durchmesser -Ebene  der  am',  cc* 
Beglich  in  den  Hyperboloiden  H  und  H'  abschneidet:  so  wer- 
ID  die  Berührungs -Geraden  an  den  Endpunkten  a  und  a'  des 
tirchmessers  aa'  für  die  eine  oder  die  andere  dieser  beiden 
[yperbeln  zu  cc'  und  bezüglich  dd'  parallel  sein ,  folglich  je  zwei 
of  einander  fallen.  Beide  Hyperbeln  H  und  H'  berühren  sich 
onach  in  den  Endpunkten  des  gemeinsamen  Durchmessers  aa'. 
Kesdbe  Schlussfolge  wird  aber  für  jedes  Hyperbel-Paar  statt  fin- 
«n,  welche  eine  durch  cc'  gelegte  Ebene  in  beiden  Flächen  ab- 
cbneidet,  so  dass  diese  Flächen  in  der  gemeinsamen  Kehl-Ellipse 
S  sich  berühren.  Hieraus  folgt  zugleich ,  dass  jede  zur  Kehl-El- 
ine  E  parallele  Ebene  P  den  Hyperboloiden  H  und  H'  in  zwei 
kmlichen  Ellipsen  begegnet.  Es  liege  nun  diese  Ebene  P  zwi- 
cken der  Kehl-£Hipse  und  der  Ebene  der  Ellipse  E',  deren  Mit- 
Blpinkt  auf  c  föllt,  und  treffe  die  Hyperbel  Jf  in  den  Punkten 
und  v';  so  gilt  die  Gleichung 

11)  7n^=^(a;i?i^dik*)' 

dm 
etzt    man    aber    in    dieselbe     5- cm*  statt  dm  ,  oder  --^    statt 

■I  ein,  Tertauscht  am  mit  «i,  —.nm  mit  kn,   und    bezeichnet 

lan  tm  mit  V ,  zn  mit  z  und  ibt  mit  A: ,  wie  bereits  in  Gleichung  4) 
eschah,  so  entsteht 

Ad  wenn  man  die  zu  v ,  A ,  z  conjueirten  Durchmesser  bezüglich 
lit  e',  k',  7!  benennt,  und  erwägt,  dass 


0  gewinnt  man  die  Beziehung 

e«'=a8r*'  +  zz', 
Tb«!  XII. 
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QHtl  deshalb  Für  die  FlKrheti  der  EUipscn  die  Cleirliimg: 


12) 


=2/A'«Bi 


wenn  a  d«ri  Winhel  der  conjugirten  Durchmesser  2e  und  äv*«  Si 
nnd  '2A'.  3i  und  ^i',  bezeichnet.  Es  i«l  snnach  die  Ellipse  in 
HypeTbnh>ule  H'  s»  gr-ms,  als  di«  Ellifise  im  Cylin- 
der  C  und  die  doppelte  Ellipse  im  AsyniploteD- KegelK 
des  HypeTboloiJea  II. 

Für  die  Ellipsen  der  Ebene  P,  »enn  diese  in  die  Ebene  dH 
Elilptie  £'  fallt,  ergiebt  eich,  das«  die  Ellipse  den  HyperboMim 
W  dreimal  «o  ßroes  ist,  da  die  Ellipse  des  AMymptoten-KegeU  K. 
weil  die  Ellipse  des  Cylinders  iidiI  des  Kegela  in  dieser  £Jtt» 
gleich  sind. 

Werden  nun  an  die  Gleichung  12)  wnd  an  die  drei  KSrp» 
H',  K,  C,  welchen  die  drei  Ellipsen  aneehKren,  dieaelben  SchlftuB 
irgelehnt,  welche  auf  die  Ellipsen  der  Kleichung  0)  und  die  t» 
gefaarigen  KOrper  C,  K,  E  f;egri'<ndct  vrurden,  so  erhält  niBn 


13) 


iH'=2K  +  C  und 
Ih'=5K 


and  deshalb  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  10} 

14)  K:E:C;H:H'  =  1:2:3:<:S. 

Der    erste    Blick    auf    die    in    II)    nnd     13) „. 

8.1tze  Misl  eine  allgemeine  Beziehuni;  zwischen  den  einüiclKn 
flyperbolmden.  die  von  d^rsellten  KehlEllipse  E  und  der  dnrti 
c  "gelegten,  zur  E  parallelen  Eltene  beprenzt  werden.  Denn  vei" 
lauscht  man  den  imaginären  Hnibmesser  ilnt  des  Hyperboloides 
H'  nach  und  nach  mit  den  Werlhen 


V"2  '     ^Z'   Vi    V« 

l^r  ireend  eine  po!<ilive  Ganzzahl,  ja  selbst  Bruchzahl  n,  sriiaas' 
aU  die  Einheit,  so  entstehen  fiir  die  zugehurigeo  Uyperbolaide 
die  Zahlen 


2,  3.  4, 


n  +  1 


Bed  eu ten  daher 


1 


II,  H,,  H, U. 

ler  Hyperboloide 
meiniamen     KeUl-Ellipse    £   aich    be 


die  Massen  eiDfacher  Hyperboloide,  welche  in  der  ee- 


4ll  lutli        J 


wer 

SSrpet'Toii  Bwei  Ebenen  P  and  P*  besrenzt,  die 
hl-Elllpee  parallel  und  durch  dieEndpnnktc  €«c' 
itaginären     conjnglrten     Durchmeesers    von    H 
oeseichnen  ferner 

Ly      Itl,      ll^y      ....      Ln 

ipse  11  der  Ebene  P  und  der  Reihe  nach  der  Hy- 
iide  H,.  Hl,  H9«....Hii,  und  sind 

r  Ebene  der  Kehl-Ellipse  conjugirten  imaginä- 
irchmesser  derselben  Korper:  so  verhalten  sich 
Seen 

II:U|!Ha....  :Hff=:4:5:6....  :n-f3. 


L'.LiiL^,,.. :  1^=2:3:4  ....  :n-|-l, 


enn 


c  :ci  »c^  ....  :c« — 1:  j^r^*  4/T 4/""  ' 

In  Gleichung  10)  aufgestellte  Satz  ist  einer  allgemeine- 
tatnng  Gibig,  die  fast  unmittelbar  aus  den  Eigenschaften 
ladien  Hyperboloides»  des  AsyroptotenKeffels  und  des 
rs  der  Kenl-Eliipse  hervortritt»  die  aber  in  Begleitung  ein- 
lireseüe  erscheint»  wenn  man  folgenden  Betrachtungen 
t 

bedeute  wieder  H  eine  Hyperbel  des  einfachen  Hyper- 
I  S,  welche  mit  dieser  Fläche  den  Mittelpunkt  m  und  den 
ren  Durchmesser  ci/  geroein  habe.  Die  Endpunkte  aller 
ren  Durchmesser  dieser  Hyperbel  liegen  in  einer  zweiten 
ü  KP 9  deren  Natur  bekanntlich  darin  sich  zu  erkennen 
dass  ihre  reellen  Durchmesser  zu  imaginären  Durchmes- 
r  Bi   und  umgekehrt  werden,    dass  Ihre  Asymptoten  auf 

Hyperbel  H  fallen»  ihr  Asymptoten  -  Winkel  aber  den 
oten-Winkel  der  H  zu  zwei  Rechten  ergänzt  Wir  nennen 

die  Curven  ^  und  H'  conjugirte  Hyperbeln.  Jede 
also»  welche  durch  den  imaginären  Durcnmesser  cc'  des 
(n  Hyperboloides  gelegt  wird»  enthält  ein  Paar  conjugirter 
$ln  Hnnd.  H',  Die  ersteren  haben  cc'  als  imaginären 
esser  gemein  und  liegen  im  einfachen  Hyperiioloid  & 
teren  haben  cc  als  reellen  Durchmesser  gemein»  und 
eine  zweite  Fläche  Z^    welche   aus  zwei  symmetrischen 

oder  Fächern  besteht.  Beide  Flächen  5  und  27  haben 
Bn  Mittelpunkt  m»  denselben  Asymptoten-Kegel  P»  diesel- 
jogirten  Durchmesser  aaf,  W,  w^  wid  zwar  aa\  bh'  reell 


Iflr  die  eine,  imit^in.'ir  tin  die  andere  FIfiche,  und  dieselben 
ju^rlen  Üorcfamesner-Kliencn  (fem einsam.  Beide  FIHchen  werdet 
von  jeder  tnr  Keltl-Ellipee  E  parallelen  Eitena  P  in  fcHipm-ii  fe- 
schnillen,  die  der  EHi|»«e  E  ahnlii-h  sind  und  bholicli  UeK». 
Wecen  dieser  bekannten  Ei»en8cfaaften  der  Flüche  £,  rfes  Hyper- 
boloides mit  ziTci  Fächern,  oder  des  zueifacheii  Hjjierliu- 
loides.  bezeichnen  tvir  die  zwei  FiKcheu  5  und  £  mit  dem  iSarorn 
der  cnnjugirtcn   Hyperkolotde 

E8  seien  nun  (Taf.  X.  Fig.  '2)  H,  W  und  kmk'  die  Uurdh 
schnitte  einer  durch  üc'  gelegten  Ebene  Q  heKütilich  mil  Avn  coa- 
jugirton  Hyjierbnloiden  S,  £  uuri  deren  Asymptoten -Keitei /\ 
und  f  sei  eine  Ebene  parallel  der  Kehl-Ellipse ,  welche  tiileM 
diesen  drei  Flüchen  in  drei  Abidichen  und  Ühulicli  lieeentlen  £1% 
«en  begef;net,  und  ivelcbe  die  Linien  U,  kmk',  B'  der  Rwi 
nach  in  den  Endpunkten  der  Durchmesser  kh',  kk',  et'  «chneitB 
Ko  erhhll  man,  zurollte  der  Ei^ciifchaften  der  Hyperhehi  //,  B 
und  der  ähnlichen  Dreiecke  hm  und  mdu.  In  Reichen  tnc  und  tA  \ 
parallel  und  folglich  gleich  nind,  die  Gleichunffcn; 


oder  wenn  man  hwrin  der  Kürze  wegen  A,  r,  /-,  u,  statt  An,  » 
*n,  am  der  Reih«  nach  einschaltet,  und  die  dritte  Gtelehnng  m 
den  beiden  ersten  verbindet,  die  Kclalionen: 


n> 


A*4-r' 


=2A». 


Beielchnet  man  nun  mit  h',  v',  k"  hezagfich  $k  jm  %',  5,'! 
conjugirten  Halbmesser  der  drei  Ellipsen,  welche  der  Ebene  P 
einerseits,  andererseita  dem  Hyperboloide  S,  dem  Hyperboloide  ^ 
und  deren  Asymptoten  ■  Kegel  F"  der  Reibe  nach  anuehliren,  mÜ 
o'  aber  den  zu  a  cun.jiigirten  Halbmesser  der KehlEIHpse  E.  ad 
berücksichtiget  man,  dass  wegen  der  Aebnlichkeit  der  in  Rale 
stehenden  vier  Ellipsen  die  gleic" 


I  Verhältnisse 


statt  finden,  so  entstehen  aus   \ti)  die  Gloithm 


■) 
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Icr  weil  «bute  ▼oo  diesen  Producten  der  conjueirten  Halbnies«er 
id'v^n  den  CoDJiiffatione'- Winkein  derselben  cOe  Fläcbenränme 
r  BUgehOrisien  Ellipsen  abhäneeo»  diese  i^onjugations- Winkel 
•r  der  ähnlichen  Gestalt  und  ähnliehen  Lkge  der  Ellipsen  wegen 
lIA  flind>  die  Gleichungen 

!hh'naiTia=:ikk'n»ina  -{-  aa'Ttsma, 
or';»sina=:A:A:'rrsina — aa'naluaj 
2Ak'nQiua=hh'7ta\na  -{-  vv'n  Hina, 

Ide  sich  leicht  in  Worten  darstellen  lassen. 

Dass  die  Flächen -Beziehungen  der  Gleichung  16)  Hlr  jede  zur 
ijl Ellipse  E  parallele  Ebene  P  gelten  müssen,  leuchtet  ohne 
fpaia  ein,  selbst  Glr  die  Grenzlage  P'  derselben,  welche  den 
■kt  c  enthält,  wenn  man  erwägt,  dass  diese  Ebene  P'  den 
ymptoten -Kegel  F'  und  den  BerObrungs-Cylinder  C  der  Kehl- 
lipse  in  einer  und  derselben  Ellipse  E'  schneidet,  welche  mit 
r  Kehl-Eflipse  E  identisch  ist,  oass  sie  aber  zugleich  das  Hy- 
rboloid  2  im  Punkte  c  berührt,  weil  aHe  BerOhrungs -  Geraden 
T  zu  H  coDJugirten  Hyperbeln  H'  Im  Punkte  c  zu  einem  Durch- 
ssser  der  B!ehi-EHipse  parallel  liegen. 

Bezeichnen  wir  nun  die  körperlichen  Räume  der  conjngirten 
^erboloide  <S  und  £  beziiglich  mit  Y  und  T,  des  Cylinders, 
sseu  Basis  in  der  Ellipse  £',  und  dessen  Erzeugenden  parallel 
f  Cef  liegen,  mit  Z,  und  den  Stumpf  des  Asymptoten -Tiegels 
it  M,  unter  der  Annahme,  dass  diese  Räume  zugleich  von  zwei 
inllelen  Ebenen  P  und  P'  begrenzt  werden,  in  deren  eine  die 
Hpse  E'  Allt,  so  erhält  man,  zufolge  der  mehrfach  oben  benutz- 
I  Seillasswelse,  aus  den  Gleichungen  16): 

Iy='m+z 
r==M— Z 
2M=Y  +  r. 
I 

Der  Kegelstumpf  M  ist  also  so  gross,  als 

I)    der  hyperbolische  Stumpf  Y  weniser  dem  Cylinder  Z  der 
Kehl  Ellipse, 

i)    der  hyperbolische  Stumpf  T  und  der  Cylinder  Z  zusammen, 

t)    die  Hälfte  der  Summe  von    beiden   hyperboloidischen  Ab- 
schnitten Y  und  T. 

Setzt  man  an  die  Körper  Y\  Z  und  M  der  Reihe  nach  die 
Gleichung  10)  bezeichneten  Körper  H,  C  und  K,  und  berOck- 
httgt«  dass  .zufolge  derselben  Gleichung  10) 

H=C  +  K 

»   w6    ergiebt    sich  aus   der  ersten  Gleichung  in  17)  der  Satz: 
r  Raum  des  einfachen  Hyperboloides   ist  so  gross. 


MO 

mIs  der    d« 
und  Ae»   Ai _      _ 

drei  Kiirper'von  sivei  parallelen  Ebeoenbegrenst  «rer^ 
den.  In  d«rea  einet  die  Kehl-Ellipse  fiegt.  I 

Dieser  Satas  gellt  übrigens,  wie  wir  bcreiU  ohpn  nodcatflM 
aus  den  tileicfaungen  (Tar.  X.  Fig.  2.): 


»pt 


fihrnncs-t 
oteD-Kea 


usammen 


Afl«  = 


^(^*-t7ik% 


ivinittelbar  heiror,  weil  sie  fiir  jeden  Punkt  A  dei  RyyeiiniB 
nod  den  zugebürii^eD  Punkt  l  der  Asymptote  selten,  nitil  deohol 
die  erste  der  Gleichung  16)  för  jede  SdiniU-Ebene  P  zivist-hM  ( 
und  m  gfiltig  bleibt. 

Macht  man  endlich  nm  dem  imagtnüreii  Durchmesser  cc' oie 
2cm  (gleich  uud  bexeichnet  die  Räume,  in  welche  Y,  T,  Z  aiA 
H  dadurch  übergehen,  der  Reihe  nach  mit  V,  T*,  Z'  und  M'; 
Bo  Gndet  man  leicht  au8  der  Ver«leich>ing  dieser  Räume  mit  df 
In  10)  ^ß^^eichneten  Kürpern  C,  K  und  IJ,    dass 

^  Z'  =  C^3K.  und  M'=7K; 

und  in  Verbindung  mit  der  zweiten  Gleichung  in  17.).   dau 
18)  T^H. 


"P. 


Schneidet  man  sonach  z 
ch  drei  parallele  Ebene 
P  dem  eiiiTachen  Hypi 
,e  be-ejinel,  die  P"  das 
P"  und  P 


Raii 


eil 


nd  P- 

zwei  rächen    Hyperboloides 
und  P". 


ei  conjugirte  Hyperboloide 
P,  P',  P*  dergestalt,  dass 
lioloide  in  einer  Kehl-El- 
weifaihe  Hyperboloid  be- 
n  P  gleichweit  abstehen, 
fachen    Hyperboloides 


so  gn 


,  als  de 


Rai 


D  dei 


Aus  diesem  Satze  und  i 
einfache  Beziehung: 


eben  den  EbeoeD  f 
>  Gleichung  17)  folgt  zugleich  ü* 
Y'  =  4:7:I0. 


1 


J'f^'T'-ii'S 
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ierlchti9iiii9  der  Theorie  des  Segr- 
ler'flcbeii    flTasserrades    und    seiner 

IVlIrdiffnngr  fttr  die  Praxis. 

Von  dem 

Herrn  Professor  J.  k.  Schabert 

•n  der  technischen  Bildongsanstalt  tn  Dresden. 


Das  8egner*8che  Wasser-  oder  Reactionsrad  besteht  lie- 
iimllkb: 

1)  aus  einer  Kernröhre,  die  um  ihre  Achse  drehbar  ist» 

2)  aas  einer  beliebisen  Anzahl  gerader  RShren,  Schwung- 
ibren  genannt,  die  winkelrecht  auf  der  Kernröhre  sitzen  und  mit 
ir  communiciren  9 

3)  aus  Ausflussuffnungen,  nämlich  eine  am  äusseren  Ende 
$der  Schwungruhre,  die  sämmtlich  gleichen  Abstand  von  der 
L'dise  der  Kernrohre  haben,  auf  derselben  Seite  der  Schwung- 
Ihren  liegen,  und  deren  Flächen  sich  verlängert  in  der  Achse 
er  Kemröhre  schneiden. 

Das  Betriebswasser  wird,  wie  ebenfalls  bekannt  ist,  der  in 
er  Regel  vertikalen  Kernruhre  entweder  von  oben  oder  von  unten 
Bgeßlhrt,  es  tritt  von  hier  in  die  Schwungröhren  und  fliesst  durch 
ie  an  den  Enden  der  letzteren  befindlichen  Oeffnungen  in  einer 
tichtnng  aus,  die  mit  dem  geometrischen  Räume  susammenfUlt, 
en  die  Ansflussoflfnungen  bei  ihrer  Drehung  um  die  Achse  der 
Lemrohre  beschreiben ,  während  das  Rad  selbst  eine  Umdrehungs- 
ichtung annimmt,  die  der  des  ausfliessenden  Wassers  entgegen 
esetzt  ist. 

Die  theoretische  Leistungsfähigkeit  des  Segner'schen  Rades, 
ie  sie  bis  jetzt  aufgestellt  wurde ,  stimmt  mit  der  Erfahrung  nicht 
herein;  sie  ist  nämlich  beträchtlich  grösser,  als  sie  durch  directe 
lessungen    gefunden  wird,   und   ein  genügender  Nachweis  Ober 
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Verliit-testjuellen ,  welclie  die  Uifleten/.  svtiHcben  dem  theoretUtchen 
und  gemessenen  Effect  begrdtiden,  i«t  noch  nicht  gegeben.  Dia 
nähre  Ursache  (lieber  Vt^rachiedeuheit  liest  einfach  darin:  duf 
der  Wirkun£;Eerad,  den  man  bisher  (är  das  Segner'vche  Rad 
berechnete,  falsch  ist.  Nicht  die  Methode,  deren  man  sich  hin- 
bei  bedient,  träet  so  eigentlich  die  Schuld,  sondern  die  irrige  Deu- 
tung des  Resultates,  oder  auch  die  unrichlii;e  Auffassung  de« 
WeHeoa  der  8e^uer'8chen  lieaetionsrüder.  Die  theoretische  Lei- 
stun|!Btahigl(eit  des  Segner'scheu  Hades  wird  häufig,  wie  fnlgenJ 
bestimmt : 


h  Fiixs    über  jedei 
gige  (ieschwiiidigkett  i 


iQuiBuSnung .    danr 
Au«:i1u.- 


V2ffA . 


t  die  hierron  abhin- 
i  deii  SchivuDgrühreo 


Dreht  eich  das  Rad  um  nßine  Achset  dann  mus9  da«  Betrieb» 
Wasser  währcFjd  seinei«  Durchganges  durch  jede  Schwungrührt 
bis  zur  Ausllussriffniing  derselben  hin,  nolhweiidig  die  Lreisend« 
Geschwindigkeit  o  dieser  mit  annehmen,  wodurch  diQ  der  Druck- 
liübe  entsprechende  (leschn-indigkeit  flfiergeht  in: 

C=V(2ffA+c«). 

Mit  dieser  Geschnindigkeit  ben-egt  sich  das  Wasser  geg;«a  die 
Winde  der  Au!-flu8s<iffnung  seihst;  die  absolute  Geschnindickeit 
seines  Ausflu»ti«es  oder  jene ,  die  es  gegen  einen  festen  Punkt  in 
der  Umdrehuiigscbcne  seiner   Ausfliissüffnung  hat,    muss  folglich 


Hie 


C-c. 
ich  ist  die  Dnickhühe,    die  dem  Wasser  noch  i 


wenn  es  ilas  Rad  vcrlässt: 

(C-c)' 
2»     ■ 
mithin  die  Druckhühe,  die  das  Wasser  an  das  Rad  abgcsetst  bat: 

und  demgemass  die  Leistungslahigkeit  des  letztern  in  1  See. 


wenn   in    eben   dieser  Zeit    m  Pfunde  Wasser   durch    das   Ra^ 
gehen. 

Durch  Eioltlhrung  des  iSr  C  schon  bestiminten  Werthes  g*!"' 
die  letzte  Gleichung  Sber  in 


3»3 


(1)  £=^t2cv(2^Ä+c«)-2c«|. 

Sachgemfisser  als  die  eben  befolete  Methode,  halte  ich  die 
Herleitung  der  letzten  Gleichung  mit  Benutzung  der  Reaction  des 
Wassera,  die  bekanntlich  mit  dem  Wasserstoss  identisch  ist 
Diese  Methode  schützt  gegen  irrthGmliche  Auffassung,  was  bei 
der  ersten  nicht  immer  der  Fall  ist  Jene  gilt  nämlich  Oberhaupt, 
reicht  gleichsam  bis  zu  den  möglichen  Grenzen,  während  diese 
ein  Kesultat  giebt,  das  sich  nur  auf  die  reactionsweise  Wirkung 
des  Wassers  gründet.  Den  Beweis  zu  dieser  vielleicht  auffUligen 
BeKaaptung  luuin  ich  bei  dem  Segner'schen  Wasserrade  nicht 
vollständig,  wohl  aber  bei  der  schottischen  Turbine  geben,  die 
ich  in  einem  zweiten  Aufsatze  betrachten  werde.  Indess  bestä- 
Ügt  «ich  diese  Behauptung  doch  sehen  insofern  in  der  gegenwär- 
tiren  Abhandlung,  als  sie  die  übliche  Deutung  des  Werthes  £ 
«rar  leicht  als  irrthümlich  erkennen  lehrt 

Mit  Anwendung  der  Reaction  des  Wassers  findet  sich  die 
Gleichung  (1)  wie  rolgend: 

Die  Reaction  vonm  Pfunden  Wasser,  die  in  1  See.  mit  der  Ge- 
«chwi|idigkeit  C  durch  die  Ausflussöffnang;  iBiessen,  ist  bekanut- 
lich,  wenn  die  letztere  mit  der  Geschwindigkeit  c  der  Richtung 
des  ausfliessenden  Wasserstrahles  gerade  entgegengesetzt  aos- 
weklit: 

folglich   die  mechanische  Leistung  der   reactionsweisen  Wirknng 
der  m  Pfunde  Wasser,    die  in  1  See  durch  die  Maschine  gehen: 

d.  h.  wenn  fiir  C  sein  oben  stehender  Werth  eingesetzt  wird : 


iB=^''lV(2jrA+c«)-c} 


oder 


111.  fi=^  |2cV(2i7Ä+c«)-2c«} . 

Gemäss  der  Gleichung  (1)  oder  tH  wird   die  Leistung  eines 
Segner'schen  Rades  zu  0, 

erstens    wenn  c^=0  und 
zweitens  wenn  v(2^ä+c*)  —  c=0,  d.  i. 
wenn  2^A=0  oder  A=0  ist 

G<^en  diese  Ergebnisse  der  Gleichung  (1)  sind  keine  Ein- 
wendungen au  machen. 


IM 

Gleicbong  (I)  nimmt  lemer  and  swar  wogcj 


,  aus  der  sich  ergiebt 


E=m&. 


1  Wassers,  trenn  e  gtgct 


HierauB  hat  iiian  die  Fulgening  cexngcoi 
"    '  '     '     leb  oniM 


also  die  volle  Wirki 

fh  unendÜL-h  ci 
ie  Leistunssljthigkeit  des  Se^er'aüben  Rades  näbert  sicfa  Dia  M 
mehr  der  des  verbrauchten    Wassers,    je  grüsser   seiue  Umdre- 
hungsgefchirindigkeit  genonimen  nird. 

Die  Uiiritihliskeit  dieser  PolBerung  stellen  vergleichende  V«^ 
suche  mit  einem  Sefmer'schen  Rade  iiucser  alleni  Zweifel :  demi 
die  grösste  Leixtungelahigkeit  eine»  «olchen  lindel  bei  einer  G«" 
Bchwindigkeit  ftntt,  die  viel  kleiner  aU  V^/^A  ist;  ja  selbst  dl 
Geschwindigkeit  c  des  unbelasteten  oder  jeergehenden  Radea  i<_^^ 
noch  kleiner  als  x^'lgk,  also  weit  entfernt  vnn  einer  unendlfd 
flössen  (ieächwindigkeit.  Ist  aber  dem  so ,  wie  nicht  in  Abradi 
gestellt  werden  kann,  dann  niuss  auch  die  Gleichung  (I)  ffir  dk 
Leistung  des  Si'gner'schen  Rades  nothtreiidig  falsch  sein.  Di 
Fehler  der  (ileichung  (1)  liegt  .i;aiiz  einfach  darin,  das»  ruan  d 
Leistung  £  als  Nutzleistung  tuninit,  nährend  dieselbe  doch  n 
dazu  dienen  muss,  dem  Betriebswasser  vor  seinem  Eintritt  in  d 
AusllussiiffnuDgen  der  8chtv tingrühren  die  Geschwindigkeit  c  n 
ertheilen,  »omit  die  Leistung 


(2) 


25 


verbraucht  wird.  Die  Wahrheit  dieser  Deutung  des  Werthes  J 
ist  tiir  die  Herleitung  der  GleichuDg  unter  (I)  nicht  so  augenfällig,  ata 
für  die  unter  |l|.  Diese  ist  nämlich  li'ir  die  als  vorhanden  angtf 
nnmmene  Umdrehungsgeschwindigkeit  c  bestimmt,  so  dass  die  ehe 
Beschaffung  eben  dieser  Geschwindigkeit  erforderliche  Kraft,  d.  L 
die  unteT  (2),  von  E  abgegeben  werden  muss,  während  es  b« 
der  Gleichung  unter  (1),  mit  Hinsicht  auf  ihre  Auffindung,  dei 
Anschein  hat,  als  würde  durch  die  Differenz  zwischen  der ursjirflngi 
liehen  Kraft  des  Betriebswassers  und  jener,  die  ihm  bei  -*— ^" 
Austritt  aus  der  Maschine  noch  beiwohnt,  der  Aufwand  für 
Stellung'  der  kreisenden  Bewegung  mit  getroffen. 

Bezeichnet  man  die  Nutzleistung  des  Segner  sehen  Rades  ■: 
c ,  dann  ergiebt  sich : 


*;=*•+' 


a*  ■ 


alM  oüt  Hinsicht  auf  (1) 


oder 

Zufolge .  dieser  Gleichung  wird  die  wahre  LeistuDflpBflLbigkeit 
eine«  S^ier'echen  Rades  f^r  irgend  eine  DruckhDhe  h  gleich  a» 

erstens    tut  c==0  nnd 

sweitens  Rlr  Sc  VC29A+^*)=3c*  d.  I. 

drittens  Ar  c= 0,8944  V2^A  d.  b. 

im  Leergange  erreicht  die  Geschwindigkeit  der  AnsflussOffnongen 
eines  Segner'schen  Rades  noch  nicht  Jene,  die  der  Druckhöhe  h 
sugehort  Versuche  bestätigen  die  Geschwindigkeit  c  för  den 
iMijgang  Tollständig;  die  gemessene  Umlaufsgescbwindigkeit  er- 
sieht sich  nämlich  für  den  Leergang  stets  um  etwas  geringer,  als 
die  Gleichung  (3)  Torscbreibt,  was  der  Zapfenreibung  und  des 
Luftwiderstandes  wegen  so  sein  muss.  Die  Gleichung  I.  giebt 
ferner: 

für  e=03  V2gh;  6=:0»356mA; 
,;  c=0,4  V2^A;.e=0,376mA; 

e=0>42v2^A;  e=0,38l96mh; 
c=0,43v2gA;  e=0,3Sfmmh; 
c=0,44V2^A;  e=0>38016mA; 
c=0,5  Vigh;  e=0«368  mk; 
c=Ofi  V2gh;  e= 0/319    mA. 


■  ■  I 
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9» 


»9 


Diese  Entwickelungen  zeigen»  dass  sich  die  grusste Leistungs- 
fthigkeit  eines  Segner'schen  Rades  bei  einer  Umdrehungs- 
geschwindigkeit der  AusflussDflfnungen   von  nahe 

(4)  c=0,42v2i7A 
herausstellt,  und  dass  jene  nahezu 

(5)  €=0,38136mA 

beträgt. 

Auch  diese  grösste  Leistungsflihigkeit  des  Segner'schen  Ra- 
des und  die  ihr  zugehorende  Geschwindigkeit  bestätigen  Versuche 
so  vollständig,  als  oiess  nur  erwartet  werden  kann. 


Mit  der  Gleichung  (I),  die  bislier  alf  Ef(;ctegleiehtnig  für 
das  Se^oer'eche  Kad  geitomiDcn  »urde,  lallen  auch  die  Folgerun- 
gen, die  man  aus  den^flben  für  die  praktische  Verwendung  tilieu 
dieses  Rades,  ungeachtet  Ihres  Widerspruches  mit  der  ErfahriiDg. 
gezogen  hat.  Wenn  dagegen  die  Begrandimi;  der  Effectsglei- 
chuDg  [.  I^T  Seener's  Reactiunsrad  an  sich  al>«  richtit*  erkaiint  wer- 
den muss,  ja  deren  vüllii^e  Üehereinslimtnung;  mit  den  Er^bnia- 
een  angestellter  Versuche  ein  gewichtiger  Beweit  für  deren  Rich- 
tigkeit ist ,  dann  haben  anch  die  langst  gemachten  ErfabninEen 
endlich  ihre  Begründung  in  der  (ileichinig  I.  (gefunden,  nSinüch : 

linse  das  Segner'sche  Wasserrad  keinen  grosseren  NutKeffect, 
als  liegen  38prt.  desjenigen,  der  dem  verbrauchten  Wasser  ent- 
spricht, hervorbringt; 

dass  dieser  Effect  nur  hei  einer  Geschwindigkeit  der  AusÜu&s- 
üffnungen  besteht,   die  gegen 

0,42v'-2<?A 


betragt; 

dasR  die  AnHfluseülfiiungen  äes  Segni 
gange  eine  höchste  Geschtviadigketten  voi 

0,8944  V23A 


sehen  Rades  im  Le«r- 


dass  das  Segner' sehe  Reactionsrad  jenen  WasserrSdeni  xn- 
sezätilt  (Verden  muss,  die  dem  Betriebsivasser  eine  nur  geringe 
Nutzleistung  zu  entziehen  vermögen. 


") 


Kine  mechanische  Anfg^Ahe. 

VoB  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

hfhver  4er  Mathematik  and  Phyaik  an  der  höhereo  Bürgertchole  in 

Sinsheim  bei  Heidelberg. 

Pie  zwei  Punkte  B  und  C  io  Taf.  X.  Fig.  3.  seieu  darck  di« 
iiiiTerftnderlicbe  Linie  BC  (est  mit  einander  verbunden;  C  könne 
mch  bloss  auf  der  Linie  AM  bewegen,  während  B  sieb  entwedsr 
bloss  auf  AN  bewegen  kann,  oder  wenn  seine  Bewegung  frei  ist, 
»o  geschehe  sie  nach  der  Richtung  dieser  Linie;  man  wCInscht 
das  Verbältniss  der  Geschwind igkeiten  beider  Punkte  in  der  Lage 
BC  zn  kennen. 

Man  lasse  B  sich  um  den  ^unendlich  kleinen)  Weg  BE  be- 
wegen, so  wird  C  sich  duVch  aen  (ebenfalls  unendlich  kleinen) 
Weg  CD  bewegen,  und  wenn  Vi,  V2>  die  Geschwindigkeiten  von 
B  und  C  sind ,  so  bat  man 

Vi      BE 

Sehen  wir  zunächst  davon  ab,  dass  BE  unendlich  klein  sein 
soll,  und  sei: 

AB=k,  AC=U  BCz^ED^a,  BE^m% 

so  ist; 

a»=  *«+/»— 2Ä:/cos9, 

also 
a*  —  Ä:*sin*9=A*co8*9—2it/co89 +/•=(/— Arcosy)*.  (l) 

Femer 

A-|-iii:sioasa:sm9«sioa=  i — - — - — r-^. 


inV-2(*+. 


,)«si»»»l 


Da  rar  m=:0.  AO=^l,  and  b'ier 
80  muss  in  (1)  gesetzt  Hrnden: 

Man  erhält  nun: 

gE m 

ZJ^=1  /-V[A«  +  P-2A/cos,y  +  (A  +  m)a  j  ' 

I  +  2(A  +  m cos 9)  V"o*-  (i  +  »tj* siuV  —2 (A  +  m)'8in*ip].i 

LäMst  man  hier  m  unendlich  abnehmen,  so  «teilt  eich  dieser 


_AC — AB.con^ 

~  AB  ~A(:.  CO:* a' 


Steht  BF  senkrecht  anf  AM,  CG  senkrecht  aof  AIV,  so  ist 

^F=^RcoB9,  AG=AC.coa(p; 


^~.: 


AC~AF      FC 


v%  —  AB-AG~-B^' 

1  *  j      D      ,AC—AB.coBtp 

Ist  der  Bnicb  ÄB—Äircaiai  P*"*'*'*'' ^o  sindvi,  e,  nach  ver- 
schiedenen Richtungen,  von  A  aus  getechoet;  ist  er  negativ,  so 
sind  sie  nach  derselben  Richtung. 

Der  Fall  ^  =  0  ist  hier  auägeächlosseo ,  weil  in  diesem  Falle 
/  und  k  unbestimmt  nerden. 

Ist  AB:=  AC.coa  9),  ohne  dass  ACi=AB.eoa  <p,  d.  h.  ohne 
dass  G0s'9>=l,  so  ist  «2=0.   Für  9=90"  ist 

Pi     AC 
t^^AB' 

Man  kano  auch  nach  dem  Punkte  O  (ragen,  in  welchem  die 
Linien  BC  und  DE  sich  schneiden.     Zu  diesem  Ende  sei  AB 


39t 

AbscUtsenaze ,    AC  Ordinateiiaxe,   80    sind,   wenn  AD=p,   die 
Koordinaten  von: 


Bi  k,  0, 
jE:=il +  111,0* 
C:  0,  / 
Dl  0,  p 

Desswegen  finden  sich  die  Koordinaten  des  Punictes  O: 


also  die  Gleichung  von  BCi  yr=-^  — /, 

EDi  fi^ — f>. 
Ä+m 


(l'-p)k{k+m)  ^-plm 

(l-pyik  +  lm*    (l'-'p)k+lm 


Die  L&nge  von  BO 


[f       Plm      Y       /(l^)Hk+m)        y  j 
^    )   ■       2p /m      /(l^p)k(k^rm)     j^  l 


Abo 


pmg 


BC~{l'-p)k^lm' 


Setzt  man  m=:0»  beachtet,  dass  alsdann 

3p      A — /co89 , 

P-«'   öl»  =  /-Acosip • 


so  ist  für  m=0: 


BO     Ijl-^kconfp) 
BC^      /«-*• 


woraas 


OÄ_     7(/--*cosy) 

TTZJ—  *it(/cos9h-.it)  •  W 


Für  9=90«  E.  B. 


OB_fi 
OC^k^' 


Dim  Satz  (3)  kann  man  anch  In  folgender  Weiset  beweisen. 
Sei  ^  =  ^(0  die  Geschwindigkeit   von  B  in  der  Entfernung 
«  von  i4,  so  ist  also,  nebenbei  gesagt: 


V. 


tl.  h.  wenn   § p(()dt^^()  unA  3^1  die  ursprüngliche  Entfcrtiintgtln 


Punktes  B  vou  A: 


=  t|>(OH-j 


Heisst   y   die  Entrernong  AC  des  Pimktea  C  von   ^J  g 
seine  Gesell»' iudiglceit  am  Eude  der  Zeit  t.     Nun  ist  im 

a'^a:*+y'  ~  'Ij-gcuKtf. 
Hieraus  M^ 

_  Sj        Su       ßj-  So 


8i~ y~xcoa^' Bt  ~ 


x—gcoatp  Sx 
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was  eben  der  Satz  (^)  ixt. 

Zugleich  folgt,  nach  den  ^machten  Annahmen: 

Die  Zeit  t,  in  welcher  C  den  Punkt  ^  «■  rreicbt,  bestimmt  sich 
alsn  durch  die  Gleichung: 

««=(^{/))»  +  2j:,if.(0  +.T.«,  i/,(0  +  a:,=±a.  (7) 

Sei  z.  B.  ^=".  so  ist  die  Gleichung  (7): 


l»t  ;r  positiv  und  >  a,  so  kann  hier  nur  das  obere  Zeichen 
gelten,  und  es  ist 


Nach  dieser  Zeit  gehl  C  zurdck  Ober  de»  Punkt  A  blmus 


•^ 


»1 


Matheinafisclies  Oesef z  des  fiTachs- 
thums  der  Abiralbeii  von  Erbschaften. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  and  Physik  an  der  höheren  Bärgertchule  xu 

Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Lame  in  den  Comptes  rendus  (Tom.  XXVII.  Nr.  6. 
vom?.  Aag.  1848)  hat  dfies  in  folgender  Weise  dargestellt. 

Sei  o  eine  Summe,  die  Jemand  jährlich  zurücklegt,  r  der 
ZiDS  von  1  Thir  im  Jahr,  so  wird,  nach  Umfluss  von  7ii  Jahren^ 
das  angesammelte  Kapital  sammt   Zinseszinsen  bekanntlich   sein: 


?[(l+r)--l]. 


Heissen  wir  diese  Summet  und  nehmen  an,  es  sei  Ar=ia,  d.  h. 
A  sei  80  beschaffen,  dass  dieses  Kapital  jedes  Jahr  denselben 
Zi^s  trägt,  als  die  frühere  jährliche  Erspamiss  war,  so  ist 

A  [(l+r)"'-l]  =  ^. 

(H-r)"»=2. 

"«-i3i(I+r)'  ^^^ 

durch  welche  Gleichung  nun  Vi  bestimmt  ist.  Man  lege  nun  fort 
jährlich  a  Th.  zurück,  und  es  dauere  weitere  t?«  Ja^f^»  l^'is  <1>® 
angesammelte  Summe  2A  beträgt,  so  ist: 


A(l+Tf*  +  ^[(l+Tf^-l]-iA 


a+r)-»=?>> 


3 

*2'  1  II 


TheU  \II  27 


^mm-     .    -■ 

■ 

^V^              1 

m 

^^m                         "•-r«B(i+'> 

^M           Alicemein,  wenn  nach  Umfluss  »on  n,  4»a  +  .••  1  "— i  M-    j 
^1     ren    die  MnL'eenmmelle  Summe  fm-hA   Tb.    betrngl,   und   min 
B,    lem  noch  n„  Jahre  lanE  jihrl'ich  i  Th.  znrOck,  x.  £»  dann  dk    1 
^K    Summe  rn/l  Th.  betrage.  lo  ut                                                               J 

^B        (™-l).1(l+r)"-+2[<l  +  r)"--l]=»i.l. 

■               o+r,---:'. 

1 

■                                                                       n    -'-C^') 

H 

^m                                                                                 log(l+r) 

Bis  also  die  angehSaße  Summe  =  mA  sei ,  bedarf  es 

1 

lns(Ho['''^  +  '"'6i  +  l°S3  +  l"5jt +1»8     +    ] 

^L                                      Io.s0/i4^]),, 

^B          Oaraua  geht  aber  auch  hervor,  daxe  die  Scbn'ierixkeiL  nein 

^^f    Vermrinen,     wenn    en    einmal  A    eewordeu   ist,    auf  ^2A,  3H 

^^     „A  m  erii.-bcn.  »i.h  r.u  der  Sch.vkTigl<eil,   e..  ,iuf  A  ,j,   brinsen. 

log^^.lttgj-  logj log-—  KO  log  2; 

(].  h.  dass  die  TerhäKnissiufissigo  Leichtigkeit,  sein  VemiSgen 
auf  A,  iA,  'iA,  ...  mA  zu  brini^eii,  sei: 


Iog2  log 2  log2 

^',     3'       4' ,      M+1 

l«P^  logg  log-;,- 


Üa  a  eine  nillkQhHiche  Zahl  ist,  so  ist  es  natSriicb  auch  A, 
das  also  jedes  Kapital  bedeuten  kann. 

Da  nun  der  Staat  die  Häufung  des  Kajiitals  durch  seine  Eip- 
richtungen  schützt,  so  ist  die  Abgabe  auf  Erbschaften  oder  Scheu- 
kungen  unier  Leitenden  nichts  Anderes ,  als  der  Preis  dieses 
Schutzes.  Die  Abgabe  lyird  daher  um  so  stärker  sein  dürfes, 
als  die  Leichtigkeit  der  Vermehrung  grosser  war. 

(iiesctzt  aUo,  diese  Abcabe  sei  bei  einer  Erbschalt  A  (z.  B. 
20000  Th.J  gleich  I  von  100,  so  wird  sie  bei  einer  Erbscban  "iA 
in  folgender  Weise  zu  berechnen  sein: 


403 


Rk  die  «raten  A  TkUer  Ut  «ie  j^,  für  die  zneiten  A  d«- 


gegen  ^g^  .  — ^ ,  also  im  Ganzen 


lOOU  +  ,     3  I 


2 

Bei  riner  Erbsdiafl  3^  ist  sie: 
ßh  die  ersten  ^  Tli.  =  |^, 

-       -     zweiten  A    -     —-d.     '®R2 

zweiten  ^       _  _  , 

iJso  in.  Ganzen:  j^[i+!2i|  +  !2S2 

Im  Allgemeinen  n-ird  sie  bei  einer  Erbschaft  von  mA  Th.  sein : 


logg  «Ogg-  l»?-^J 


Lantf  giebt  nun  an,  dass,  bis  m=21,  immer  annäherungs- 
weise: 

so  dass  die  Formel  (4)  wäre: 


mA 
100 


|^l  +  0,35(fii-l)J.  (5) 


Da  ftlr  m=:aQ,  ,^^  .TT  v  >  wenn  r  =  -=5c-  ist,  ober  60  hinaus- 
log (1  +  r)  20 

geht,  80  ifird  also  ein  Mensch   durch   fortgesetztes  Zurücklegen 

▼OD  A  Th.  äicht  Im  Stande  sein,   sein  Vermögen  Aber   20^ zu 

bringen,  so  dass  man  beim  Wachsen  der  Abgabe  nach  der  in  (4)  an- 

g^ebenen  Progression,  nicht  über  m=s20  hinaus  gehen  soll;  M 

abo  fR>20,  80  wird  man  von  der  Erbschaft  m  ^4  doch  nicht  mehr 

Procente  erheben,  als  von  der  20^.    Rechnet  man  die  Grossen: 

Theil  XII.  ar  * 


log2    10^2 

Man  hat 

ErbMchafl 

grCsf^er 

gleich  od. 


log2_ 
,     21 


aus,  SD  «hält  man  leicht  rolgenilea  TäMchen 


n  Erlischal^sab^atjeni  (A< 
IdOu.  kleinerab  -lAiA 


3A- 
tA- 


SA- 
10,4- 
11/1- 
12yl- 
13.4- 
IIA- 
UA- 
KA- 
ITA- 
18.1- 
KA- 
WA- 


6A 

TA 


10  J 
IM 
12,1 
HA 
ISA 
ISA 


cia)  XU  bezahlen,  bei  einer 

;.B.=20000Th.)  1  mm  UM 
1.354 
1.706 
'2.056 
2,405 
2,753 
3,101 
3,464 
3,810 
4,136 
4.503 
4,840 
5,195 
5,542 


ITA 

6.235 

l»,I 

6.502 

19,4 

6,928 

20/1 

7.275 

HA 

7.621 

r  als  -21 A 

8,000 

In  Nr.  8.  der  Comptes  renclus  (vom  21.  Augast  1848) 
giebl  Binet  eine  Formel  zur  Berechnung  obiger  Summe  (4): 


'"^€i3| 


tog2-i 


loSj      l»83 


iE]. 


1 


derea  Ableitung  ivir  hier  versuchen  wollen,  da  Binet  nur  das  Re- 
sultat angiebl.     Sext  man 
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«/        1.   2.        3 n 

0 

so  ist 

1  +  Hl  z  —  Oft  «•  +  «Fs  2* — in  iof. 

=z  i     (l  +  x)*dx,   wenn  a:*^l. 

o 

Da  aber  /    (l  +  2)*Bx=  ,f^\^f  so  ist  also 


f  ' 


'(!+») 


z=zl  +  aix — flat^  +  ns«'— «4«*  + in  Inf.  2*T  1 . . .     (7), 


Die  Berechnung  giebt 

1  1  1       _19       _9  793 


riTT?» 


Dass  diese  Zahlen  fallen,  läset  sich  leicht  beweisen.  Zunächst 
ist  nämlich  offenbar 


T_  1      r  '  a?(l~a:: 


o 


>  a?(l— a:)(2— .r) ....  (r— 1— «) 


j;d j;  • 


Da  das  letzte  Integral  positiv ,  so  muss  es  ^ror  sein«  da  sonst 
Sr-fi  negativ  wäre,  was  nicht  der  Fall  ist.  da  alle  die  Zahlen  Si, 
a«,....  positiv  sind,  wie  man  aus  (6)  leicht  sehen  wird.  Daraus 
folgt  I  dass 

sei. 

Da  man  in  der  Summe  (4)  natürliche  oder  künstliche  Loga- 
rithmen wählen  kann,  so  wählen  wir  natürliche.  Alsdann  kommt 
die  Aulgabe  darauf  hinaus,  die  Summe: 


K)'  <'4)'  <U)^^* 


....^ — 7^v  (8) 


/ 


0^) 


SO  finden.    Zerlegt  man  jedes  einzelne  Glied  nach  der  Formel  (7), 
so  giebt  diese  Summe: 


■                     l+»,T  -«.{i-K^p- +(-!)■*'*};-.... 

1 

+2[n-.,i-.4+4.-  +(-i)^'..i- ] 

+3[l+a.^-4+«,i-       +(-l)^.4-.„..] 

+™[.+..i_.,^V"=i- +<-<)-^-«.i- ] 

=  t^-».-«.S.a^-<B+ 

....,-.)^-i:;^ 

-., 

Da  o,  :=^,8o  ist  diess: 

=^'+»-«.3;|^ +(-t)'^'*;T^ — 

Ntn>  int 

„„„,„1-1  .»Si- „-.„ii. 

1 

^((l+r)=!(2-3...,(»i+l))= //(r)  +  J,^  -5-5r^+  ■ 


..+(_l)M-.-_£-- 


=l(l±..m)+J~ tC-D'+ir-  ^  ; 


;(m+l)=T'_i— ||Ti+ +(_l,.+.i^^l_ 


Setzt  luan  dies,  so  erhält  r 

^%,.-V("+l)+(».-*Hi-(^-°i)'J>.... 


aia  Summe  der  Reihe  (8): 


4or 


...-H-lr+^(a»-.,^)V'l^,_....  («) 

Man  kann  diese  Summe  noch  umbildeo.    Setzt  man  nämlich 

f=30  i 

r=5 1  rA«         ^ 


SO  erhält  man  die  Summe: 


+  (-l)"-*(«--;;ri)*-i  - 


,J1— 1 

Zugleich  ist 

+  4'    L    2.      3.     4    ^«;S?T» ""•••' 

wo  Ai,  A«,..  die  Beraonllischen  Zahlen  sind.  (Siehe  SchlOmilch: 
Differenzen  und  Summen.  Seite  142).  Die  GrSsse  a^—^ 
ist  Null;  die  Grossen  £3,  K^^„„  nehmen  rasch  ab,  sodass  die  Grosse 

gesetzt  werden  kann,  wo  G  eine  konstante  Zahl  (=0,00063...)  ist. 
lomit  ist  endlich  die  Summe  (8): 


\ 


Uie  GtÜssen  nach  O  slml  von  der  Orduuni;  — j  '•  i)»s  <ilie<l 
dieser  Ordnuug  ist  — ^^  ■  —^  •  alle  anderen  sind  von  der  Orduuiig 
— I-  Vemacliläasigl  man  diese,  so  erhSU  man: 

1  „  ,  1   i .  1    ■  .  „   1    1 

„•+•'-548    ™> 


Uie  Summe  (4)  wäre  also 


■um«" 

I     •" 

■  '  lös« 


S^« 


L2  +  I— ,Q 


l((m)       IL   ^6_.     «     1 


12  in 


!.>■ 


Nun    ist    /2=0,6g3147, 
ungefUhr ; 


/•2 


0,345573.     als»    jene    Summe 


^  [0.6113147  +0,346573M}=^[l,031t72+0.34657(m— DJ.  ^1 
was  so  ziemlich  mit  dem  Resultat  (5)  zusammentrifft. 


1 


4W 


Uelber  das  Inteirral  P  ,  i.      ; — ^— 
und  fthnliclie  Formelii. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehfer  dj^r  MaÜieniatik  and  Physik  an  der. höheren  Bürgertchula  in 

Siniheim  bei  Heidelberg. 


Setzt  man  6=rco8«5  c=rsina,  als^  r=  V^6*+c*,     so    ver- 
wandelt sich  das  vorgel^te  Integral  In 

^  o + r(co6aco&r -fs'>na8in:r)      ^/  a+rcos(a: — a)     J  a-fi*co8y 

wenn  yz^x  —  a  ist.    Die  Integration  ist  also  auf  die  Bestimmung 
von 


/: 


8» 


a+rcosy   . 
zarfickgeführt.    Ist  nun  a*>r^,  so  findet  man  bekanntlich: 

Ar^L.  =        l=^arc(co8=!±^:B2a')+C; 
J  o+r  cosy      y  ^9 jA       ^  a+rcosy/ 

ist  dagegen  d^^i^: 

y^ ^         ^        t^^^r+acosy+6iny.Vi^^ä^\  .  ^ 
a+rcosy      V^r»-a«*^^V  a+rco»f~       -y+^- 


\ 


Nun  Ist 
ileiuniich  fiir  «'^fi*-f-i 

(1) 


V"4'+«« 


I 


^ 


l 


Im  ersten  Falle,  also  wenn  a<>A3-fc*,   erliSIt  n 


*:—,.■:.,,,  -r=^.  2tt», 


(1+6) 


worin  p  eine  bestimrate  ganze  Zahl,  die  unabhängig  von  a,  A,  r 
sein  nird,  bedeutet.  Um  sie  zu  bestimraen,  setse  man  b^c=a, 
a  =  1 ,  so  wird  die  erste  Seite 


/'■ 


demnach  p=m,  und    somit  immer! 
1-»  3a: 


r 


=  *2ntff. 


a+Äcosa:+C8ina:        ^a*—  &*-— ? 
Für  m  =  l  erhält  man  hieraus  die  bekannte  Formel 
Sa:  1 


•) 


kf' 


a -|-Äcos3:+ csm^       V^*^^^St^^' 


itt 

und  ebenso: 

io  welchen  Forroein  a^>6'-|'C*  vorausgesetzt  wird. 

Setzt  man  6t,  et  statt  6  und  c,  so  ist  a^>6'4-c^,    also  all- 
gemein:* 

J        a+6tco8a?+ctsina:'=V^^^.o*^."*^-         ^®^ 
o 

4 

Ist  aber  6'-fc'>a*,  so  ergiebt  sich: 


»'  / 


J  ö 


-f6co&r^csin^ 


-  ^  log  A'-fc'+fl^+V  &«+c«-a'(-c)^ 

worin  also  ^  nur  =0  sein  kann,  so  dass 

a  +  6cosd:-f  csinar^    '  '  ' 


•  «  a    * 


wenn  a*<6*  +  c*. 

Es  bleibt  uns  nur  noeh  der  Fall  zu  betrachten,   in  welchem 

a«=:AS  +  c>  (8) 

ist    Ffir  diesen  Fall  wird  distä  Idtegtalv  in  w^elcbes  da«  Vö^e- 
legte  sich  umbilden  iSsst,  entweder    * 


s/rÄr,'  **»'  i/i:Äii' 


(9) 


je  nachdem,  ob  a==±  V6*-f<^  ist;  also  je  nachdem,  ob  a  posi- 
tiv odec  negativ  ist. 

Nun  ist  1  ^  cos^ = 2  cos's-  y,    1  —  cosy = 2  sin*  5-  y  ,      dem- 
nach: 


V    '  '~°^  ^  ^"Ay  "^ 


weil»  t  =  2S- 


Hieraus  crgieltl  sich: 


(10) 


/  a+4cosj;+csinj:       a  '^  2 

l'-n.-^ — ^=— -col^*-«)+(',  ,.  ii=-V6"+c"i 
worio  a  durch  die  Gleichungen 


"V4>+c^ 


'V6"  +  <!' 


^ 


Gant  wie  in  %.  1.  ist 


/<. 


r__ji_ 

i)'    J    (a+reosj)«- 


o +Acosar-f  csiii;r)*     ^     (o+rcosy)' 

und  u,  T  die 
§.  I.    Allein  es  i«>  für  o>>r« 

7   (a+rcu..v)> 


orin  v^^ — <v>  und  u,  r  die  nfimlicfae  fiedeutuni;  haben,  nie  in 
•     XII.- 


-«'-r»V,«+rcos3,  T"_/   „  +  rco.jr/ 


.  „  +  rce.jT(n'_r')l" 


r-facasyX 
~a+rcosyJ' 


1 


0 

(a+rcosy)*  "7/  («  +  »*  cosar)* 

— a  " 

2ill»==7--;?========2wi».  (11) 


Daher  auch 

/^SM^                 Qx                               a 
T—m -. — r-; — rs=    > — ^ — 2wjr .      ^2) 

Setzt  man  hier  asr—r' cos^,  b^r'slntp,  c=ß,  so  findet  sich 

J^    /^^^  8a? r--^'co6y 

2«^       (r—r'cosy  +  r'f  sln^  cos  ar)*     V  (r*^— 2it^co89)  -f'r^)'' 

/«» /*2» 8j;8y />2^   (r— i^cosy)8y 
^7        (r— r'cos^+tr'singKJOSA)^  ~^^/      (r*— Sn^cos^+r'*)*" 


^  ■ 


Da  das  letzte  Integral  in  Archiv  Theil  VIL  Abhandlunp^ 
^.  bestimmt  wurde ,  so  ist  dadurch  auch  das  erste  bestimmt. 


fi.  3. 

Da  allgemein  für  a^'^r^: 

/'    cosy8y    ^        1 /  asiny     _^  /^      8y      \ 
(a+rcosy)*       a*--r*  Vo+^^cosy      ^/    a+r  cosy/ 

id 

y^  cosy8y 
(a  +  rcosy)» 

asinff 1 /^(w— l)r~(n-2)acosy  ^ 

Xn-l)(a«-r«)(a+rcosy)»-i'~(«-l)(a*^=i^J       (a+rcosy)»-^  '  ^' 

^/    (a  +  rcosy)» 

— rsiny 1 /^(w— l)a— (n~2)rcosy 

(»-l)(a*-r«)(o+rcosy)«- » + (n— l)(a*— r*)/       (a+rcosy)"-*"~  '^ ; 


sn  kann  innn  l«icht 


/öH 


5^ 


linden. 

Man  bat  duraus  Rir  a*>A'  +  c'; 


la+bcoax+csinx)"  •  -^ 

L__     Z'^""  (w— l)fl— (w— g)  V6^+^.coaf  j-a) 

(«-l)(a«-A»-«»)  J  (a+ÄcoM  +  ceiofl:)"-'  "^ 

^  d*— fis — c',/  (a+Acoaa:+c siiu;) ■-  * 

«—2        Vft'-l-);*       Z^"""  cos(j— g) 

„— i  -(,»-6*— fV  Ca  +  6cüs:c+csinx)»-''*'' 


ind  findet  für»  =  3: 


2ffln,   neun  a* ^  (t'+c^^*; 


-1 


Velianirsaufiralieii  fOr  Schttler. 

Lehrsatz. 

I«  d<tad  HeHrn  ProfeMor  Dr«  Seh  15 milch  an  der  UnivenltiC  su  Jena. 


Die  noendliche  Reihe 

mvergirt  bekanntlich  für  jedes  positive  von  Null  verschiedene  s, 
ennen  wir  /(i)  ihre  Summe»  so  findet  zwischen  den  Summen 
(j)  und  fil—s)  die  bemerkenswerthe  Relation 

tatt,  wobei  s  als  positiver  ächter  Bruch  vorausgesetzt  wird.  För 
ÄÄ-wird  f(s)=f(k — s)  und  man  hat  dann 

rie  man  ausserdem  schon  weiss. 


Arithmetisches  Theorem, 

Von  Demselben. 

Es  sei  N  eine  ganze  positive  Zahl  und  dieselbe  in  ihre  Prim- 
aktoren a,  b,  c,...  zerlegt,  so  dass  etwa 


1 

ist;  sind  fem«  P,,  P^,  Pi,...P„  alle  relativen  l>rimzahl«o  sn  ff-^ 

«eiche  kleiner  als  iV  sind  (also  P,=l P„  =  JV-I).   so  gUl  ilia 

Uleichung: 

1 

.i.'^+.„^%..„%%..+.i„^' 

=  "'2^-l'=°'S+"'W  +  "'S+-l                 J 

^ 

+  ["'w+"''Sv  + 1                1 

p 

-i»'w+ 1                      1 

+ '  " 

Uie  erste  eingeklammeTte  Reihe  onthült  alte  Primfaktiiren  d^ 
Keihe  nach,  die  zircite  alle  CnmhiDatioFien  211  jc2v\eien  von  ihn^i 
obii«  Wiederholunseii,  die  dritte  alle  Coni)>iiiäl)onen  zu  je  dreies« 
von  ihnen  ohne  AViederiinlungen,   n.  b.  h. 

m 

Vnn  ilcni  Herrn  Doclor  J.  Dienger  in  Sinilieim  bei       ^^_ 

rJi  (4<i'+irHl)'  -  llir"  ^  (4i.'+2»H2«+l)'— 4»"(»+l)«' 

>=.        dCo'-r'j  +  l (4n'-än-l)„ 

,^1  (ia'  +  ira+l)»— 16r«^(4a*+-2M«+2n+lj«-4«*(«+l)«* 

'=■= ^ I      1        1  n»       ■■        ' 

,;,   (4<."+4'H V- '6''~  8  4««+ 1     1  „,   (4r«-l)>-S' 

,...         4(a«-r')+l  1         l!  '  "~    '~»_J J 

r^i    (4o*+4r»+i)ä3Iti?5—    aUn^+n  ,^1    4r«— l^a' 


Diese  Gleichungen  gelten  für  jedes  reelle  a. 


Das  bestimmte  Integral 

/"•.in(=j:).sin'(c»)p^ 

ist,  wenn  c  iiositiv  ist,   für 


4t7 


gl«icb  0' 

r=— 2c, 

"  ~8' 

• 

n 

:=0, 

„     0; 

0<i<'ic, 

i=2c 

-I--- 

2C<X^+0B„          0 

Zeichnet  man  unter  das  Dreieck  ABC  (Tai.  X.  Fig.  i.) 
^^  gleichschenkliges  Dreieck  ADB,  so  dass  Winkel  DA6 
^JDjBA=sACB9  zieht  DC  und  durch  einen  beliebigen  Punkt  F 
^  CB  oder  dessen  Verlängerung  die  Linie  FE  so^  dass  Winkel 
?^!E=  CJi?.  so  wird  EF  durch  DC  halbirt 

Nennt  man  a,  b,  c  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  ABC,  r  die 
•4Uige  CF«  DCB  den  Winkel  J7,  so  findet  sich 


tg^=* 


dsiniB 


26cosil^-|-acosA' 


C= 


rsinJB, 
"siüC"' 


goid  sodann  nach  der  bekannten  Formel,    ein  Dreieck  aus  zwei 
^iten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  zu  berechnen/  \GCF 

S^ch  gross  mit  ^ EG C,  also  EG=GF.  ^lan sehe  auch :  Adams, 
ie  merkw.  Eigensch.  des  geradl.  Dreiecks«  S.  5.). 


An  einen  Kreis ,  dessen  Halbmesser  r  sei ,  ziehe  man  in  jedem 
Punkte  eine  Tangente ,  verlängere  jede  derselben  zunächst  um  das 
Stflck  Aund  zwar  so,  dass,  wenn  man  (Taf.  X.  Fig.  5.)  im  Endpunkte /2 
des  Halbmessers  Oß,  mit  dem  Rücken  gegen  den  Mittelpunkt  gewen- 
det» steht,  die  Verlängerung  nach  der  rechten  Seite  hin  gehe.  Jede 
dieser  Verlängerungen  verlängere  man  um  ein  Stuck,  das  propor- 
tional bt  dem  wachsenden  Winkel  RON,  der  wächst,  indem  OR 
lorch  OM  geht,  bis  es  in  ON  eintrifft,  und  zwar  so,  dass  die 
Verlängerung  der  zweiten  (röckkehrenden)  Tangente  in  N  gleich 
K  sei.  Ist  Q  ein  Punkt  dieser  Curve  und  sind  Q,t  die  laufenden 
Polarcoordinaten ,  so  findet  man  als  Gleichung  der  Curve: 


Then  XII. 
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|  =  [V"f»-r»— A|  — -arc{coB=-)  - 


UieLänp  desCunensliickH,  ila«  anlHLhen  lien  den  Pnnkteti  A 
in<l  It  des  Kreises  enUprcchc-iiden  l'iinlU-n  diT  Curve  lii^el.  iül 
vitnn  Winkel   ltOy=ü>: 


•'"''''+55'   +(ä™— )' 


ollstnndlgen    |Tinl9uri>n  üki 


— gj-  log  I ' 


Fär  A=iO,  a=irn  isl  ilie  (.'iine  eine  Kreisetolvfliit«. 


Wird  ein  Kilrper  seliief  in  die  HüIie  fsesclilcudert ,  nnd  mau 
nimmt  an,  das«  sein  Schwerpimiit  nicht  aus  ilerseilien  Vertitai- 
ebene  heraustritt,  dass  ferner  FM  den  ^Viderstand  der  Lult  atiS' 
driieltt,  so  ist  die  Gieichang  der  Bahn  lies  Schwerpunlits:, 


g='im^  iiielreH, 


1 


.  1,1  i.i  «• 


m 

...(r+M— 1)  +  2.3.4 (r+n)  +  3.4.5 (r+n+l)+  .... 

....+(m-r+2)(m-f+a) (w+w) 

_  (m-l-n-f  1)  (m-f  n) (m—r -t-2) 

n+r 


7t 


J-Kr+l) 


»•+4ii«+l)«— (4it)«  ""  (4iiH(r+l)*+r*)«-.4(r+l)«r« 

«+l)«(2n— l)»"'  'Xat-JÄ)» ""  •  i    \. 

n 1_ 

oH(2m-1)«)  (4a«+(2«+l)*)  ""Säo'+S " 

H 1 

«+i j_ 

ii-l)(2»+l)(2n+3){2«+5)-"40' 

.  •  n         .    . 1_ 

l)fi»+l)(3«-f3)(2«+8)  -  e»  ■ 

2n6  +  l 


+((2«-l)6+l)»J  [aH((2«+I)*+I)*J 

(fHi)(r+i)' 

-  [oH(^l)*l  [a«+((8r+D6+l)»J ' 

2n+l  (r+1)« 

4-(2«)«)(«*+(2m+2)>)~  a»(a"+(2r+2)«) ' 

2«+I 1 

?+4n«)(o«+i(2«+2)»)~  4o*  * 

cann  hier  jede  reelle  oder  imaginäre  Grösse  seid,   nur  darf 
Glied  unendlich  iverden. 
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XXXVI. 

Niscellen. 

ÄiitRn'Berausgeber  d*8  Archivs  der  MftlhemaHfc  und 
Physik. 

Im  der  Hoffnung,  dase  Sie  fnlgendem  kleinen  Aufsätze  einen 
Pl&tz  in  Ihrem  Ardiivc  vorgünnen  »ollen,  hin  ich  so  fcei,  ihnen 
denselben  hieTiiiil,  dureh  meinen  hieeigen  Freund,  den  Hemi  Buch- 
händler 1).  F.  Bonnier,    mitzufli<^ll(^ii. 

Die  Jiinumial-Foniicl   aU  Quotient. 


die    nächst   vor  hergehen  den 
5  Zahl,   die  entweder  gleicli 


Es  ist,  wenn  A  ,B....A',ß',.. 
Glieder  ausdrücken,  und  m  eine  j 
oder  griM'.ser  als  u  tat,  bedeutet: 

»+mi   .  (i.-l)(»+i»-l)>,(m^2X»+m-i)„i, 

"+'''  -"       n-ml,    (,i.-l)(n-m+l)     t    (..-gX.-m+gjrr^ 
'       2     o         acim-l)      "'i         3(2ni— 2)      "  i   " 

Aus  dieser  allgemeinen  Formel  erhält  man  dnrch  SubstitutinD 
folgende  Approximations-Pormeln,  von  welchen  jedoch  eine  jede 
exakt  ist,  tvenn  man  »i^n  annimmt: 


■> 


I  m=.\),   übereinstimmend  mit  der 

von  Lambert  gefundenen  Formel.  (S. 
Beitr.  z.  Gebr.  A.  Mathem.,  %  Till. 
1.  Abschn.    S.  ]G3.) 


,    n+26   .  n+l    .  b 

.    ^~r  ä  +  TT^tt    ,  „. 

=«". 5-r 1 7,  (wenn  »i  =  2) 

*     2"ä     ää""'^ 

..«+36   .n  +  i  ,ft  .  «+1„  6 

isa». öT ö — r 1 Tif  (wenDm=3)u.s.w. 

I    n—ö  b      n--2  .,  6      n— 1  g,,  o 

2     a        5        ^       3.4       n 

■  ■?.•• 

Die  Näherungs- Kraft  der  letzten  Formel  ist  so  bedeutend« 
dass  man  direkte  findet:  Vl0=3,16227766017...,  welches  bis  auf 
^'^  letzte,  oder  eilfte  Decimale   richtig  ist. 

Gothenburg,  in  Schweden ,  den  19.  Januar  1849. 

J.  J.  Astral  od  9  Privatlehrer. 


Beweis  eines  geometrischen  Lehrsatzes. 

V«n  dem  Herrn  Dr.  Wiegand,  Oberlehrer  an  der  Realschule  in.  Halle. 

Im  Novemberhefte  y.  J.  der  Zeitschrift  „  T  heMathematician*' 
verlangt  Mr.  John  Walker  aus  Dublin  einen  Beweis  folgenden 
Salzes: 

Wenn  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunkts  des 
einem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises  mit  ei»ef 
Winkelspitze  die  mittlere  Proportionale  zwischen  dem 
Durchmesser  des  genannten  Kreises  und  dem  Radius 
des  umschriebenen  ist,  so  bilden  die  drei  Dreiecks- 
aeiten  eine   arithmetische  Progression. 

Wir  geben  hierzu  folgenden  Beweis« 

Es  sei  ABC*)  das  Dreieck,  O  der  Mittelpunkt  des  einge- 
schriebenen, M  der  des  umschriebenen  Kreises,  q  der  Radius  des 
efsteren  und  r  der  Radius  des  letzteren  Kreises,  dann  ist  he- 
kanntiich 


0Ä«=r«-2pr. 


T  <•:, 


Bezeichnen   wir  nun  den  Abstand  AO  mit  m,    so    ist    nach 
der  Voraussetzung 

ithin 


*)    Die  Figur  ist  leicht  zu  zeichnen. 


^gwUo  »t 

^ 

^M                                                 JIIOA=\)(f>. 

,M 

^m     Nun  ist.  »ie  sich  leicht  ersteht i 

H                                             «i<G:=^+Ä-!)0". 

'^^ 

^g     ekler  auch 

Uecendo  Winkd  | 

ji»  ■l«l.  wUk^^-         AfJ0==W-(J  +  O, 

1 

*» 

, 

H'                             "=<;i)all»«-(|  +  C)|=.iii( 

4+c) 

■      0.. 

H                                          '^  =  anJDS......    (1)' 

^1      Nach  bekannten  SSteen  Ut; 

•'S 

H                                        AB:AC=BD:CD. 

.;>JH 

^P                           ^S:SC=^C:a)=«nJ»fi:>i 

4^    ~ 

und  ulso,  du 

mit  Rflcksicht  auf  (1): 

AB:BD=  ÄCiCD=j  -.^  •  ^m^-.er, 

also 

ABi2BD=iAC:2CD=m*:Üfr. 
und  weil  in'=2^,   auch 

JB=iBD,  AC=WD; 
mithiD 

wie  zu  beweisen  war. 


4U 


Hülfsmittel,   die  verschiedenen   bei    spliärisclien   Spie- 
geln  vorkommenden  Fälle  leiclit  zu  behalten. 

Von  dem  Herrn  Dr«  E.  W.  Gre¥«  zu  Cassel. 

In  der  Figur  Taf.  X.  Fi^.  6u,  4l/ereo  Buchstaben  diß  Anfangs* 
Stäben  der   einzelnen  Wörter  in  dem  lateioischen  Hexameter 

n  Tite>  disce^  deeet  te,    quae  sint  niira  Minervae 

,  soll  der  aus  dem  Mittelpunkte  dd  beschriebene  Kreisbogeo 
n  sphärischen  Concav-  und  Convexspiegel  bedeuten,  oein 
lopunkt  ist  f.  Von  den  übereinstimmenden  Buchstaben ,  z.B. 
na  q,  m  und  M ,  kan«  allemal  der  eine  als  der  Gegenstand, 
andere  als  das  Bild  betrachtet  werden»  und  es  ergibt  sich  so- 
ob  das  Bild  verkleinert  oder  vergrössert  ist.  Steht  der  tmt* 
chende  Buchstabe  auf  der  andern  Seite  der  Axe,  so  deutet 
es  an,  dass  das  Bild  umgekehrt  wird ,  wenn  nicht,  so  hat  es 
elbe  Stellung  wie  der  Gegenstand.  Wird  M  als  der  Gegen- 
d  betrachtet,  so  muss  der  Spiegel  convex  gedacht  werden,  in 
I  übrigen  Fällen  concav. 

Will  man  unsere  katoptrische  Fieur  für  die  Dioptrik  mitbe- 
en,  so  muss  man  sieb  den  Splegd  mit  einer  gleichwirkenden 
(e  vertauscht  denken,  und  muss  dann  den  Ort  des  Bildes  auf 
elben  Seite  der  Axe>  aber  auf  entgegengesetzter  Seite  der 
\e  nehmen. 


eitiuig  ei^er  .Foiinel   zur   Thcalun^    abgel(urzter   Kegel 

und  Pyr/upiden. 

Herrn  J.  Flögl,    Eleven  der  \.  V.  F^stlehranstaU  zu  Mariabrunn 

nächst  MTien. 

Es  erscheint  öfter  als  Aufgabe  die  Forderung,  einen  parallel 
»kürzten  Keg^l  oder  derlei  Pyramide  in  verhältnissmässige 
ile  zu  tfiellen.  >  . 

Es  bedeute  a  den  Durchmesser  der  Basis,  b  den  kleinern 
chmesser,  und  h  sei  (Tie  üeiikreciite  H6lie,  endlich  sei  x  die 
emung  des  Theilonga&chnittes  vom  schwächern  Ende.  Der 
vächere  Theil  sei  iV,  der  stärkere  M,  und  es  finde  noch  fol- 
le  Relation  statt:  JI/iN=m:n. 

Denken  wir  uns  der  K^örMr.sei  ein  Kegel  und  er  sei  ergänzt, 
bedeute  c  den  Kubikinhalt  des  Ergänzungsstückes  und  y  die 
le  desselben ;  ferner  sei  der  ergänzte  Kegel  senkrecht  auf  die 
is  durch  die  Achse  geschnitten,  so  werden  im  ^chsendreieck 
ende  Verhältnisse  statt  finden: 


■p 

..  =  »+„,    ,  =  „-^,                         ^ 

^^n!iir^ 

*  "^1 

■ 

^H     dos  LetBter« 

aus  nbiger  Proportion.                                           '^^| 

^H             Der  Inhalt  des  gaozen  Körpers  sei  K,  so  hat  man:           ^H 

■ 

]ir=«  +  Ä=2i±i'iV,                          ^1 

1 

«=^(„»+o'  +  i');                             'S 

^B     alio 

'1 

■ 

/V  ('i±!)=^(o'+.4+J<)                       ^ 

^B     niiil 

^^H 

1 

"=is^  <-+«»+»*)■    '^'VH 

PP           Nun  hal 

man  nach  einem  bekannten  Satze:                      ^^H 

*+iV+CiiV+o=(A  +  y)':(:r  +  j,)' 


und  ferner: 
•'+«'+"+  ^6  ^  irf;C*+»»+"'+„-?5=(a-3j)'K-+»)-. 

_  &A  _  oA  */^a*-fmfe' 
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oder 


Will  man  die  Länge  auf  der  schiefen  Seite  aussen  abnehmen 
und  diese  durch  x'  bezeichnen,  so  kann  man  fol(i;ender  Art  ver- 
fahren: 


Es  ist 


5- — o=d  und  x:d=ilitaLngtp» 

X 

;r:d;'=cos9:l,  a:'  = 


cos  9 


Sätze  aus    der  Zahlenlehre. 

Von  dein  Herrn  Doctor   J,   Dienger,    Lehrer  an  der  höheren  Burger- 

«chale  zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 

8  1. 

Sei 

^(tt)  =  H-(m»)H-  (m«)«+  (!»«)•  + .... +(m«0**  (D' 

so  Ut 

^  («+l)=l +(m«)«"+  (»1^« + (m«)*"+ ....  +  («V. 
«bo   . 

^(n+1)— ^»(«)=(m*-)«"+(m*-«)*  +  (wt*-*)»+ 

+  (m*+«)»'—  («%-»)»— (m*-»)»... — (m»)"" 

=[(m«^i)«  +  (m«r-»)M.  (m»^a  + +  (mi)«]  [(j?i*^+^)«  - 1] . 

Hieraus  folgt 

^(ii+l)=[(m«r-i)«+(m«r-8)«% ^.(„ii/][(,n«r+i)a'Li]+^(„).    (2) 

Bezeichneo  wir  mit  Grelle  (Eucyklopädische  Theorie 
der  Zahlen)  durch  G(p)  irgend  ein  Vielfaches  von  p  und  neh- 
men wir  an,  es  sei 


I  )m«  (.«*  +  «*+ *OT*=6» 


('«•'+T-ft(f)  +  i 


SeUt  man 


W 


der  Gleichung (2)  »^1,  hu  ist  nach  (3)  ■ 
"  "       '      '         tfacilhsr,    ul«o  ist  es  ai 
it  dich  eben  so,  dass  ai 
Mbb   hat  daher   folgenden 


(-1)  offenliar   Ah;   zweitu  Seite   dureh  u  thcilhsr,    ul«o  ist  es  audi 
if'(2).  Sctxt  man  Temer  »^2,  so  erficht  «ich  eben  so.  dass  auch 


4t(3)    (heilbar  durch   ji  »ei,    v.  *. 
Säte: 

„Sind   die  GrSsseri 

«!*■+'+!  uder  /«*1»— I, 

um +,«+-«+ +  «    _   ^^^^_,   _        ,,„^.i,(,„_,j 

durch  />  theiihar,  so  ist  es  au^h  die  GrüKtie 

I +(».>)»  +  (m«)H (w.>)H +  ('«*)»'  «  >  0 

no  M,  »,  r  ganze  Zafalen  sind." 


Vnn    die«eni    allgeniei 
:zielle  Arnvendurigen  niatheii. 


I   Satze   wollen  mr   zunSchst    einige 
en  matnen. 

1)  Sei  nSinGch 

m=-2.  r=l,  so  is(   tw*+' i  l=2a±l  =  j^  ; 
o  ist  2^—1  durch  7  thellbar;  femer  ist 


(»"f  4-1)  («''*'— I)  _8.7 
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ebenfalls  dnreh  7  thellbar.    Folglick  ist  dit  Gf»88e 


»  • 


immer  durch  Ttheilbar»   was  auch   die  ganze  Zahl  n  sei. 

Da  übrigens  9  und  21  auch  durch  3  theilbar  sind ,   so  ist  es 
ancb  die  Grösse  (5),  und  folglich  ist  sie  auch  durch  21  theilbar. 

In  der  geometrischen  Pripgr^ssion   , 


■  I 


u         u  iß  n 


m,  ite?  I«  und  fi  ganae  2iahleii  sind»  sind  «Uo  je  dfei  CiU^di^r  zu- 

a(2^)»+ a.(2H:i)«  +  «^2'+«)t«a.(S^)4l+2*+4«] 

durch  3,  7/  21  theilbai,.  «in  Sats,  den  Hieilweise  Stifel  in  mimt 
Arithmetica  integra  auffuhrt 

2)  Sei  m=2,  r=2»  so  ist 


m 
also  ist 


1  +2»%4H-8Vhl8«'  n>0  (6) 


durch  31  theilbar,   was  auch  das  ganze  n  sei. 
3)  Sei  m=3,  r=l,  so  ist 


m-^-r*Hti=o-±i=  J26' 

<m+l)(i«- 

-i) 

-*  4.2 

lo  ist  die  Grösse 

4 

. 

■' 

J      .      ■    . 

*  n        n 

• 

l+3«  +  9«,  n>0  f?5 

durch  7 ,  Vi,  also  auch  durch  91  tlieilbar. 
4)  Sei  m=3y  r=:2;  so  ist 

«>+i±l=3»+l=  |242' {m+i)(m-l) "  Tä"  -«l'^H 

also  ist 

H3*V?*+»M«1»%>«  ..     (Ö) 

durch  61,  121,  also  auch  durch  7381  theilbar. 


5)  Sei  m=4,  r^l,  so  Ul 


-^ 


(m»HHJ)(mW^l)_  «6.63  _ 


also  ist 


durch  13,  21,  also  nuch  durch  273  thcUbat. 

AuM  dem  Lehrsalze  iu  §.  I.  kann  nia»  leicht  noch  folgende  ali- 
gemeioe  Folgerung  ziehen: 

„Sind  die  dort  angegebenen  Hedingungen  errfilll. 
so  sind  je2r-l-l  auf  einander  folgcude^ilicder  der  Reihe: 

(i,«.m*,(i.(iM«)^a.(iw')", 

durch  p  (heilliur,   wenn  a  olne  gaitze  Zahl  Ist" 


I 


5.3. 


1  §.  I.,  erhlilt  man  folgenden 


„Sind  die  GrTiBsen 

»l*■^>  +  l  oder  m*Mi— 1. 


(m.+  lj(m-l) 
durch  p  theilbar,  bo  ist  es  auch 

H(m")M-(m«)«"Km»)«"+ +  (m*-+i)»"    n>Oi         (?) 

was  auch  das  ganze  n  sei"  ■ 

In  diesem  Falle  sind  je  (2r-l:2)  Glieder  der  Reihe 

o,tt.m«%.(m*)V.(fn')*" 

durch  p  theilbar,  wenn  a  ganz  ist. 


Wir  wollen  nun  wieder  einige  besondere'  Fälle  betrachten. 
1)  Sei  m^3,  r=:l,  so  ist.  j    :     : 
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«r+ij.1     13.1- »28  (m«r+Hl)(»»»+*-l)     (3« -1-1) (3«- 1) 
.••+»±1=3'±1=  J26. ;;jizn = pHl 


m        _  —         »,„ 

_  ^^ 
-    4.2 

Folglich  ist 


1=20.41. 


l+3a  +  9»"f27»r  ii>0  (8) 


I  >• 


dnrcb  4  theilbar,  was  auch  das  ganze  it  seL 
;     2)  Sei  m=2,  r='2,  «tf  ist 


iVi     ;,..!      )33   (m*f«+l)(m«^«--I)     (2H1)(2»-1 

±  1=  i*±i=  }3i '      (m+i)(,;i=:i)~ = 5T— 


65.63 


=  xr=ßs-2»- 


-;.» 


Polgiieb  ist 


l+22  +  4«+8«  +  16»  +  32a,  n>0  (9) 


durch  3  theilbar,  ivas  auch  das  ganze  n  sei.  Dieselbe  tirSsse  ist 
iiaph,.§«  2.  2)  auch  durch  7  theilbar,  also  bt  sie  es  auch  durch 
21,  ii*  s.  f. 

$.5. 

I 

Man  kann  leicht  auch  folgende  S&tze  ableiten »  worin  wiedier 
m,  n,  r  ganze  (positive)  Zahlen  sind. 

«Sind  die  Grössen  m*"+^—l  und— -- — 5—  durch  p  theilbar, 
so  Idt  es  auch 


(( 


Femer : 

„Sindiii*'+*— 1  und ^ —  durch  p  theilbar,    so   ist   es 

auch 

l+(mO*  +  (m«/+ +  (m^H-i)»"  n  ^0." 


■.  1 


aing 

rnfessor   l>r.    O.   Sc h  I  i'l  ni  i  I  ch    an    der    UoiTerdttt 


Wenn  eine  Funktion  fix)  an  Irgend  einer  Stelle,  etwa  für 
j!^^a,  eine  Unterbrechung  dei  Cooaniüt&t  erleidet,  so  kommen 
ihr  daselbst  eh  ei  verschiedene  Werthe  ku,  voo  denen  der  ejue 
den  EridHcrtb  der  bUherigen  Reibe  von  Werthen  bildet  und  im 
andere  den  Anfang  zu  einer  neuen  IJeihe  luacbt.  Denken  wir  uiu 
z.  il.  den  Vermrigenszustand  als  Punktion  der  Zeit,  die  letztere 
(j-)  auf  einer  Abscieseoacfase  vom  Punkl»  O  un  gerechnet  (Taf.  X. 
rig.  7.)  und  den  Kassen  bestand  [/'(■r)]  als  Urdinate  senkrecht, 
so  kann  in  dieser  Vermügenecurie  eino  Diskontinuität  eintreteo, 
wenn  diircb  einen  Zufall  (£.  B.  Lotteriesewinn .  Erbschall  u.  d^.) 
das  Verniiigen  plülElich  steiet  oder  eben  so  znßllig  durch  ^  e^ 
Inst  iilütKlich  verringert  wird.  Ereignet  sich  ein  solcher  Zufall 
am  Ende  der  Zeit  a,  so  gehören  zur  Abscisse  a!^=.a  zwei  ve^ 
fichiedene  Ordinalen,  etwa  jO/  und  AN,  die  man  nach  Lejeune 
Diiichlet's  Vorschlag  äehr  nassetid  dadurch  unterscheidet,  dass 
man  die  erste  AM  mit  f{a—\i)  und  die  zweite  AN  mit  /'(a+O) 
bezeichnet. 

Dies«  einfachen  Bemerkungen  fSbren  leicht  zu  der  AnflSbuog 
des  Prohlemes:  „ein  Kriterium  anzugeben,  woraus  miut  erkeniieii 
bann,  ob  eine  bestimmte  Fcmktion  f[x)  Unterbrechungen  der  C<m- 
tinuilltt  erleidet  und,  wenn  diese  der  Fall  sein  sollte,  an  welchen 
Stellet)  diese  Utilerhrechungeii  eiiitreleii.'-  Als  fi'in  solches  Kenn- 
zeicben  lührt  C'aucby  an,  man  solle  nachsehen,  ob  es  Werthe 
V«B  X  giebt.  iiir  welohe  die  Differenz 

'slcfi  bei  unendlich'  abnehmenden  i  einer  von  Null  verscbiedenen 
Gränze  nähert;  ßndet  sieb  ein  solcher Werth  x^k,  so  Ist  dadurch 
eine  Stelle  bestimmt,  an  wclcber  f{,x)  unstetig  wird.  Dieses  Kri- 
terium ist  aber  seht  ungenügend;  denn  setzt  man  (Ur  x  den 
Werth  fl,  so  weiss  man  nicht,  ob  unter  /'(o)  der  TVerth /t« — 0) 
,  oder  der  andere  /"(«-fü)  verstanden  wird;  im  ersten  Fafle  wSre 
allerdings 


Lim[/-(«  +  Ä)-A«-0)]^O, 


im  Kwelten  Falle  aber 

Lin.[/(a+5)-/(a+0)]=0, 

wie  man  unmittelbar  aus  der  vorigen  Figur  ersiebt,  wenn  man  die 
Ordinate  f(a+S)  und  jede  der  obigen  Differenzen  durch  eine  Pa- 
rallele zu  OA  construirt.  So  ist  z.  B.  die  Funktion —  dtskonti- 
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Miirlick  Mt  dM  Stelle  4;=«,  denn  hier  gebt  die  Funktion  aus  -« 

nach  +Qp  aprangweis  über;   ebenao  erleidet  Arctati an  dir 

•etben  Steile  eine  Unterbrechang  der  Continuität  und  springt  %va 

Arctan  (—  qd)=—  ^  "»«•>  Arctan  (+  od)  =  +  « 

fiber»  aber  trotzdem  kann  hierCauchy's  Kriterium  trAcen:    denn 
^       bitte  ^     ' 

1 

f{a  +  Ä) —/l(a)= Arctan  -s  —Arctan  —^^^ » 


und  mitbin 


Lim  [/(fl+d) — ^/"(a)]  =  Arctan  00— Arctan  ^ 


Diese  Unsicherheit  veranlasste  mich  in  meiner   „algebrai- 
schen AEalysis'*  das  bessere  Kriterium 

* 

Lim[Aa+c5)-Aö-«)]<0 

aafzustellen ,  aber  auch  dieses  reicht  nicht  überall  ans.    Man  be 
trachte  z.  B.  die  beiden  Funktionen 

und 


Constniirt  man  sie  geometrisch ,  so  erhält  man  die  beiden  in 
Taf.  X.  Fig.  8.  und  Taf.  X.  Fig.  9.  dargestellten  Cnrven.  Mein 
Kriterium  sagt  oun,  die  eine  sei  unstetig,  die  andere  aber  stetig, 

denn  für  f(x)^ ist 

Lim[/(a+^-^/'(a-d)=Lim  [q^-— J  =^' 


dagegen  fiir 


f{x)  =  7 TS  ' 

'  ^  '      (x — a)* 


Dieser  Ausspruch  streitet  aber  gegen  die  Anschauung,  denn  beide 
Gurren  bestehen  aus  zwei  getrennten  Zweigen  mit  gemeinschaft- 
licher   Asymptote,    auf  die  Lage  jener  Zweige    kommt  offenbar 
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nitrhis  an,  hihI  wenn  man  die  erste  Curve  für  nnstetig  efklSrf,  m 
muHs  luiin  ganz  Mchev  ancfa  die  zivt'itr  dtifüt  hallen.  I)alicr  Ut 
jene«  Kriterium  noch  iti  hexchrUnkt  und  ich  alflle  desdinlb  Jtt 
allgetn«Hnere  auf:  „die  l'unlclioo  f(x)  erleidet  im  il«>  Sldl* 
eine  Unterbrechung  der  Continiiitiit ,  «enn 


Lim[/-(n+a)-/r«-«)|^0 


t 


ist,   wohei  6  und  e  zwei  verMchiedcne  (irilssen  sind, 
Ant  gemeinschaftlichen  GrUiiEe  Null    nähern."    So  hat  D 

HDd  ;r  — flt 

Un,[««+J)-A«-.)l  =  Ura[i-3]. 

und  etwa  TAr  e^'iS  (uni  nur  die  Yemchiedenheit  ron  S  ui 
zudrdckcti) : 

also  /(.r)  dlskontinuirlich  an  der  Stelle  :r  =  n.  Üeberhaopt  bafih 
man  iinmer  i^kS  eetxen.  ivo  jt  eine  beliebige  aber  conslanic 
GrltsHB  beselvhnct. 


ilte  iddi 

in  t.  B. 

f 


Weoo  y  eine  ganze  rationale  algebraUdK  Fasctioa  des  nttm 
Grades  ist,'  so  ist  immer 


Deutsche  Maasse,  Münzen  nnd  Oewicktc. 

Vorscblä^e  zar  Reform  der  deutschen 
Maasssysteme. 

Von 

Herrn  H.  Scheffler, 

^Dduclcur  bei   den  lti;rco);l!i:b  BraiiiMrhweigUrhcii  Eiienbohnen. 


■j  ilca  (leiil^chon  MaasBsv<stemen  bereitet  sich  eine  ^rossar- 
__  leform  vor.  üa«  Beüte£en<le  enveist  sich  nach  mehr  denn 
tiuwmdjNbriEem  Gebrauche  als  iinKweckniasstg.  Alan  hat  vieirache  ' 
HXa^l  an  uen  Mitteln  und  Methoden  entdeckt,  deren  eich  die 
deutschen,  ja,  luan  kann  iitiinor  nnch  8a»en,  alle  Vülker  der 
Eni«  hie  heute  bedienen,  um  von  der  Quantitiil  der  jihysischen 
Grllsscn  deutliche  Vnrstellungeii  zu  erluncen;  und  irian  geht  dar- 
luif  aus,  durch  Beseitigung  dieser  iM.'ingerdie  fraglichGii  Melhndeii 
naer  gn'isseren  Tollkomruenheit  entge);eniu führen. 

Bei  einer  iedeti  UmwSliimEr  von  InstitutioBeti,  nclcho  so  tief 
ipi  die  nie  nach  liehen  Bcscbsnigungtin  eingreifen  unl  di^r  Handlungs- 
weise in  so  vielfachen  Beziehungen  die  äussere  Nuri»,lJeri;ni,  tvif^ 
die  Maasssvstenie ,  ist  der  Uebergang  von  dein  Alten  xtim  INeuen 
steta  ein  schmieriger  Akt,  welcher  von  den  grüsslen  Belastigun- 
eaa  iler  (iei^ellscbalt  begleitet  ist,  da  er  die  Aiisreissung  de^  von 
Kiadlieit  an  eingewurzelten  Gewohnheiten,  die  AiieiüPiiung  einer 
Banz  neuen  Anschauungsweise  Über  den  Wcrth  der  Grilsseh,  uiid  ■ 
blinder  Uli  II  ige  Aenderuneen  in  den  Regeln  erfordert,  nach  welchen 
die  alltÄülichsten  Bedürfnisse  befriedigt  werden.  Deshalb  ist  es 
Pflicht  aller  Derjenigen,  welche  auf  solche  Uniwiilznngen  einen 
besonderen  Einmiss  zu  üben  benifen  sind,  mit  griisäter  Umsicht 
und. Unbefangenheit  die  wahren  Mängel  des  Bestehenden  uud  diei 
wahren  Erfordernisse  des  Neueinziiricbtciiden  zu  erforschen,  da-  ' 
Diii  die  IVIüben,  welche  Millionen  von  Menschen  bei  jenem  Umsturie 
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sich  auferlegen  niiisseti,  uuuli  itiireli  die  hnchsten  l'>r<>lge  g«krn 
werdeu.  Uiese  Itücksicht  bat  mich  l>«titiiiiml ,  durch  die  nadl 
stehende  Schrift  aiil'  einigit  nesentUche  Bedingungen  eine«  ml| 
liehst  rnllknniMieneo  MaassHystemes  aufmerksam  zu  machen,  ■^elcf 
bisher  noch  keine  riffentücben  Vertreter  gefunden  zu  hnben  S'  * 

Da  eine  jede  QuantilMsliei^limmung  Auf  dem  Akte  der  Vif 
eleichun^  irgend  einer  gegebenen  (JrfisKe  mit  einer  ander 
für  alle  Mal  ;iIh  bekannt  voranisgeeet/ton  (jrund^riiiMe  b< 
so  koDinie»  bei  dieser  Ouerutioii  Meäenilich  xn'oiJ)intta in Jtetra 
näpillch  1}  der  absolute  Werth  d^r  <inind^>«8«i  oi 
heil,  und  2)  die  systenrntiriche  Art  und  Weise.  «Ic  dies 
gr5sse  behuf  ftleasnng  einer  anderen  in  ATiiieriduiig  gehriifl 
werden  soll,  oder  das  (icsetK ,  nach  »elcliem  die  IVInassetnln 
Belbisl  in  untergeordnete  Kiiiheiteu  gelheilt  und  /ii  hüberen 
heiten  zusauiioengesctzt  ivird. 


Hineichtlieh  des   ersten  Punktes  hat  man   bei   den   deutM^bn 
MaasBsys  lernen  keinesH-egs  an  sebr   Über  die  n  nz  weck  mit  seie  ge- 
wählte (inlsse  der  Einheilen  zu  klagen^  als  vicimeln'  über  uefCD 
eroase     Manniehfnltigkeit    ih     den    versehiedenen     Lindnr^ 
Nicht  allein   in  den    einzelReh  BtuidecKFitniiten ,    sondent   In 
Provinieo,    Land>«chafiten  und   Studien   gH>t   es  theils  ^cisetzliq 
theiU    herkömnditb    verschiedene    (irnndeinbeilen:    nach    uelcM 
die  LKngen,  Flachen  nnd  Ki)r|>er.  die  lie^nichtt'.  dns  tield  u.  dci|j 
gemessen  werden.    Zu  den  dureh  neuere  Ijandcfivernrdnnn^oa 
geführten  Geraässen  gescllvn  sich  nitnitds  unch  die  |riiber  ^lilidit 
deren  Gebrauch  sich  ebeufnlls  erhalten  hat.    fCor|)oratl'>nen.  HvM 
den,  und  selbst  einzelne  Privaten  haben  sieb   hin  und   wieder  T 
ihre  speziellen  Wirkungskreise  eigene  Maassctnheilen  gebildet  o4| 
aus    deni    Auslande   erwählt ;    so   der    jirenssiscbe   Zolkerein  i 
mehrere    Babnverwallun)(en    ftlr   das   Gewicht;    der   nahe  am  %m 
uteben  gcuesene  Poslverein  für  das  Geld;    MasehinenTidirlktn  | 
die  Lungen,  welche  h&ufig  nach  eniclischem  Maasse  bestimmt  « 
den;    mathematische  Schriftsteller  far  Lungen  und  Gewicht«, - 
bei    bald    dieses,    bald  Jenes   einheimische,    üflet'   aber   das   : 
franzllsische  Gemäss  tu  Grunde  ^elei^t  wird. 

Dieses  Chaos  von  Maasselnheiten  h.'ingt  sUh  erschwerend'! 
Handel  und  Wandel.  Der  Kaufmann  und  Gewerbetreibende  fM 
in  seinem  Geschäftshetriobt:  auf  wenige  Meilen  in  der  Kunde  durt 
eine  Menge  von  Reduktionen  belustigt  Der  Techniker  hat  " 
seinen  AuefShrungen  mit  üngstlicher  äor^fnlt  auf  das  durebZeiq 
nangen  oder  Kontrakte  bedungene  Grnndman^is  zu  achten  i ' 
muss  In  sejnen  Werkstniten  und  Labnralorien  die  verschiedetu 
Maassstähe  und  Gewichte  mit  einaiiilei-  kcdllillreD  lassen.  Der» 
sende  kann  sich  im  eigenen  Valerlande  nitht  bewegen,  ahnt  L 
verschiedensten  Mtfnzsorten  mit  ^ich  zu  ttihren  oder  seine  tCafn 
einem  ewigen  Wechsel  zu  untctwerfcu,  w.djei  Volusle  und  'VS 
legenheiten  die  stetigen  Becleltcr  sind.  Der  Naturforscher  i 
Jeder,  welcher  wissenachamichc  Studien  über  GrftsBcnbestiihirt 
gen  ans  der  physischen  Welt  unternimmt,  gCTStli  fast  InV« 


Telune  über  das  Heer 
schieaenei)  Scbril'ten  In 
täte  unter  tiith  und  ein« 
erst  nach  niühsunier  Un 
einer   Arbeit   müglich   ist, 


ti  ru  n  dm  aassei  I,    uitf  ivejches    die  ver- 
!  stixl,  da  eine  Ver^leicliuns  der  Resul- 
'akti«che  Anneridung  dec^eiben    olliual» 
liriung,    also  er<st  nacb  der  Vullcndutift  ' 
eiche    vullLummen    OberflKssic    Mein  • 


würde,  wenn  sämmtliuho  Schrillste  Her  von  vorn  herein  ihre  üntet* 
suchunEjeii  »fid  Beiibu[:htuii(;cn  mit  einerlei  Maass  aiiseslellt  hlit^  •• 
ten.      Zu  diesen  Müiicii    der  Reduktion,    wodarch  viele  ailT  ^prnk^ 
tifiche  ßraiiuhhurk(?it  li«rechiiele  Uficher  einen  p-ossen  Theit  ihret 
Popularität   verlieren,    koniait    »och  ein    anderer   hilchst  ciupünd-   , 
lieber  Celtelstuiid,  11  eichen  namentlich  alle  Diejenigeu  ed  bekla^eu 
baben,    welche  mtih  auf  l'eine  Meiutungen    eiiitaseen    wollen.     E» 
■st  dies  der    UebeUtaiid.    dass   die  verschiedenen  MaaKSeinheitei 
aicbt  eiuiiiül  siimintlich  mit  der  erforderlichen  (jenauigkeit  bv«tinin^ 
siud,  und  das«  bei  den  vorgenoinnieoen  Bestimm  11 11  gen  nicht  nacl| 
deoselben   Gruiidbediiigungeii    verfahren    ist,    so  daüs  man  hiiiitig  1 
ABT  nicht  im  Stande  ist,  zwei  AlauGsnngahen  mit  der  geM'üowhteS' ' 
Präxjsion  auf  einander  zuriickznliibren.      Daher   liudet  man  fast  ip 
dien    Handbüchern    der  MaaHskuiide  abiveicbende  Angaben    über 
die  wahre  Län^^e  Ein  und  deseelben  Fueseti  und  ftber  tin»  (jenicl)t ' 
Ein    und    dessellieii    Pfnmtep.      Auf    solche    ungenau    bestimmt« 
Maasee   eriiaden    »leh    dann    t>i»der   die  Augaben  fiir  die  GrOsaf    ' 
der  aleichnaniiuen  MaasBe   anderer  Länder,    wodurch    der  Werth 
der  letzteren  noch  zw eifelhafler  wird,    als  der  der  ersteren.      B«l 
den  Gewich  Üb  etilimmungen  ist  diut  Geuit^^hl  einer  geHisseu  Meuae. 
Wasser  bald  im  Zustanile  der  eriissten  Oicbtigkei'l,    bald  bei  (fir 
Temiieratur  des  SL'hnicl£endeii  Eises,    bald    bei   IH  Grad  Wärme 
ftla  Aas!;nngsnunkt  angeno'nunen ,    ohne  dasä   das  Verhältuiss  der 
SpeziDschen  Gewichte  des  Wassers  in  diesen  drei  Zuständen  mlj 
bintBnglichcr  Schürte   bekannt  iriire.      Wenngleich    die  zuletzt   er- 
trühiiten    L'ngenauigkeiteti    so   geringfflgig    sind,    dass  sie    f(ir  d|i^ 
Anwendiin»  der  Maassc  auf  die  gewöhnlichen  Vorgänge  im  measch* 
ilclien  Leben  ganz  unbeachtet   bleiben  können;    so  sind  sie  doch''' 
grods  genug,    um   den    feinen  wissenschaftirchen  Dntersucbung*|i 
oftmals  einen  erheblichen  Tbcil  ihres  Werlhes  zu  schniUleni. 

So  ist  die  Mannich  faltigkeit  der  Maassein  hei  ten  fSr  Deutsch- 
tand der  Quell  von-  unzniiligen  Unbetjuemtichkeiten ,  üutElosfiR 
Itechenarbcilen,  l^ngenauigkeifen  und  Irrtnilmern.  Das  dringendsf^ 
BedCrfnifis    vor  allen    anderen    besteht    daher    in    der    Einlijhrtknft^ 

SIetchcr  ({.nd  fest  bestimmter  Einheiten  hchuf  Messung* 
er  verschiedenen  Grüssenarten  fUr  alle  Lhnder  Deutäcbland«:.  ES 
bi&iicbt  fiber  die  Nnthwpndigkeit  einer  sotchen  Maassregel  Nichn 
WvHer  angefahrt  /u  werden,  da  die  ganze  Nation  von  der  Nift^ 
^chkeit  derselben  überzeugt  ist  und  sehnlichst  den  Aui^enblic^ 
httbeiwanscht ,  no  Ein  und  dieselbe  S|irache  nicht  bloss liarh  den 
Lauten,  sondern  auch  nach  den  darunter  verstandenen  Objekten 
CID  volIkoMimenes  Verstiindignngsmiltel  für  Ein  und  dasselbe 
Volk  wird. 

Der  nbsol  Ute  Werth  dieser  Mi 
fJetiebung  v<m  dem  Gesetze  ab 
dieser  Einheiten  vereinbart  wird. 
tat  den  ersteren  Gegenstund  si 


feien  bestiroche 


ibeiten  hängt  in  manch«  _ 
welches  über  die  Eintheilung 
Wir  milssen  also  Bctrachlnntien 
longo  verschiebeu,'  bis    wir  <len 


I 


Was  mm  ilit-sen  zweiten  <ler  obigen  lioideii  Puntte,    n1 
die  Biiilheilung  iler  MuaKsi'iiilieiten  in  uiiterfct'ordnote  £in 
uiiA   die    Zusnmnienä  e(zi>  tji;  derHclben    /u   iillberen  EUlibohMh^ 
oiier  ülierliaujit  iltiä   vij;cnltU'hö  System    dos   (IouShms   faoIriQ; 
HO  s\ni\  hierliui  iiiclirer«  iM'imi'dtv  inis  Au}>e  zu  Inssen. 

Würe  fg  mdt(  die  pmlclisHit;  Brnncli  barkett.  welcbeill 
wcscnllirb«  Ltndingiin;:  «n  oiii  iMjKiMssyittem -jt^slellt  wird,  a«i 
ivelche  imler  Anderem  fiirdfrt.  cUiss  die  HessuntteFi  aller  Klasswi 
vnn  einerlei  firilKfcnnrt,  x.  ß.  die  McsKiin^cn  nllcr  sein  kleinen, 
niler  »rittk-n-n  und  Akt  arbr  aniseen  li&ng^n,  kit'ht  bewerkstel- 
ligt nerdeii  kllnncn,  dasf  die  MnaHsang;abcn  «ine  lieipieme  Uehm- 
siuht  und  Vergl^ichting  gcnübren,  das»  die  Rechnungen  mit  den 
aun  d<-n  Mesünnjfen  bervnrcreb enden  Zidilen  die  grOsblmrit^tiche 
Kinfafbheit  ilnrbleten,  o.  s.  w. ;  so  würde  ein  Syett-m  vnn  iinter- 
und  libcrgeurduelen  Einbpitun  vnllkonimen  flberilasKig  sein.  Mim  - 
kKnnt«  «ich  dnniit  1ie}!n(igeii .  nnr  eine  einzige  Uruinleinheit  l&f 
jede  Grffi^Henitrt.  k.  U:  den  Vn^s  für  die  Ldni;en,  anzunehnniu, 
und  alle  LSn,i;en,  ivelvlie  Ueiner  sind  als  Ein  Fiiss,  dnrch  die 
entspreebenden  "echten  ftrnchlbeife  eines  Fiiase»,  und  alle  Laugen, 
weblie  ^rn»scr  itiml  als  Ein  Fi!»fi,  durch  die  knrrcs|inndireinleii 
Vielfiicbcn  nnd  uneebten  Bruehtheile  desselben  Fusses  unsdrSckeo. 

Vl'ciche  Uiibenueudicbkeit  und  1tetu»>tiing  äea  .Uistralitinns' 
vermügeni  ivürdc  (iIht  damit  veibunden  füin,  wenn  luan  deinge- 
inüjis  z.  B.  die  kleinen  Viirialiuiten  de»  BurnmelerstandeB  iiauh 
FusiieD,  tttalt  nach  Linien,  oder  die  Kntl'crnuiieeii  ziriechen 
Stadien  anT  dur  F.uh;  o.lcr  »iir  ziviachcn  Uimmelskrirpern  nach 
Fusxen,  statt  nach  Meilen,  messen  ivullte!  Im  ersleren  Falle 
würde  niiin  es  immer  mit  nni>cinein  kleinen  Brüchen,  im  letzteren 
inimer  mit  ansserordentliL'b  L;ri)8«en  Zahlen  zu  thnn  haben,  woduTca 
die  Kerlinun);  »ehr  erseluNert  und  die  Vergibichung  SlifiGc|wi 
Criissen  unter  einander  ihrer  Anschmi  lieb  keil  beraubt  nerdcLn  nDra^ 

Die   Forderung   also,    dass    der  Gebrauch   eines  Alaa68cs>, ,|^t 
des    vielseilifisten    Bequemlichkeiten    verknilfifl    sei,    damit  ,^o|it 
bloss  der  mit  (itiiHseidreslimniui^en  vettranter  Gewirden^,  sonduL 
auch   der    an    niathemaliscbes    Denken    »eniger    G^ivühnte    äut 
d^s  liesultul  der  Messung  einen  leicht  fasslichen  und  mit  Ccmer. 
Hecbnungsonerationen   sich    leicht  verschm  eisen  den    Aundrurk  ,i 
lanii«,    macht    es    durchaus    n(i(hivendi<;,    dass    die    Grundeinhig 
welche  au  sich  selbst  su.gciviildt  eeui    umss.    du^s    sie  sich  I 
Messung  der  am  meisten  vorkommenden  Ktassen  Ei»  und  dei 
ben  Griiäsciiart  beqncm  verwenden  Iflsst,    mich    in   garti« 
drigerc  Einheiten  ^«theilt  sei,    vermittelst    nelcber  eine  e^eiS 
bequeme  Messung  der   an  Quantität  bedeutend  kleiner    ~    '^ 
aen    miislich   ist,    und  dass    jene    Grundeinheit  auch  zu  gewis 
h'iheren    Einheiten    zujtaniinensesetzt    sei,    dnrch    welche    < 
äbersichtliehe  Messoiif;  der    an  Quanlltüt  bedeutend    Rril9ser(l 
Gegenstände  bewirkt   worden  kann.     Auf  diese  Weise  vertneil^ 
man  dann  nauientlieh  die  hliutig  tehrunbe<|uemen  BTflehc. 
man  vine  Quantität,  welche  nichl  gerutle  ein  mKssig  srmseB  VW 


kdtes  Aer  (irDiitleiubeit  biMet,  als  eine  Üuiiimu  vun  \  lelf'uL'li«a 
ler  verscliieileiifln  uiitur-  und  til)ergeoriln«teii  M^iuxieMiltcilüii  liati 
ilellt.  80  Hat  man  7..  It.  Iiir  <)«n  in  mancher  llSnttielil  unSlten 
lichÜichen  Ausdrnck  l<(^%u.  Fns^  den  leichter  xn  lussendfii  Werth 
!3  Fnsa  7  Zoll  5  Linien.  Die:  Praxis  afler  Vijlher  hat  sk-h  aiirb 
■isher  Aber  die  Nothivendi^keit  eines  solchen  Nysteinus  Von  nia- 
Irigcron  und  hülteren  Einheiten  nusgesprocheo.  "  1  • 

[ 
Gehen  vvir  jetzt'  iTcUer  zu  dem  principe  i*iher,  noch  Vielehen 
lie  Einthcilunt!  der  hüheren  in  niedrig;cre  Einheiten  vur/unehmen 
lei;  so  Kchuint  es  zwar,  nenn  man  ledifEJich  diu  Messung  tiiner 
irCsse  als  Endahsieht  bei  der  UrilgBenlieslimmDit!!  ansieht,  sleiih- 
^tig  zn  sein,  üb  ninn  su  der  nächst  idedrieeren  Eioheil  jedesmal 
rennu  denselben  alii]noten  Tbcil  nehme,  oder  ob  man  nltlbariieh 
tir  die  ernte  untergenrd riete  Einheit  diesen,  und  fOr  die  Kweit« 
enen  Theil  festsetise.  Man  ivflrde  k-  B.  zu  dersellien  Eiii»iobt 
[her  den  Werlh  einer  Summe  ticidos  getanfifen ,  gteichtiel ,  ob  mab 
len  als  lirundeinbeit  zu  hetrnchteiiHcn  Tbiiler  in  54  (ironchen  und 
[eil  Urosehcn  in  12  ITennl^e,  ndur  oh  man  den  Thater  in  'JSiiToseheh 
ind  de«  (irosehen  in  17  Pfenni^'e  tbeilte.  In  der  Wirkliühkott 
lerrscfat  sogar  bei  im»  vielfach  eiitc  solche  Willkdrlichkeit;  so  ist 
.  B.  in  maniJiuN  Landern 


i  den  LKntrcnmaassen   die  Ruthe  ia  II) 
12  Zoll,  der  Z<dl  in  1-2'Linieti; 


der  F««H  tn 


■ntiier  in  lUO  Pfund ,  das  Pfund 


,  der  Cirosvhen 


■.  ».  iv.  getbeilt. 

Allein  nenn  beachtet  wird,  Uii»s  die  MeüsuiiK  vinvi  Gnlsse  ia 
ehr  Kahlreichen  Kiillen  z"  dem  Zwecke  unternonime.u  n'rd,  du 
tesullat  i»  gewisse  Rui'hmmi;so]ieTation«n  zu  vurllechten;  sa 
rbennt  man  h:dd ,  daas  die  Au«^ib^un^  vielt^r  Rechnungen  bedeut 
BHd  erkirhti^rt  nird,  wenn  bei  Ein  uiiJ  UertielbenGriMiienart  stet^ 
tue  Bleiche  Eintheiliins  der  Einheiten  peM'iiHlt  ivird ,  wie  dies 
1.  U.  uei  den  rranzüHiBcbeii  Maasssystenien  slallUiKtet,  ho  luitet 
uHlrrein  d»"  Metier  in  10  Dexinieter,  das  Ue^meler  in  10  ZenÜ» 
i«ter,  das  Zentimeter  in  10  Millimeter  ßotlieill  ist  Denn  unter 
alchen  umständen  besteht  zHischeii  je  zitei  uuiuiltelhiir  einandet 
berfteardneten  oder  zniscbsn  je  zwei  um  i^leich  viel  äystenxlie^ 
a  von  einander  abstehenden  Einheiten  ßen»u  dasselbe  Vorhälf 
i«8;  eri  verhalt  sich  s.  U.  1  Milliiatttcr  xu  l  Zenliiueler,  wta  1  Zen* 
uteter  gu  1  Dezimeter,  oder  wie  1  Oeziuieler  zu  1  Muler  u.  a.  w-, 
nd  OS  verhiilt  sich  auch  1  Millimeter  xu  I  Ueximeter.  wie  1  Zenr 
)uetcr  Ol  1  Meter  u,  s,  w.  Uumtiach  «ird  e«  «utor  manobou 
nderen  KecbnnngsvnrtheileD  thunlitk  sein,  dnes  niun  das  Fazit 
HB  der  Kechntinfi  mit  einer  (irösse,  welche  als  die  tjumiue  mehf 
u'flr  anhordinirtcn  Einheiten  gegeben  war,  _nacb  den  .sielt  Uet^wn 
teilenden  ZuhtK-erU>en  unmittelbar  aaf  einen  anderen  Fuji,  übarh 
afje,  wu  die  {:eti;ehenc  iiilistie  nach  bitberen  oder  tricdrigereii 
Mflwi^eM   heiiaWit   ist,    als  vorhin.      WJire,    beUpielmveis«.    der 


Umfang  von  einem  Kreis«,  <!M8eii  DurtHmesser  U  ZaII  K  I.inton 
hetTägt,  gleich  "2  Fiiss  fi  Zoll  7'/,  Linien;  mn  nürde  ohne  wcilere 
Rechnung  der  Umfang  eines  anittirpn  Kroixcs,  des'en  I>iirchm«'e)iM 
9  Fuas  ä  Zoll  lielrägl,  eleiuli  2  Rutlien  S  Fiisn  7'/r  /'>!!  sein,  so- 
bald nur  die  Ruihe  12  Vase,  der  Fu«s  l'd  Zoll  uml  <1<.t  Zoll 
12  Linien  enthüll,  ivas  jeilncb  keineswess  »afar  ist,  cohultl  die 
Hulhc  1(>  Fuss,  der  Foes  12  Zoll  und  der  Zoll  VI  Linien  ent- 
hielte, indem  aUdann  erst  aus  einer  neuen  Rechnung  filr  den 
Umfang  des  letzteren  Kreise«  der  Werlti  von  1  Rutbe  IS  Fum 
7'/^  Zoll  gefunden  werden  wüVde. 

Dnrch  die  beschriebene  gleichniÄBsige  Eintheiliing  der  Einhei- 
len werden  aber  nicht  bloss  die  vernickeiteren  Recbnuncen  mit 
den  Resultaten  dner  wirklicbeu  Messung  erleichtert,  simdern  » 
Kewinnt  auch  die  gnnie  iUa.isHbestiminuiig  selbst  bedeutend  >b 
Uebersichtlichkeit  und  Faeelichkeit,  da  uich  hierdurcii  d«s  gaiiK 
Alaasssystem  iu  lauter  Urui>pen  altKnndert,  welche  cenau  In  der 
selben  Weise  uns  den  zunächst  vurhergt'beudeu  uebildi^t  sind,  « 
demzufolge  einen  konsequenteren  äcbemalismus  dnrbtoleu.  U 
welchem  die  zur  Auffassung  verschiedener  Grüssenncrlbe  etfn^J 
derliche  Einbildungskraft  eine  krül'ligere  Stälxe  findet.. 

Zu  einem  vollkommenen  Maasssyslemc  gehiirt  also  xu^ 
bei  jeder  (irCssenart  ei.ae   sleichmäseige  Eiiilbeiluiig  dei 
höheren  Einheiten  in  416  nächst  niedrigeren. 


i.  4. 

Durch    die  Bestrebungen  der    Menschheit  wenden  nicht  Um 
QaantitSten  Ein  und  derselben  (irüasenart  unter  sich,  .    _ 

wichtsmengen  mit  Gewichtsmengen,  sondern  auch  Quantitäten  ga 
verschiedener  Art  unter  einander  in  Wccbuelbeziehung  gesetat.  & 
kommen  GeldsuTnmen  mit  Gewichtsmengen  und  KüTfiervotumsl 
Zeitränmo  mit  Lungen  grossen  n.  a.  w.  in  die  tnannicbraltigete  Va 
bindung    und   demnach   in    RechnungsTerkndpfung.      Ist    nun    ej 

Iede  UrCssenart  nach  einem  besonderen  Prinzipe  der  Maa^seinÜl 
ung  gemessen:    so  ist  klar,  dass  hei  einer  Rechnung,    in  n'elc| 
solche  verschiedenartige  Grössen  verwickelt  werden ,  ebendieseT 
Uubef|uemlichkeiten  entstehen  werden,  welche  vorhin  flir  dei 
angedeutet  sind,  wo  nicht  einmal  die  Einheiten  Ein  und  der«») 
Grflssenart  in  eine  gleiche  Anzahl  von  untergeordneten  Einheit^ 
konsequent  eingetheilt  waren.      Denn  bei  der  Rechnung, 
immer    in  absoluten  Zahlen    ausgeliihrt   wird,    verschwindet  ( 
Cbarak teri.'« tische ,    welches  die  besondere  Art    einer  Grüsse  i 
macht,  und  es  bleibt  nur  die  Menge  der  betreffenden  höheren  « 
niedrigeren    Einheiten    einer   jeden  Gr<ts>-enart    als  Zablwertb  i 
rtlek.     Miku   würde  ahn  liei  ungleichen  Maanssystemen  der  Rec 
nung    ebenso    unbehülfliche  Zanlwertho    darbieten,    wie  wenn  8, 
darin  vorkommenden  GriUgen  eteichnrlig,  aber  nach  verschletleM. 
PrinzifHcn  gemessen  würen:     »ei  Qberall  gleichen  Systemen  fBnA 
dagegen  stets  ein  gleiches  VerhIillnisH  EMi.schen  allen  unlerceord- 
neten  Einheilen   der   Einen  GnlssenArt  und   nllen    unlergedrdneleii 
Einheiteu   einer  anderen  Grüseenart  slatt,    wodurch   die 


^^^yacKlieil  ia    den  Jiezieliuiiged    ilcr    vcrschiedoiiartiueii  >iii'i>i 
^H|[  die  erheblichsten  Kechiiungsrortheüe  erzielt  werden.' 

Als  emfacheis  Beispiel  zur  ErlHuleruiig  des  eben  Gesagtä? 
denke  man  sich  den  Thuler  in  12  (iroscneii,  «Icu  (iroi^clien  in 
12  PreoDige,  reiner  dua  Pfunil  in  12  Lofh,  dus  Loth  in  12  Quent 
chen  gelhcilt.  Wenn  alsdann  di-r  Preis  eines  Pfundes  von  irgend 
einem  Sloffe  7  Hthlr.  4  Gr.  Iietrügl;  i^u  ist  ohne  weitere  Rectitiung 
der  Preis  eines  Lotlies  von  demscllien  8toffe  7  lir.  4  Pf.  nnil  der 
Preis  eines  Quentuhens  7%.^  Pf.  Die  hierin  liegenden  Retihtiiings-, 
vortheile  sind  ouf  keine  Wei&e  zu  erreichen,  wenn  dM  (üoidM'stein 
anders  norniirt  int,  als  da«  Geivichlssystem. 

Hiernach  besteht  die  zneitc  lledineiing  eines  mti^liehct  vnlt- 
komnienen  Maaaseystems  iu  der  tileitliheit  der  E intheilmig 
4er  Maasscinhelten   für  die  vcrschietlensteii  (irilKsen- 


Ini  ^''>rstehenden  ist  hinsitlitÜLh  der  systemu tischen  Einihei- 
lung  der  Maasseinheilen  hloss  das  allgemeine  Erfnrdertiiss  ericannt, 
da»:*  diesR  Eiptfaeilung  gleich  sein  müsse  sonohl  fär  alle  hChcren 
niid  nicdriseren  Einheiten  Riii  iitid  derselhen  Grüssenart,  z.  B. 
för  die  'fbuler,  Grosebeu,  Pfennige  heim  Gclde,  als  auch 
fSr  den  Inliegriff  aller  ührigeti  (irtisseiiarten,  x.  ß.  für  die 
Messung  Aea  Geldes,  des  Getvicbtes,  der  l.ängea  u.  8.  w. 
Ueber  die  al>solute  Menge  düi'  Linheiten,  welche  hierhei  immer 
eine  iiHchsl  liühere  Einheit  ausmachen  sollen,  oder  über  die 
Grundzahl  dos  AI  aass  System  es  liefert  die  obige  Betrachtung 
noch  keinen  näheren  Anhaltspunkt. 

Jetzt  belichte  man  aber,  dass  wenn  eine  Gr<'kuienquantilit 
praktisch  gemessen  werden  ist,  es  bebuf  geistiger  Vergegenwär- 
tigung des  Werthes  jener  Quiintität  in  Beziehung  lu  der  Maass- 
einbeit  immer  auf  die  Darstellung  einer  gewissen  Menge  von  Ein- 
heiten nder  Theilen  dieser  Einheiten  ankommt.  Um  .Giengen  aller 
Art  im  Terbältniss  zu  ihrer  Einheit  begriBTIich  niifzufasseo ,  bedie- 
nen wir  uns,  abgesehen  von  allem  empirischen  Inhalte  jenet 
Einheit,  der  abstrakten  Zahlen,  welche  ebenfalls  nach  eniem 
bestimmten  Systeme  gebildet  sind,  um  der  Einbildnugsktatl  bei 
der  Auffassung  grosser  Mengen  dadurch  zu  Hfilfc  zu  kommen, 
iass  hei  dem  Fortschritte  von  kleineren  zu  grösseren  Mengen 
stetp  eine  bestimmte  Anzahl  von  Einheiten  der  niedrigeren  Ord- 
nung zu  Einer  Einheit  der  nächst  höheren  Ordnung  znsammenge- 
fasst  werden.  8o  zählen  wir  die  Grundeinheiten  unseres  Zahlen- 
Systems  oder  die  Einer  vnn  I  bis  9,  fassen  hei  grösseren  Mengen 
aoer  immer  10  Einer  zu  Einem  Zehner  zusammen,  bis  wir  vot 
der  Zahl  100  anlangen,  von  wo  an  wir  immer  10  Zehner  zu  Einem 
Hunderter  vcrcinigL'n,  u.  s.  f. 

Das  Zahlensystem  ist  also'  gew tssermaassen  ein  Maasssysteni 
fiUr  alle  Vielheiten  oder  Meniien,  gleichviel,  welche  IteduUtuug 
die  physische  Grundeinheit  einer  solchen  Mem-e  besitzt  und  nach 
welchem  Principe  das  Veriältniss  der  gemessenen  Grösse  zu  jener 
.Pruiuleinheit  bestimmt  ist.  Weicht  nun  d^s  Zable^isystem  in  sci- 
-       '    (K4»ii<it8  iVop  .d6>M   speziellen  l^y«tpic  .  ii.h ,, .  i^oh   wi^Lgh^ai 


jihysisch  ehio  GrOsse  fcenieHsen  ist;    so  laufe»  nffenhar  snxi  ver 
Hcliiedcne  Pruizipe  netten  einander  her,  movoii  das  Eine.    nSm}icli 
das  letztere,    dazu  dient,    die   Eiitatebnng  einer  iietvifisen  Menge 
aus  seiner  physischen  Binheit  anschuulicn  zu  machen ,  und  wovi 
das  andere,    niiintich  dos    Orstere,    daxn  bcstinimt  I.xt ,    fibcrhati 
die  EnUtebiing  vnn  Mengen    aus  Eiiihelten    ganz    im  Allgemeii 
fusslich  zu  niacben. 

Da  alle  Rechnungen  in  Zahlen  aitssefuhrt  werdeu,  ako« 
Mesendich  ia  dem  .Scheniarisuiut«  des  Zahlensystema  bew^t« 
so  leuchtet  au T  den  ersten  liliek  ein,  «reiche  grosse  Kechoangi 
vortheile  durch  die  elien  emiihnte  Verechiedeblieit  verloren  geh« 
und  obg:leicli  wir  in  der  That  kein  mit  dem  Zahlentivsteni  üb* 
einstimmendes  Maasseystem  besitzen  und  uns  der  Cn)){(ing  n 
den  gegen" SrligeT]  Systemen  zur  iiiiiit;eii  GeHohnheit  getvordf 
ist;  so'wird  eich  dncli  Jeder  leicht  von  dem  grossen  (ieninne  U 
Leichtigkeit  und  Eleganz  überzeugen,  ivelche  die 
annehmen  nürden,  n-cnn  die  Ihnen  unterbreiteten  (irüssen 
eioem  Prinzipe  gemessen  tvären,  welches  mit  der  ZubleQhildttii| 
genau  burmouirte. 

Der  Uebergang  zu  den  sukzessiv  liilheren  Einheiten  eines  G6^ 
mnsses  wi'irde  getreu  dem  l'ebergange  von  Einern  zu  Zehnern 
Hundertern,   /.u  Tausendern  n.  s.  w.   entsprechen;    ebenso  wöfdt 
ein  Heriiiisteigeii  zu  den  sukzessiv  niedrigeren  Einheilen  gleichM 
Nebritt  halten  mit  dem  Hera)>steigen  von  Einern  zu  Zehnteln 
Hundertsteln,  zu  Tausendsteln  oder  auch  von  Tausendern  zu, 
dertern,  zu  Zehnern  u.  s>  fv. 

Hiermit  verbinden  »ich  alle  die  grossen  Bequem lichfceltM 
»reiche  aus  der  ungemein  geistreichen  Bevieichnung  der  Zahlt 
durch  die  .Stellung  der  Zirfern  entspringen,  und  welche  ebtif 
80  Sehr  den  Iteehiiungsgperatinnen  mit  sogenaimteii  benanittl 
Zahlen  zu  gute  kommen  ivdrden,  wie  sie  den  Operationen  — "  " 
benannten  oder  abstrakten  Zahlen  eigen  sind. 


hnung« 
len  nadl 


Wir  cbarakti 
chen  eine  geni 


_mlich  den  liang  oder  den  Werth,     .. 

JUenge  hüherer  Zahleinfaeiten   im  Vergleich  ' 


einer  gewissen  Menge  "der  nächst  niedrigeren  Einheit  be«l 
soll,  einfach  dadurch,  dass  wir  die  Ziffer,  welche  die  erst« 
Menge  bezeichnet,  nach  der  linken  Seite  vor  die  Ziffer  setz) 
welche  die  letztere  Menge  bezeichnet.  Demnach  schreibt  ui 
eine  Gesauimf  menge  von  3  Einern,  7  Zehnern  und  'i  Ui  ... 
273.  Dieses  Prinzip  wird  in  seiner  vollen  Reinheit  auch  dann  n< 
erhidten,  tienn  es  darauf  ankommt,  Mengen  von  Einheilen  dan 
stellen,  »eiche  sukzessiv  in  absteigender  Linie  auf  die  Einer  od 
Grundeinheiten  folgen,  indem  man  diese  Tbeitc  der  Grundetnhi 
welche  in  Zehnteln,  Hundertsteln,  Tausendsteln  etc.  beelebon,  v 
den  sogenannten  ganzen  Z all len  duroh  ein  Komma  trennt  und  dl 
dieselbe  lieibenfolge  beobachtet.  So  ist  die  Zahl  35,924  der  Ai 
dnicb  tur  3  Zehner,  5  Einer,  »  Zehntel,  '2  Hundertstel,  4<Ti 
sendstel. 

Ist  nnn  ein  jedes  Maasssy^leKi  ebenso  geordnet,  wie  das 
IcnBYstein ;  so  emd  ohne  Weiteres  253  Zoll  gleich  25  Fiiss  3 
oder  gleich  2  Rutben  5  Fuss  3  Zoll.  Ebenso  sind  ä3,:}Znll  ' 
26  Zoll  3  Linien  oder  gleich  Ü  Fuss  tl  Zoll  3  Linien.   Ein* 


^1 


Inkliche  Ffüche.  «elirlip  11  Kulhon  »  Fiisa  S  Zoll  l.iii^  iiiiil 
Hutlien  4  F>i»s  t>  Znll  I)r<-it  ist.  entlrilt,  weil  das  Produkt  tlot 
eiden  Znhten  11H3  und  -J-Ui  gleich  2<J1U18  »t,  :iU  (^iadru(rnl)ivn, 
D  fJuadrutAisä  und  IS  Quiulmlzoll. 

Solche  Vcreiitrndiuugen  der  Ifcuhuitiii;,  welche  fusl  hei  jed« 
l|tRrutinn  eiutreteu,  ttiud  lihne  iveitere  EriauleruiJ^;  f^ir  sich  ticUii^t 
irstötidlich.  Sie  lai«un  sicli  in  deui  uiigcmeiu  tvichligeu  ItcsiJ- 
it«  aiisiimuieNriuMcn,  da»s  bei  AI aasesyttteiueo,  welche  iin( 
•  tu  Zfthlensysleaie  fiherciiiKtimiiien,  ganz  und  uar 
eiue  KedulitionBrechiiuitgen  von  liülieren  auf  riieaM- 
erc  oder  von  niedrigeren  auf  höhere  Alitasaei  iih«ileii 
nrknuimen,  sondern  duss  diebeü  (icxchtill  auf  eine  mechaniscbo 
'rennuag  oder  Zusaiuuieiistelhin;;  ^e^eheuer  Ziffern  hiiiHuslniin. 
a  di«  hlofiüe  Stelle  eiuer  jeden  Ziffer  in  einet  l>euauvleu  Zahl 
ehnit  den  Ran)>  derselhen  in  Bezicliung  zu  der  Grundeinheit 
Mslhnliclil. 

Hieraus  er^ütl  «icli  die  dritte  Folgerung,  dass  wenn  die 
laaHwrysteme  in  den  einl'achsten  Rechnungen  rühren  sollen,  sie 
ineicfatlich  der  EiinÜteilun«  ihrer  Einheiten  ebenso  geordnet 
ein  mOsscn,  wie  das  iiltsolute  Zah  leitsy  siem. 

Dieser  Forderung  haben  die  FraiiÄoKen  bei  ihren  neuen  Miians- 
ystenien  mit  ziendicher  Koneeiiuunz  »u  entsprechen  {gesucht,  in- 
em  «i*  in  (tetratbt  des  dekauiiwhen  Zahlcnsystenis  audi  den 
fff^biedeDCD  Maasssysleinen  die  Grundzahl  10  gegeben  haben. 


w 

L.i.Bei  der  letzteren  Unteisucfaung  ist  nur  von  den  erreichbaren 
[echenvnrtheilen  rÜe  Rede  gewesen,  welehe  allerdings  zu  der 
ben  ausgefiprotbeiien  Itedingong  führen.  Allein  die  GemSsse 
aben  nichl  bloi^s  dcti  Zweck,  Zahlgrössen  fiir  einen  etwaii>en 
lalhenmtisciien  Kalkül  vorzubereiten.  Ihr  unmittelburüier  Keruf 
estinimt  sie,  zu  einer  Verstündigiing  bei  den  praktischen  Bedürf- 
i6Sän  des  Lebens,  zu  einer  Ausgleichung  der  materiellen  GQler  . 
nd  zu  anderen  ItliinlpnlatioTien.  welche  nicht  bloss  die  Rechner, 
oudemdie  gattse  Masse  des  Volkes  in  eine  Thiitieckeit  versetzen, 
-obei  die  Loichligkeit  oder  Schwierigkeit  des  Recbenexempele 
ans  in  den  Hintergrund  tritt  und  es  Mch  um  Beuuemlicbkeit  in 
ei"  Anwendung  eines  gewissen  Maasssyslemea  nehuf  direkter 
Irreicbung  eines  praktischen  Zweckes  handelt.  Da  fragt  es  sich 
e>n  mit  Recht,  ob  da>$  Dezimalsystem  geeignet  sei,  den  letalere» 
Luforderungen  eben  so  gut  zu  entsprechen,  als  niuncbes  andere, 
ud  wenn  dies  liielit  der  Fall  sein  sollte,  ob  die  Wahl  vioes  «n- 
eren  Systems  wegen  der  damit  verbundenen  grösseren  praktischen 
teauemlicbkeit  nicht  die  Aufojtferung  (;e"-isser  Rechenv ortheile 
iaUngUcb  mutivircii  uiychta.  oder  ojj  nicht  sonstige  Einriehtun- 
en  möglich  waren ,  welche  eine  Vereinigung  dieser  beiden  Uück- 
ichten  ztdieäsen. 

''  Wenn  mau  beachfet,    dass    ebi    gesunder  Sinn  die  Menschen 
cfam  seit  TMisanden  van   Jahren  zu  der   Eintuhrung  geordneter 


MnASBByBieme  gefAlirt  hat,  wek-kc  seit  den  lüleattiit  Zeiten  untet 
berücbsichtigun^  der  obtvdtcii'lcn  Verhlil'Disse  diu  nuinniciirach- 
sten  Verändeniiuc^^ii  erlitten  hiibcii;  wenn  mau  f«riiet  dabei  er- 
ivüüt,  daso  alle  Knminuiiilcntioiismittel ,  vrelchc  aus  den  matenHItn 
BeäürfiiiiiseR  der  A|ens<;hheit  entalehcii  und  durch  vitlc  Geschichte- 
alter  die  Probe  der  pmlitiscber  Brauchbarkeit  au^gebahen  babm, 
stets  einen  bedeutenden  Grad  von  Vollkommenheil  «rreichen,  noch 
ehe  die  Philosophie  mit  kritlficbem  Lichte  sie  heleucblel:  so 
niuss  es  anlTallen,  dass  niaii  in  keinem  ManiiMiysteine,  welche 
Nicht  au.«  der  Neuzeit  herrfihrt,  die  Grundznhl  lÜ  antrifft.  Dt> 
all  verbreitete  Grundxabt  jener  Syaleme  ist  vielmehr  die  ZabI  11 
oder  ein  Vielfuches  von  12,  welche  bei  den  Untereinlheilim)^ 
öfter«  mit  den  in  jener  Zahl  ebenralls  eniballenen  Zahlen  'S  nnil 
4  oder  deren  Vieirachen  abwccbHclt.  So  ist  unter  Anderem  in 
den  verGchicdeiisten  deutsehen  und  au  ss  erden  Ischen  Ländern; 


I  Elle  =4  Viertel  =8  Achtel. 
1  Kaden  =C  Fn^s. 
I  Lachtcr  ;=ß  Fuss. 

Beiden  KlächeumanNsen:  I  Feldmorgen  =120  (juadratnitfaeD 
nnd  auch  ^  180  Quadratrutben. 
1  Waldninrgcn  :^160guadratrortmn: 

Beiden  Körperniaassen:  I  Schachlnithe=rl44K(d)ai&sswiil 
auch  =256  Kubibfuss. 
]  \Vts,„  I  =  2J  Schpflcl  und  au.h 
=  3ti  Scheffel  und  auch  =.40  Himten 
1  Scheffel  =4  Vierfiuw,  I  Vierfass 
=  ■1  iUetzen. 

1  Malter  =80  Kubilcfnss. 
I    Oihoß   =,1   Eimer   =6   Anker 
=  180  Quart. 

I  Gel^Kude  =9  Kafen  =tö  Fasa 
'    =36  Tonnen- 

Bei  den  Zahlmaavsen:        l  Gross  :=12  Dut^^nd,  1. Dutzend 
—  n  Stück- 
I  Sehtwk  =4  Mandel  =00  Stflck. 

Beiden  Gewichtsmaasäen  1  ZeKtDer,sf;112  Pfiind,  1  Pfuad 
—32  Loth,  ]  L»th~=;4  Quentchen. 
l  Medizinalprnnd  :^'2i  JMb  ^13  Vn- 
zen  =96  Drachmen  =208.  Skrupel. 
1  Mark  Silber  =iG,LoÜiv 
1  ,M«k  Gold,t=B34  KACat^    I.Kanit 
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ITttiiler  =24tiroB<:hei>, 
=  li  PfenDig. 
1  Thuler  =4»  SdiilliD^;. 
I  Thüler  ^72  Croteii. 


I  Mark  =  16  fiicbilling. 
BN       I  Juhr=|-2  Monat. 

lTag^l2Stun«len,lSfun(le=Ü0MP  i 
nutet>.  l%Unute=6ÜSekuniien,  ISeS  ' 
kutiac  =tiO  Tertien. 

xeti  1  Krd»umran<;  =3G0Gra>l,  1  Grad  1 
=  00  Minuten,  1  Minute  =ftO  S^  j 
künden. 

Bei  dies«!)  Eintheilungen ,  welche  neit  andeiiWIichen  Zeiten  diiF  I 
ÜEHnitnMsae  der  MaasKnvateiiie  zv  Uriinde  gelegen  haben,  snieteB  J 
(ileZaM«n  2,  »,  4,  ».'12  als  Grundzahlen  die  wichtigste  RuIlWl 
Es  iaf  dien  leUbt  su  t-rktüren.  Uie  NnbdivUion  der  Itribere»! 
Maasiteinheiten  in  untergeordnete  Einheilen  bat  keinen  andereit  3 
Zweck,  ala  die  schwi;rfnllise  Bezeichnung  kleinerer  Quantilatef  7 
nach  Bruihtheilen  der  hüheren  Einheit  zu  vermeiden,  und  statt  j 
dessen  ein  rundes  Vidluches  der  niedrigeren  Einheit  an  die  Stella  j 
Ktt  setzen,  wodurch  denn  auch  die  praktisch«  Ausl^hrung  einaf  ] 
Theilung  erleirfatert  wird,  indem  man  sich  bei  Ahmecisung  solcbeii  1 
kleinerer  Quantitäten  der  betreffenden  Unter-Uemtisse  beilienl.  laf  i 
Handel  und  Wandel  des  menschlichen  Lebeus  stellen  sich  noU  J 
ohne  Frage  die  einfachsten  Thdlungen  als  die  am  hSufi|Nj 
sten  vorkommenden  heruns.  Die  iUriglicbkeit  und  Leicbtiekdt  ] 
solcher  Theilungen  inuss  daher  vor  allen  übrigen  seltener  vorfcoi 
meoden  bei  der  Einrichtung  eines  Moas^systemes  vorzugswei^  1 
beriickaicfatigt  werden,  und  hieraus  fliesst  die  Forderung,  da^f  I 
jene  sich  taglich  ivicderholeiiden  TheiLungen  einer  höheren  Mausff.  | 
einbeit  nicht  bloss  mit  Zubiiltenahme  der  Einheiten  sSnimtlicbey  I 
niedrigerer  Ordnungen,  sondern  dass  dieselben  womöglich  blos^  I 
mit  Zubiilfenahme  der  Einheiten  der  nächst  niedrigeren  Ordnui|g 
sich  bewerkstelligen  lassen. 

'Die  einfachsten  Theilungen  bestehen  nun  aber  in    folgendem  1 

1)  in  der  Halbirung;  '^ 

2)  iri  der  Theilung  in  drei  gleithe  Theile;  II 
''  S)    In  der  Theilung  in  vier  gleiche  Theite  oder  in  der  Hal- 
birung der  HSirte;  ', 

-  4),  in  der  Halbirung  des  Orittels  oJer  in  der  DreH 
tbeiluiig  der  Hiilfte,  woa  auf  die  Theilung  in  eccbs 
gleiche  Tlicile  hinuuslüuft; 

in  der  Halbirung  des  Viertels  oder  in  daf  Vier* 
theilung  der  Hlilfte.  was  auf  dieTheiluAg  in  Ach- 
tel  hinaualäuß; 


13 

in  der  Dreitheiluiig  des  Or 
lung  in  Neuntel  biuausläull: 
in  der  V'iertlieUoiig  Aph  Ür 
theiluntr  des  Viertels,  w 
Z»V,UUl    liinausläiin. 


tteU  »ücriti  der  Drei 
IS   auf  die   Theilang 


Diesen  Operationen  entspricht  keine  Grundzahl  besser, 
die  Zahl  12.  Wenn  diese  Zahl  einem  Maatt^systerae  zu  ürnoi 
selägt  ist;  so  lassen  sich  die  versiebenden  Theilungeo  ad  1), 
'i),  i),  7),  nämlicb  die  Tbeilun^en  in  Halbe,  Drilti^l,  Viertel,  Secl 
tel,  Zwäirtel,  stet«  dtirch  die  F.inheiten  der  zunSchxt  iiiedriyer 
Ordnuni;  uusßihre»,  und  die  Theilun^en  ad  Ü)  und  C).  nfirolini  dt 
TlieilunstMi  in  At^tcl  und  Neuntel,  erfordern  nur  ein  Uerahst^gi 
zu  den  Einheiten  der  xweiten  Ordnung. 

Wollte  mnaniit  den  Vurtbcilcn  der  Theilung  tn  tJiilbe,   Difli 
tei  Lind  Viertel,    womit  die  anderen  elien^^enannten  Vorllieile  hill*. 
sichtlich    der    Theiluni;    in    Sechstel,    Achtel,    Neuntel,    ZtvCIA^ 
unzertrennlich    verhuiiden    sind,     noch    •,'l«-iehe    Vorlheile 
Theitun^  in  Fünftel  7.M  erreiehen  sucben;    so   wiiro  hiBrzu  potlh 
neiulig    eine    Grundzahl    t^rturderlich ,    Hek-he    oii'ht    kleiner    . 
kümite  als  60.      IJiCse  Zahl    ist  offenbar  Viel  zu  uross,    um  flhe 
sichtliche    Systeme    stil    ergeben.      Es    bliebe    daner.     wenu    d 
Fünftbeilune  durehans  in  der  obigen  \Veistt  lierii(;kndiln;t  we( 
den    sollte.    Nichts   neiter  übrig,    als    die   bequeme   Tbeilupg  [ 
Drittel  oder  in  Viertel    ?.uni   Opfer  zu   bringen.    AugenscBcm,^^ 
lieh  viürde  ein  solches  Verfhliren,    wenn  man   die  praktische  Ajl 
viendun){  des    Maiiaws  auf  die  Vorgänge  im  |^m  übnlichen  Lob^ 
iia  Au-j^ti  hat,  durchaus  nicht  gereditferti^t  sein,  da  die  Ffiiihlif 
Iuqe;  eilte  sehr  untergeordnete  Uolle    gegen    die   Droi-   oder  Viel 
tbeiluog    spielt,  ja  sogar  iiu  Vergleich  zu -<)eD  letzteren  als Üq 
tenheit  betrachtet  iv erden  niuss. 

Hieraus  erklärt  sich  zur  Ucnügc,  wie  die  Völker  bei  ihre 
Maas Bsy Sternen  vorzussn'eise  auf  die  Grundzahl  l'J  gekommen  slnL 
und  der  (Triindzahl  10  unseres' jetzigen  ZuhtensystcmH  last  gH 
keine  Rechnung  getragen  haben,  indi^i  isich  durch  die  letztOfl 
Zahl  bei  Zuhilfenahme  der  nächst  niedrigeren  Ordnung^cn 
Thcilungen  in  die  HSIFte,  in  Filnltet  and  m  Zehntel  vomehmol 
laxseu,  wogegen  Theilungen  in  Viertel  schon  die  zuzweit  M 
gende  Ordnung,  und  Theilnngen  in  Achtel  die  zndrltt  folgend« 
Ordnung  in  Anspruch  nehmen,  und  Theihnigcn  in  DrittH,  Seclw 
tel,  Neuntel  gana  und  gar  nicht  bewirkt  »erden  k<inuen,  kelb«! 
wenn  das  AlaossHystem  eine  unendliche  Menge  ron  untergeordne 
ten  Einheiten  besässe  und  man  alle  sukzessiven  Ordnun);en  i 
Hälfe  nehmen  wollte. 

Daa  ÜusilezimaJ«;fstem  bat  aber  vnr  dem  Dezimalsystflntt 
nicht  allein  den  Vorzug,  dass  sich  damit  die  am  hantigsten  vor^ 
kommenden,  also  wichtigsten  Thcilungen  betjuem  bcwerkstclligm 
bissen,  sondern  auch  noch  den.  dnss  sich  ilberhaupt  eine  m^ 
grössere  Menge  von  Bruchtheiten  einer  jeden  {(inasseinhei 
durch  die  niedrigeren  Einheiten  darstellen  lussen.  IXes  Ifisst  sid 
am  besten  übersehen,  wenn  man  auf'  ieoe  F^i^ensuhaß  nir  heid 
Systeme  alle  echten  Bruch«  prüft,'  deren  Kenner  Ins: lu  Ein  us 
derselben  Höbe  hinaufreichen.    -  ■■,:■:.> 


(Tiitereiichen  ivir  z.  B.  alle  erhten  Brüche,  deren  NeriiiPT  diii  \ 
/lihleii  -i,  3,  4,  ES.... 12  sind;  ao  gibt  es  «loren  iu  Unnzen  ri6  Staift  J 
(vmt  deMPn  elril«  %,Va-  %-  'A.  7*.  '/'*•  V«> '/».%>  */a  etc. sinÄ  J 
Vnn  iliticiCTi  fW  BrCicheti  sind  im  DiiodFKimalsvstem«  'JS  8tlMi  1 
(noninl^r  41«  7  withtipen  StammbräHie  %•  Vi»  %■  %.  %.  'A.  Vl«Ä'i 
im  l>t'ximiiltiy»t«iiie  jc^locb  nur  28  i$ti1ck  (nan)n(«T  die  »  wenig«  1 
MiclitiEoii  S([nninliTiVhe  Vj,  %,  Vai  %>  Vio)  ''»rcb  die  EiolieiteÄ, -^ 
d«r  Dieilrl^oren  Orili)uaa;en  darstellbar.  i)i»  Alen^  «olt-ker  Krärbft  f 
ist  nl^  im  erstereii  Systeme  um  ein  Urittel  iirilMer,  als  im  letM  1 
leren,  und  dabei  können  s^mnitliilie  38  erslure  Brilrli.;  mit  Hülfe  ^ 
di-r  Ewni  xnnnchsl  aufeinander  folfit'ndon  niedrigeren  Ordnongen  J 
aiit<£;edr(n'kt  werden,  nährend  dld  let/lerf>n  28  Itrflch«  die  Ziihfimt  ] 
niih'me  der  drei  huT  einander  folgenden  Ordnungen  nothtvendig 
inuoheti,  also  trit«  ihn?»  kteinemi  jMeiiKC  noch 
iT>iL-nili>'hkei(«n  mit  eid)  liifareii.     I's  ihI  7.'.  B. 


iivendift  1 


im  Ituodexinralsystcnte 
",.  Kiiihen  ~ö  Fnss, 
%  Riilhen  ==7  Fus«  ti  ZoU. 


d9$;egen  im  Dezimalsysteme  ' 
y4Rulhen=7Firss5Zoll,  "  \ 
%ltutht'n:^GFu<<6':>Zoll5Linieit  1 


eine  viel  grüsser«  1 
als  die  erstereiy  i 


Noch  hedentcndcr  wird  dii»  Meng*  der  durch  niedrifiere  KiVlJ  '. 
heilen  messlinren  Brddie  nn  Uiiodeninia Systeme  im  Vergleich  xji  I 
ileneti  des  Dezimalsystems,  Trenn  man  die  L'ntersiichtin!!  weitCif  1 
nnsdchnt.  Unter  sämmilichcn  eehtqn  Briichen,  deren  Nenner  hi« 
ROr  ZoM  17'iH  hionufreichen,  befinden  eich  nfirollch  17193  St.irk,  \ 
n  eiche  durch  das  Uundezlntalsyxtem ,  dagegen  nur  li4!H,  welcUa  J 
iliireh  das  Dezimal  System  genau  djirzu.sf  eilen  t^iad,  so  ilass  nl<fr  J 
hier  lichnn  die  Menge  der  erslereti  anderthaihmal  sn  grosstsfi*? 

nte  die  der  letzteren,    wnhei  die  letzteren  n-*-  -' '-'   — " ' 

Reihe  i'iii  natcrgeordiieten  F-itihWlcn   erfordi 
und  an  f-kb  selbst  viel  unwiehtisier  sind. 

Die  elienerwiihnten  Vtirlhelle    des   Du (i dezimal «4h tnns  HtellM  J 
sieh  hei  der  Reduktion   der    in    Bruehfnrm  gegebenen  Theilc  d«  1 
biiheren  Einheiten  auf  niedri  gere  herau<>.    Itei   der  unigekebr;  j 
ten  Operation,  nümlith  hei    der  ^urOcklVibriiiiE;  der   niedrigeren  1 
Einheiten  anf  hühere,    niuihen    sich    ähnliche    Beiiuenilichkeiten  1 
fllhlba»-.',  Weimgteicb    bei    dezimaler    Finthelliirt^    die    niedri<tereil  j 
Binhciten  stets  solche  BrOehe  der  biiheren  Ettdicilen  sind,  vrelcM 
r.»  Nennern    die   Zahlen  10.  IW,   IIX»  etc.  haben.    n.Ithin  in  d«*  J 
Form  von  Dezimnlhrflvben  aullreleti  kennen  und   in  dieser  CestaH   ' 
hf^i  viek'ti  Rechrmnn^'iirozes^eii  Krleiehtenin:;  mit  sich  fnhren;    M 
IM  doch  tiar,   daxs   iß  vielen   FMIen.    wo  e«  auf  die  AnF^cbairuiU 
Air  nift^-liehsl  einfachen    Verhhitnisse  Zivilehen   zwei  Grötisen  am 
Krtmnif.    die  Form  der  genöbnlichen  Bröche  v»r  der  der  Dedl 
itiülbrdche  den  Vorzog  verdient,  und  daws  sngar  bei  vielen  Recfa> 
nungeil  eine  Oneralinn  mit    gPitieim'n  Brfichen  Vorllieile  Tor  ddp 
Operittiin    mit    I)e/imnlbriVben    besitzt.      Das    l-etztere    werde* 
seltiot  Diejenigen  nicht  verkennen,    denen  der  l'mgans  ni't  Üezii 
maibrücfteii  so  geläufig  (feworden  Ist,  ivie  mit  ganzen  Znhkn,  UTt4 
weiche.  desBenuttgeachtei  nntergnr  mnriehen  Uintiinnden  .  wo  liriü  I 
Bruchformen  zoias»!!:;  wSren,  doch  die  Form  der  gemeinen  BrHchS  ' 
•Mühlen.     Wem  itürileo  nicht  «ehr  häufig  Ate  einfachen  AitsdrQclitf« 


n 


fachen  gemeinen  Brüchen  führt  aher  Aas  lh\a>l*r.\malsy»tieta 
der  Zitracktkihruiig  der  Einholen  iiiedni^or  Orilnunit  »uf  üllDbeil« 
höherer  Ürdiiune  in  bedeutend  iiTteren  Fällen,  als  du  Üeslma 
syatein,  »eil  die  Grundzahl  1'2  iiirht  hlusn  mehr,  sondern  aui 
häuriger  im  eemeinen  Lehen  vorkommende  Fakturen  i. 
4,  €  etithsll,  aU  die  Gnindsahl  lU,  ivekbe  nur  <lie  heiden  FaM 
Ten  2  niid  5  besitzt. 

Aus  diesen  gewichtigen  Gründen  behauptet  denn  die  dood« 
mftle  EtntheiluDg  der  Maasscyitteme  für  den  priiktischea  Gebni» 
einen  entschiedenen  Vorzug  vor  der  deziiunlen,  und  es  kltnn  nie 
■jefrerndDii,  wie  jene  crslere  Einlbeiluni;  sich  durch  nll«  Mcoscbi 
aller  der  Verßaugenheit  den  Vorraiili;  erkiüti)tlt  hat.  Ehe  0 
Masse  des  Volke:*  durch  den  AurscfiKurii;  der  Kultur  befahl 
war.  die  Resultate  der  Messungen  in  mancherlei  arithmetisd 
Recbnungsverknüpfungcnzu  verflechten,  waren  jene  Maaüssystemi 
wenn  .auch  in  uuTollkonimener  Durchbildun!;,  (loch  in  den  Uanp 
zagen,  nach  den  dringenden  Erfordernissen  aufgeliauet,  va\ta 
der  gemeine  Lebens  verkehr  erheischt,  und  welche  unaBhfing 
sind  von  der  Eigenschaft,  daas  die  aus  di>ii  Messungen  sieb  er 
benden  Zahlwcrthe  auch  mit  aller  erreichbaren  Leichtigkeit 
einen  komjdlzirteren  Kalkül  eintreten  kiinuun. 

Erst  als  das  dekadische  Zahlensystem  und  die  gegenwärti| 
Bezeichnung  der  Zahlen  durch  die  arabischen  Ziffern,  allgent^ni 
Eingang  fand,  und  die  fortschreitende  Bildung;  der  MeoRcbhi 
alte  Klassen  in  imm^  hühere  industrielle  Thäligkeit  und  in  i 
Nothweridixkeit  versetzte,  die  Grüssenmcssun^en  ku  vlelfuchi 
nrithmetisclicn  Operationen  zu  benutzen,  gnlien  sich  allmähl^  i 
Uebelstände  kund,  welche  aus  der  Verschiedenheit  der  KHiu 
Systeme  und  des  Zahlensystems  hervorgehen  und  tvelche  liere 
weiter  oben  angezeigt  sind. 


Da  nun  aas  den  früheren  Betrachtunseu  folgte,  doss  ein  vo| 
konimenes  Maasssytitem  wegen  der  huulisi  cht  igten  Rechenvol 
iheiJe  mit  dem  Zahlensystenie  fibereinstiinmeti,  aUo  nach  dl 
Grundiiihl  IG  geordnet  sein  müsse,  dagegen  uns  der  letitterfl 
Uetruchtung  sith  ergibt,  dass  die  griissle  Vollkommenheit  ei 
Maass«ystemeft  in  Kucksicht  auf  praktische  Verwendung 
bei  der  Grund/ahl  12  erreieht  werden  kann;  so  sind  wir  in  ei 
Konflikt  der  Argumente  gerathen,  welcher  vou  zwei  ganz  ^ 
sciiiedenKn  GesH^htsuunkteii  aus  betrachtet  werden  mustt  i 
deuuiavh  leicht  die  Richter  iu  zwei  einander  schroff  gegenabc 
stehende  Purteien  trennen  kann,  jeuachdem  der  eine  Theil  die« 
der  andere  Theil  jene  Vurthelle  mit  hartnäckiger  Verkennung  lU 
gegen  ihn  sprechenden  Nachthelle  in  die  Wagschale  legt.  Di 
EutHcbeidnng  darf  jedoch  bei  einer  so  wichtigen  Anget^enhd 
unmöglich  schvfankend  bleiben  und  ohne  die  sorgfältigste  PrfifuQ 
alle«  pro  et  contra  geßUlt  werden. 
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Nach  nieioer  nersünliclien  Vehetzeagung  verdienen  die  oben 
»n^fflhrten  prukliachen  Vurtheile  des  DDotle/imabyjjtema  ilils 
Uriierf!« wicht  über  die  t h cor« lisch cti  Vurtheile  de«  Uezimul- 
systeiiiti.  Objfleieh  eine  solche  individuelle  AnHicbt  voii  fEuringetn 
ä«f»n^  ist,  wenn  sie  sich  Idoss  ^Uiblsweite  aul  eine  oberOäch- 
liehe  Ahschiit/UDg  der  sich  üet!eii8citig  ausschliessendcn  Vnrlhcile 
stfitzt  und  nicht  evidente  M»live  herausstellt;  so  glaube  ich  doch, 
dass  dieses  Crtheil  "oni^stBiis  frei  Ton  dem  Verdachte  der  Paf- 
toiltchi^eit  sich  hi'iret)  lassen  kann,  da  ich  in  meiner  8IeUiing 'als 
Techniker  nur  sehr  ivenig  vnn  jenen  jirak  tischen  Vorlheiten 
eines  MaassNVslemcs  xh  «rfahrcn  habe ,  hingegen  rorzngsti  etOB 
von  alle  den  Unbequendiehkeiten  betroffen  nerde,  ivelche  aas  der 
Schwerlidligkeit  der  Kechnnni;  mit  cemcssenen  (iriissen  hervor- 
eehen-  In;!wi^cheTi  stehen  dieser  Atwlcbt  folgende  erheblicbo 
niiitive  tnt  Seite. 

Unter  der  Unheholfenheit   des  Dczimalsyslcms   bei  snnti 

Kmkti^chen  Verwenduna  in  dem  i;ew-ilbnlirbeii  Verkehre  des  Lebens  j 
at  dip  cesammte  Alftsse  des  Volkes  lu  leiden.  Die  U9I 
qncmlirhkeil  dieses  j^ysteraei^  bei  Rechntm<;sftperatiouen  konmC.I 
jedoch  nur  einer  sehr  kleinen  Klasse  von  Menschen  M  J 
gute,  denen  ihr  Üumf  die  Aitslubruns  vieler  Hecbenoperationw  j 
mit  gemessenen  Grössen  aufcrlei;L  Diese  Klasse  nmfasst  niPoB  1 
iceineswegs  Jedermann,  welcher  bäufii;  in  die  La^e  kommt,  l«ich^J 
Ret'hnungen  anzustellen.  Es  sind  davon  ausneschlbssen  alle  1»^1 
ieni-ien.  ivelche  zum  Behuf  der  Uefrieditruug  der  aHtiglicbfli J 
l.e4jensb«<ltTrrniss«  einfache  Eierapel  int  lOsen  haben,  die  Kauf-  i 
leute.  Nuiidwerker  u.  A.;  denn  bei  deren  Rechnungen  ist  in  dM  I 
K^c^l  die  Fnmi  der  Dezimalbrüche  viel  unbequemer,  als  die  dfli|  I 
IjMneinen  Brüche,  und  es  ist  schon  trciter  oben  angerührt,  da«4  J 
äas  Duodeximalsxstetu  viel  ill'ter  auf  cinfuche  srenieitie  Bruch*'! 
rahrl,  üb  das  llezimalsvsiem.  Hiernach  kommt  nur  diejenig^.  1 
Ktsane  in  Butraebt,  welche  zu  höheren  technischen  und  tvissetfi  J 
Htchartliehen  Zwecken  bnniplizirtero  Itechnunpcn  aniuslellen  bali  1 
leh  slnube.  dass  die  LeiKleren  wegen  ihrer  MinoritJit  ihre  spezieli  ] 
\rn  XVdMsche  dem  ersteron  grossen  Theile  des  Volkes  eher  zuil|  | 
Opfer  bringen  kiinnen,  als  um^iehebTl,  und  dieses  um  so  mefafi  1 
4n  st»  vernriigfr  Ihrer  wissensibaftlicfaen  Ausbildung  und  der  dftf  1 
mit  erworbenen  nechenferti^keit  leichter  iia  kStande  sind,  gewissd  I 
theoretische  •Schwierigkeiten  lu  äbertvinden,  als  die  Übrigea  Klaaf  1 
sen  Im  iSlande  sind,  die  envhhntcn  ReliistigungäD  beim  gewüfam  J 
liehen  fiebrniiche  der  UernSese  zu  ertragen.'  Daeu  kommt  nociu  J 
das«  jener  wissensdtaf (liehen  Klasse  manche  Hüllsmiltft  zu  ti«i  1 
l>0T«  «t«ben.  um  ^cb  bei  der  Verivendung  eines  gewissen  Maa»)'| 
s«8  zu  besonderen  Z^eekeu  von  vorn  herein  die  g«ivünschte*  1 
Rechen vortheilfr  zu  siidiem.  -So  würden  z.  B.  die  Geodaleo,  welch«  1 
bei  Ihren  rein  (;enmetmclien  Arbeiten  d<v  nben  anjeeluhrlcn  pralN  j 
tisuhen  Vortheile  des  d  an  dezimalen  ftluasssystenies  nicht  bednrfea^  I 
und  denen  auch  die  beschrünkte  Stufenleiter  der  Begriffe;  Rutbi^  | 
FoMB,  Zoll,  Linie,  gIdchgQltig  sein  kaim,  da  sie  ja  doch  bHu^  I 
in  die  Lage  kommen,  wo  diese  Reihe,  selbst  w-«nu  si«  eine  desH  1 
male  Anordnung  heshsse,  wegen  ihrer  wenigen  Glieder  nicht  aoan  I 
reicht,  nur  die  (irnndeinheit  ihres  Msussstabes  oder  ihrer  Mesfti  1 
ll«tte^  «''Bi'' di«' KnHi«,   deksdiscb   «butheikni  ihnmchen]   ^i/ffm 
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AurMuirhiiuiig  der  mil  solchen  Slübcn  Eienio«seiitii  ijön^Mi  vBi 
nlsiliinn  stets  in  Fonn  vnii  Oexiniitliirilthen  ert'iilije«,  üercn  E 
heit  die  Lunge  einer  Itiillie  ist.  ohim  diiiui  jene  ti*oniet«r  i 
ilütu  Wurfhc  ftiiier  jeilt-n  ZidTcrstnlle  pinen  aiulefi-ii  Iteertff.  »üil 
des  lOten,  lüOäton,  lOlKIntcn  etc.  .TtieilGs  einer  Kutbe  vcrbfindt 

Aus  (lieaen  Betracblutigen  folgt ,  dasi«  ein  können nei 
ilurchEeführtea  Uun.leV  imüUyst«>iH  .las  prakli,--'--' 
vfln  aflcu  anderen  ist  nnd  demnucli  erstrebt  »erden  niii 

Gegen  diese  Aneicht  scheint  die  TliatHache  xu  s|)rechen.  c 
die  Franzosen  in  der  neueren  Zeit  bei  einer  ütiijietttiiltuBg  i' 
Maasee  dem  ßeitimaiHysteine  den  Vnrsuß  gospberi  nnd  daM 
in  ticmlidier  Reinheit  und  Allfienieinheit  eingeführt  haben, 
dos  Itidsst!  Faktum  der  Einführung  eioeti  iJaiiSBxyfileaie  h 
nur  die  grossen  flofro  uiiuen,  die  man  duratil'  t^esetct  . 
nicht  aber  Hie  entschiedene  Vorzüglichkeit  jenes  Systemen. 
lloffiiurt|{«n  irnreti  bei  dem  rranz^'isiselien  Dczimulsjsteme  ledig 
auf  ili«  niiincberlei  Rerbenvortheilc  geatflUt,  zu  denen 
fragliulie  System  u »bestreitbar  (Gelegenheit  cibt;  mau  bat  i 
vorxüglich  dein  out  thematisch  gebildeten  Publikum  in  die  I 
■aarbuUet,  «hno  auf  die  Bedürfnisse  des  gcivi>bn liehen  L 
Kücksicbt  au  nehmen.  Dans  aber  das  franziisieche  MnasssysI 
(Sr  den  Gebrauch  in  Handel  und  Wandel  nett  nnvollkomntem 
ist,  als  ein  konsequetiteK  Uundezimalsyslem,  gehl  nieht  alleip  a 
den  nbigen  ullgemeinen  Betrachtungen,  sondern  aus  der  Erfnltni 
selbbt  liervor. 

Im  franxünischen  Lüngensvsteme   eitstireti   dem    iNanieo  f 

in  au  (steigen  der  Reihenfolge  die  Einheiten:  Millimeter,  ZenliiM 
ter,  Dezimeter,  Meier,  Dekameter,  Hektometer,  KiliuiieteT,  M* 
nieter,  wovon  das  Meter  die  Grundeinheit  bildet.  Wenn  . 
jedneh  die  jiraktiscbe  Verwendung  dieser  Muasseiniieilen,  wie 
in  Kiunkreich  wirklich  vorkommt,  irfiher  beachtet;  an  fmdet  i 
dass  bei  der  Bestimmung  der  gewöhn  liehen  Lüagen  in  den  W 
Ht&ttcn  und  in  der  Natur  fa.«t  ausschliesslich  das  Meter  mit  d AI 
Zentimeter  in  Gebrauch  i.it,  ohne  dass  die  dem  Meter  soi 
liegenden  Einheiten  Dezimeter  und  Dekameter  mit  herang« 
werden ,  wofregen  man  sieh  bei  seht  kleinen  Liüigen  des  M 
ters  ohne  die  hüberen  Einheiten,  und  bei  sehr  grossen  1  „^ 
des  kibmielers  oder  Myriameters  ohne  die  niedriuer««  EiobviW 
bedient.  So  sagt  und  schreibt  mau  gewöhnlich  -i  Meter  75  Zentl- 
meter  fflr  eine  I.Hnße  von  3%  Meter  oder  von  3  Meter  7  Dexime- 
ter  .'>  ZMitimeter.  Ks  crklürt  Btch  dies  leicht  aus  dem  Umiitand*. 
dass  1  Meter  niit  Hülfe  des  Dezimeiers  weder  iu  tt,  noch  in  4, 
nnch  i»  li,  atsn  nicht  einmal  in  die  so  häiiGg  vorkonmienHeu  gleichen 
Theiie  getfaeilt  norden  kann,  dass  eine  Theilung  in  8  gleiche 
Tbeile  -drei  nkchnt  niedrigere  Ordnungen,  iinndicb  Dc/.imetefi 
/entlnieleT  nnd  Milliinefer,  in  Anspruch  nehmen  ui'irde,  und  dos« 
eine  Tbeilung  in  3,  6,  Ö  gleiche  Theiie  sognr  mit  Hülfe  aJIcr 
denkbaren  dezimalen  Unter- Einheiten  unm<>Klich  ist,  indem  x.  U. 
%  M«ter  =:3  Dezimeter  3  Zentimeter  ^MXß....  Millimeter  saia 
w'ßrde.  Diesem  grossen  üelielstande,  welcher  durch  die  ib  iirati- 
tiseher  Heziehnng  buchst  unwichtige  Muglichkeil  einer  Theilung 
in  5  gleiche  Theiie  nicht  im  entferntesten  ausgeglichen  wird,,  ent- 
geht man  mm  einigennaassen  durch  die  Unterdrückung  des  Deal- 
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iiielers.  bis  entstehen  aUdaiin  auf  (li:in  iVIcter  100  Abschnitt« 
f;leicli  Einem  ZciitiniGter ,  wodurch  ThcJlungeu  in  Viertel  rar>|:lich 
w«rilen,  und  die  Theilungpn  in  Orittel ,  8ecfastel,  Achtel,  Neun- 
tel mit  Aulbiilernog  der  strengen  Genauigkeit  nShernngsiveine 
bewirkt  uenleii  können.  Die^e  gleichMol  uniuläDglldte  Proxedup 
hat  dann  alier  zum  Gcrofs^c,  <1usk  man  nJch  stets  mit  einer  zwei- 
ziffrigen  Menge  von  ZeDtimetern  liet'assen  muss,  welche  in  den» 
grosisen  Zivischeiirauine  von  I  liis  100  tnriirt,  und  de«iiiiach  gc- 
wiaa  Dicht  auf  Betjueniliehkeit  Atispruch  machen  kann. 

.  Noch  deutlicher  beth.itigt  sieh  das  ehtrn  (iesaglehei  dem  fran- 
zösischen Geld^ysteme,  nn  man  sugar  die  nßchi«te  lltitereinheit 
des  Franken  ganz  aus  dem  Systeme  gestoisseu  und  dafür  diu  dann' 
folgende  Einheit,  nändich  den  lOUslen  Theil  des  Franker 
dem  Namen  der  Zentiine  ;    ' 


Uehr  noch,  ul»  alles  Vorstehende,  wird  aber  das  Vertrauen 
in  das  Ideal  des  Iranzüsischeii  Dezimalsystem  es  dadurch  erschät-i 
tert,  dass  sich  nel>e[)  jenem  Systeme  noch  manchem  andere  neue 
Daodezimalmaaäs  in  Frankreich  die  Uahn  gebrochen  hat  und 
xar- AnwenduTifr  kommt.  So  existirt  der  soifcnannte  i.eue  FuM 
=>l.  Meter.  Dieser  Fuss-  ist  in  I'i  Zoll  und  der  Zoll  in  12  Linien  . 
^«theilt.  Man  hat  eine  neue  Elle  von  l'i  Dezimeter  Lange,  nelcbe 
in  Halbe  und  Vierte)  getfaeilt  ist. 

Emllicb  haben  die  Franzosen  es  gar  nicht  einmal  gewagt,  die 
aKö  duodezimale  Zeitcintbeilung  des  Jahres  in    Monate,    de«,    i 
Tages  in    Stunden,    der   Stunden    in  Minutcu  u.  «.  w.  otizulasten 
und  in  ein  dezimales  System  zn  beugen.     Nicht   bloss  die  daraus  ■ 
enUtebende  Disharmonie  mit  anderen    Vülkern,    auch    die   grosse  1 
StcIruHg  der  Oewoboheitcn  im  eigenen  Lande  HÜrde  einen  solchen 
Versuch  unraiiglich  gemacht  habet»,   und  so  ist  daher  das  Prinzip 
der  Dezinialtheilung  selbst  in    Fraukreich    nicht    in    viillkommener 
Keinbelt  auf  alle  Grilssenmaasse  übertragen  worden,  weil  die  Aih 
foiderungeii  des  biirgerlichen  Lebens   ein  entschiedenes  Veto  ein« 
legten  und  sich  nicht  durch*  die   dem  Cielebrlen  zu  gute  kommen- 
deo  Uecbenvartheiie  UbertGnen  Hessen. 

Dtese  Bemerkungen  iilier  das  französische  Dezimalsystem  fair 
ten  also  ebenfalls  zu- Gunsten  di-s  Duodezi  inalraaastf  es  iiut 
Gewicht  und  machen  es  wunschensu-crtb ,  dass  das  letztere  mit  , 
möglichster  Konsequenz  für  das  praktische  Lehen.  eingefiih»t 
werde,  wnbci  es  den  zu  ivissenschanlichen  Zwecken  Openreuden 
fiherlasscn  bleiben  kann,  eine  jede  beliebige  Einheit  aus  jeneiij  , 
System«  filr  besondere  Tendenzen  besundeis  zu  theilen,  oliue  die; 
sert  Tbeilen  eigene  Namen  beizulegen. 


,     .Es  wird  wohl  Niemand  geben,  welcher  den  im  Vorstehenden    , 
c^iirterteu    Konflikt   zwischen    dem    dezimalen    MaassK^nteme    und 
den  (inLktischen  Bedürfnissen  des  Lebens  oder  den  Kotiflikt  zwischea  . 
dem  il  11  <i dezimalen  Maasssysteme  und    den  Bedürfnissen  der  V/iai 
senschutl  sehr  beklagte,  da  dies  olTenbaT  Hindernisse  sind,  Welchs  ' 
eine    allseitige    VollkommeHfaeit    de«    Mauassystemes    unraSgliob 

Thell  XII.  2 
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muL'lieii,  Fragt  man  nua,  uli  es  Millel  Kcbc,  Jene  tviilereir»bm 
ilen  Pule  xii  verciTiieen  uiid  woriii  diescibun  besteiian;  so  btl 
klnr,  <la«A  dif  aiiC  aen  eiitlküiiea  TheilunKcn  und  &uf  d«a  SXn- 
ben  uucli  mÜclilitiliHt  einfachen  Veilikllnisfiznlilen  beruhenilen  Lefcedl 
liiidiirl'iii«se  durch  Nichts  allertrl  werd«»  kiinneD;  duhinepcenbtad! 
Hwb  die  OpenitioDen  der  iiiathemaÜHchMi  Wiasukttchan  nuf  i. 
GelirMi'h  eiiiDR  rtiin  crliihdeiieii  und  durch  keine  Kunsere  Not 
tveiidigi^eit  budini^ton  /ahlensvntemci«.  DtGae«  Zableiisj-stem  I 
trauriger  Wciee  ilekadisch  od*t  nach  der  Urnndznhl  10  ((«wdr* 
und  damit  bei  der  ersten  Anlage  verunglückt.  Welcfao  Berc 
tigung  hat  die  aus  den  beiden  Piinirnttnren  '2  und  5  beslvbei 
'iaUlOt  Es  Ijis^t  sich  keine  upunen,  aU  dasn  Jene  Zahl  nid 
dbemifissig  grn»i8  und  auch  nicht  übermässig  klein  Bei,  atsn  bei 
ihrer  Verwendung  als  Grundxabt  ein  liisslichee  und  iibersichllictiei 
Zabletisystem  ergebe,  in  «elchem  zulclzt  ein  jedes  Grösi=eDvtr 
hiltniw  seinen  l'lalz  findet.  Im  ('ebrigeii  bietet  sie  die  URftrheb- 
lidixten  VitTthdilc.  ^ 

Man,  hiiUe  stall  der  (Grundzahl  10  mit  t;letcheiu  R«cht«  aacll 
die  aus   den    beiden    Prinifaktorcn   i    und   ?    be^tefaeads   Zolü  14 
wählen    kiinnan.     Das    hieraus    entstehende    Zahlensyetteni    Milrde 
kden  Vergicith  ^itil  unaerfiu  jetzigen   aufthallen,    da   die   baiiUi 
Faktoren  5  und  7  in  der  Natur  der  Dinge  geniss  aL 
gleiche  ßolle  spielen.     Wir  haben  uns  nur  ku  sehr  ao  das  jetzi 
Zahlensystem   j^etviihnt,   uro   diese   Behanptung  nicht   sofort  i 
aller  Denllk-hkeit  einzusehen;    aber   eine    sor^filllge  UebeH«(, 
wird  hierüber  gewiss  bei  Wenigen  einen  Ztreird  übrig  lassen. ' 

F.«  scheint  mir,  al«  ob  kein  erheblicherer  Umstand,  als 
Hinblick  aul'  diu  '2  uisl  S  Finger  an  Händen  und  Füssen  den 
|inU  an  unserem  dekadischen  Zahlensysteme  coceben  bfitte 
dass  "ir,  «cn«  uns  der  Herrgatt  mit  '1  mal  7  Findern  «rsc  . 
hätte,  Jut/t  ein  ZiniilensysteM  nach  der  Critndzahl  14  besil 
wfltden.  Diese  Vcnnulhuiig  liegt  nahe,  wenn  man  erwüßt 
im  foJtesten  Kultirrzn^tande  der  Vülker  die  WnHc  iVir  Bagril 
—  und  Zahlen  sind  llei;riffe  —  seltener  sind,  und  dascdieiMil 
(ivirtcn  Vülkcr  wie  unmündige  Kinder  anfänglich  zu  «slensibelen 
Zelchea  ihre  Zuducht  r'ehiuen.  Solche  Zeichen  tur  Menden  bieten 
sich  durch  die  hervorstehenden  Finger  sehr  nalürrich  dar, 
man  sieht  noch  heute,  wie  die  Älenschen  hüulig  ihre  kleii. 
Zähhn^ahen  dutch  entsprechende  Ueslikulationen  der  Hände 
Finger  hegleiten.  Auch  wird  jene  Ansicht  durch  das  Fakttitu 
lerstQtzt,  d.iss  es  in  Amerika,  namentikh  an  der  tVIosmiitqki 
eingeborene  VüHier  gibt,  welche  nach  U.lndenvoll  a  5  Sli 
zählen,  indem  sie  die  libersehiessenden  Einer  besonders  benen- 
nen, dabei  die  Hände  vorhalten  und  bei  einer  Menge  von  2U  die 
HKnde  mit  ausgespreizten  Finqeru  den  Fussspitzen  zuneigen,  um 
auf  die  Summe  der  Finger  und  Zehen  zu  deuten. 

Su  b^>cn  die  zurolliirston  Dinge,  welch«  wÄhrend  der  Ki^ 
beit  des  Menschengeschlechtes  der  Darstellung  von 
ersten  Anhaltspunkte  dienten,  den  (irund  xii  einem  .Syst«mQ  i 
legi,  welches  sn.^ter  mit  aller  Konsequeni  auf  die  DarsteDung -fl 
griiflsteii  nnd  kleinsten  Mengen  anKgeliildel  Ist,  ohne  dass  ff" 
aich  je  KecheuBchun  gab,   ob    der  Nerv  jenes  Svstomea  die  I 
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dinj^vngeii  in  siuh  vfreiiiiste,  welche  den  üm^ani;  mit  etn^m  koI- 
dtcn  Systeme  fachuf  Aunräliruii^  der  verschitMlensleit  Zablenkam- 
btnatinneii  zu  dem  müglich  bequemcten  iiMdite.  Kann  «icli  die 
erleuchtete  Menschlieit  im  fnrtwühreadea  l>r.'iDgen  nach  VerToll- 
lioininnuiig  aller  ihrtr  Zusliindp  tind  Beschsnifnmecn  dabei  benilii- 
iten,  Attas  ihren  Vorvfitpm  eine  kritische  Einsic-bt  in  die  Fi>lf!en 
einer  hr>cli.«t  ivicbtig«n  InslilutioD  unRi(i;:liijh  »nr,  und  dass  die 
Kurxsicbtl^lceit  jener  Anlnn&er  de»  s)i<^tereii  (ie^cbl echtem  eine 
Uewohnbeit  anferlegt  bat,  wekhe  jetzt  getvis^iermaasseii  in  das 
Ithit  aller  VolksklssKen  fiberiie^aasen  und  demnuch  nur  mit  ^rna- 
«eo  Scntvieripkeitcii  zu  Teriilgen  und  durth  eine  neue  xii  t^rcetzeu 
ist,  trelcbe  erst  nach  Tfilli(;er  Vergessenbeil  tl«r  alten  ihre  tiegenru 
reichen  Früchte  trägt?  Veniss  nicht  dürren  snlcbe  lli'ivksirhten 
und  Scbwieris;keiten  das  Streben  nach  einem  Ziele  vernirbten, 
nelcfae«  als  eine  Hahrhufte  VL'rbe»iäernDg  des  bisher  Bestandenen 
erkannt  wird. 

Es  liegt  aber  zu  Tage,  das«  das  natürlichste  und  durch  innere 
Grfinde  gerechtfertigte  Zahlensystem  auf  keine  andere,  als  die 
Gmndzalii  VI  liasirt  werden  kann,  daiss  dasselbe  al-^o  dodekii- 
dlsch  oder  düodezimal  geordnet  uerden  muss.  Diese  Zahl  isf 
ireder  SU  gross,  nneh  zu  klein,  iim  unnbersidilliche  Gnipiicn  vun 
aobordiiürten  Einheiten  zu  ergeben.  Ausserdem  bat  sie  die  aus- 
geeeichaete  Emureblung  für  sieb,  das«  sie  durch  die  Iteib«  dei 
eittrachsten  Zahfen  '2,  3,  4.  6  theitbar  ist,  und  das»  Theilungca  , 
ii«rch  8  iuhI  M  schon  mit  Hfilfe  von  zwei  unmittelbar  auf  einander 
folgenden  Einheiten  be»crkätelligl  werden  können.  Diese  Eigen* 
Schaft  macht  die  Zahl  12  Hihlg,  In  die  einfachsten  und  am  liäuüg- 
steij  Torkommenden  Theihirj^syerhaltnisse  des  menschlichen  Lebens 
einzutreten,  wodnrcb  Vurtheile  gewonnen  werden,  «eiche  nicht 
U«M  für  die  gewiibnliclisten,  sniiilern  sugar  fiir  die  koni|dizirte- 
ateif  matheroa tischen  0(>eratiiin«n  von  Wichügleit  sind,  und  welche 
einigermaassen  aus  den  früheren  Äafiihrungcii  i'llior  die  Bequem- 
lichkeit der  (jruüdzaJil  12  zu  Maasssystenifn  verstanden  werden 
kanneh.  Keine  kleinere  Zahl  als  li  tiietet  jene  Eigenscballen  dar, 
und  unter  allen  griisseren  Zahlen  ist  <lie  Zahl  '14  die  kleinste, 
■reiche  dieselben  Eigenschaften  besWse.  Diese  Zahl  24  ist  jedoch 
iedenralls  zu  ijross,  um  ein  übersichtliches  Zahlensystem  zu 
liefern. 

Da  nun  durch  die  Einfubning  der  Grundzahl  12  in  das  absa- 
Inte  Zahlensystem,  wenn  gleichzeitig  auch  das  Maasäsyslem 
oiae  duodezimule  Eintheiluug  erhalt,  fnr  das  letztere  System  nicht 
U«MB  alle  früher  erviähiiten  praktischen,  sondern  auch  alle  tbeO" 
witschen  Vorlbeile  errungen  werden;  so  folgt,  dass  die  ueueren 
Reformversniihe ,  wenn  sie  ein«  höchste  Vollkommenheit  eralrehen 
«oÜen,  gleichzeitig  auf  ein  duodeRimales  Maass-  und  Zah- 
lensystem gerichtet  sein  mfissea. 

Es  ist  fibrigens  horeits  an^i'fübrt  worden,  class  selbst  bei  der 
Beibehaltung  des  dezimalen  Zableusystenies  dennoch  ein  dnodozi-' 
male»  Maasssvstem  den  Vorzug  verdient,  Tmd  dn  das  jel/i^e  un-  . 
vollkouimene  dezimale  Zahlensystem  in  friiber  oder  suüter  Zukunft 
jedcrtlHlls  verlasseo  werden  muss  und  verlassen  werden  wird;  sa 
würde  die  bei  einem  deziniidcn  Zahlen  •  imd  einem  duodezimaleo 
Manssaj-sleinc    verbleibende,  ÜnbeqiieiitlJciikcit    sogar,  ein    Ctand 
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tudlir  l'är  <li«  j«Uige  kunaequetilfl  EinluhruDg  def  ilundeütnalen 
MnuäHsyjttsiueä  sein,  ilamit  bei  dem  eiiiaichtsvbllerfD  Tltetl«  4*t 
iNutioii  der  Wunsch  und  da«  ßestreliRii  um  oo  ree«r  g«tnaclit  mrd> 

i'enen  L'eheUlund ,  dtrrcfi  baldige  Annahme  eiiiei«  auoili-ciaislen  Zah- 
enityslemes  zn  heseUi^en.  Aussenleni  tvfirde  man  davor  gc8«;büb:( 
ueiti.  dem  Volke  spälerbin  noi-hmuU  die  Last  einer  Verändcnuig 
de«  MaarisfiysleiiieH  aur^nerle^en,  wulche  unabireislich  mit  e'ioUt- 
tea  mdsste,'  iveiin  man  von  ilctn  desimalen  zu  dorn  duadesimil« 
2iihl«ii8y Interne  iibergiace.  Endlich  nlier  würde  ein  konseaueuW 
Duudexiinitlninass  auf  einn  «ehr  prtiktiHt!he  Wciae  den  nii  BOBlnk- 
iaa  Denken  weniger  Gewiihntcri  ttllmählie  auf  die  Zneclunäu^i' 
keil  einet!  du  ndezi malen  ZahlAnsysIcinioä  hinleilen  iintl  au/ die  deu- 
iinch«li:{e  Urngt-ütiillung  des  Lctjtteren  vorljeit-ilün. 


§.9. 

Ehe  wir  Einiges  ober  die  IVI.iassrecplii  fragen,  (reiche  ft!'tp( 
Rerormatioii  des  jetzigen  deximalen  Zflilehsyslemfl«  in  cw 
duodeüiiiuileN  crprlffen  »erden  mfijiKleii,  ivuHcn  «ir  in  der  EOfW 
die  Crundziigecnl^^prlcN,  welche  dus  neucSysIciu  iinncbmen  wiirfe. 

Du8  HaiipIprinKij)  besteht  darin,  dus«  alte  dcnkliaren  ^n«H 
Zahlen  in  Urnpi>«ii  geordnet  nerclen,  wf^tche,  eliilt  10,  BiuiBMhr 
immer  1-2  lÜieilir  ndcr  Einheiten  enthniten.  Eine  jede  soloÜe 
Einhetl  ist  dem  VV^rlhe  nach  gleich  12  Einheilen  der  nächst  n9- 
drigeren  Ordnung.     Demnach  umfiiFst 

die  Ulc  Ordnmij;  der  ganzen  Zahlen  12  £inhelti-a  erster  Ordnung 

Diler  (irundeinheiten; 
„    2le  .,         nmfasst  12  Einheiten  z'ieitcr  Ordnung,  tvoTM 

eine  jede  gleieh   12  Grundeinheiten  oil«r  Kb- 

heiten  erster  Ordnung  ist; 


3te 


umlasst  12  Einheiten  dritter  Ordnung,  wovim 
eine  jede  12  Einheiten  zweiter  Ordnung  o^et 
!2Xl2=2l44 Einheiten  erster  Ordpuug  enthält: 


Die  Bezeichnung  der  Znhien  geschieht  genau  nnch  dem 
gegenwärtigen  Prlnaipe  der  Stellung  der  Ziffern,  so  duas  die 
Einheiten  erster  Ordnung  oder  die  Grundeinheiten  die  erste  Stelle 
rechts,  die  Eiohciltfn  zweiter  Ordnung  die  zweite  Stelle  von 
recht»  nach  linky.  die  Einheiten  dritter  Ordnnnij  die  dritte  Stelle 
ron  recht»  nach  links  u,  s.  w.  annehmen,  wnbei  das  Zeichen  der 
Null  (0)  ebensn  verwendet  wird,  wie  jetj;!,  Indem  dasselbe  In  die- 
jenige Stelle  einrfickt,  ito  eine  gewisse  Menge  von  Einheiton  Aer 
lielreffeflden  Ordnung  nicht  gegeben  Ut. 
Uiemach  würde  z.  B. 
die  Zahl     7  sieben  Einheiten  erster  Onlnung; 

„      10  Eine   Einheit   zweiter   Ordnung,    also    eine   Menge 
^on  zwölf; 

,     23  zwei  Einheiten   zweiter  Ordnung  und  3  EiulMMt«» 
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IT 

^^^■p^^''  erster  Ordnane,  also  im  Ganzen  ein«  Men^  von 
^^HBft  W<.      Rtrei  mal  swüfr  plu»  drei  =  siebenundzivitnzig  Ein- 
heiten erster  Ordnung; 
die  ^alil  100  Eine  Einheit  dritterOrdniing,  alsf)  eine  Menge  von 
zwOIf  Einheiten  zweiter   oder  von  hundertvieraiid- 
vierzig  Einheiten   erster  Ordnung; 
„       „'     137  Etne  Einlieit  dritter  plus  drei  Einheilen  zweiter  plus 
sechs  Einheiten  erKter  Ordnunft.    im  Ganzen  also 
liiiiuiertvLcnindvierzii!    plus    sechsunddreiesig    plus 
Kiet>en    =  hundertaclitundsiebziß  Einheiten    erster 

nratellen  u.  s,  w. 

UieniaL-h  leuchtet  ein,  d.iss  wir  bei  einem  duodczimalen  Zah- 
insyäteme  mit  unseren  jefziE;en  10  einfachen  Zuht/eichen  oder  . 
iiffem  0,  1,  i,  i,  4,  S,  ti.  7,  S.  9  nicht  ausreit^hen,  dnss  wir 
lelmehr  für  die  Zahlen  zehn  und  eil'  zitei  besondere  Ziffern  er- 
nden  müssen ,  da  dSe^e  beiden  Znhlen  zu  den  Grundeinheiten  oder 
üneTn  des  Systcmea  gcliilren  und  in  jeder  Ibtgenden  Ordnung 
beafails  die  Rolle  einfacher  Einheiten  spielen. 

leh  lattse  mich  hier  auf  die  Eründung  jener  zwei  Zeichen  für 
ie  Zahlen  zehn  und  elf  nicht  ein,  bemerCe  nur,  dass  e»  Erfor- 
«rnisse  sind,  dass  Jene  Zeichen  im  Charabter  der  fibrigen  arabi- 
chen  Ziffern  gehalten  und  leicht  zu  schreiben  sein  müssen,  dabei 
ber  si^i  von  ailen  übrigen  Ziffern  und  toii  allen  geschriebenen 
nd  gedruckteil  Ituchstaben  des  in  mathematischen  Schrillen  bSuGg 
oilbimmenden  lateiui«chen,  griechischen  und  deutscbeb  Alphabe- 
9s  IcräDiff  unterscheiden  riiQsscn  und  selbst  dann  zu  Verwechse- 
idgeti  nicht  leicht  Gelegenheit  geben  dürfen;  wenn  sie  llüchtig 
etehrieben  werden. 

Ich  vviihle  Mer  bloss,  um  mich  verstfindüch  zu  machen,  für 
Ie  Zähl  zehn  die  nmqekehrte  Letter  der  Zahl  3,  also  das  Zeichen 
,  und  ttlr  die  Zahl  elf  die  umgekehrte  Letter  der  Zahl  4,  also 
as  Zeichen  p.  Diese  Zeichen  eignen  sich  jedoch  nicht  für  eine 
ieCiiitive-Einrilhrung.  weil  sie  bei  vielen  Personen  zu  einer  "Ver- 
irrung  der  Zahlen  drei  und  zehn  und  der  Zahlen  lier  und  elf 
eilragen  machten,  auch  ilus  Zeichen  ^  zu  viel  Aehnlichkelt  mit 
em  griechischen  Buchslahen  epsilon  besitzt.  Im  Uebrigen  wird 
lArduich  einem  jeden  Schriftsteller  eine  leichte  Gelegenheit  gege- 
eil,  »lih  mit  Hülfe  der  gew-dhnlichen  Druckletlcrn  Über  das  duo- 
eztiimle  Ziihlensysleni  zu  äussern 

Hiernach  hatte  man  also  folgende  Vi  einfache  Zahlzeichen 


Ü      I 
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Ig  Eine  Einheit  zweiter,  plus 
ÖgSf  sechs  Einheiten  vierter, 
ei  Eiuheiten  zweiter,    plus  elf  l 


ichii  Einheilen  erster  Ordnung; 
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BencDDUiig  der  Zahle».    C«  Ipuch- 
r  Zatil  ebenso  ralioiivll  itnr  doM  Ha- 


Wir  knminMi  jetslxu 
tet  ein,    daa«  der  Niiuie 

zip  iler  ilunilceimaleii  Eintlieiluiig  b&sirt  »eiu  nuss,  me  me  vot- 
»tehcnde  BeKek-liiiuiis ;  ja  soRar,  das»  det  iSame  ilif»«  BmW- 
»icbliguiig  \ieil  clier  ver<lietil,  aU  die  UezciühDuiig,  da  die  Lßtitete 
nur  der  symltuliüclie  Sttllverl reter  des  letietiden  Wortes  i*t. 

Beachtet  man  nun,  diiss  sich  ein  Zuhlensystem  nicht  so  lekkt 
aus  dem  Volksleben  verbannen  lässt,  äU  cki  iUsaxusystem,  Indoi 
Ersleres  in  dem  «ulijektiven  Begriffsvermögen  aU  ein  von  in 
Aussemvelt  eane  iiiiabhiingn-eii  Verstaildesgoset«  wurzelt.  wShl»«! 
Letzteres  sich  an  ein  leiclit  nlier  Bord  zu  vi  erCcndeit  materleUH 
(leniuss  Liiüplt:  so  knnn  man  nicht  verkennen,  dass  nach  Ein* 
führiing  eines  neuen  Zahlensystems  ncii-h  manches  Jahr  (luiHt 
System  in  dem  M.inde  vieler  i^eiite  leben  nird.  Um  aber  durch 
emc  solche  Konkurrenz  K«eier  Systeme  bei  dem  genieinen  MaiUl 
keine  Begriffuvertvirrung  faerbeizufahren,  ist  es  durchaus  nothwM- 
(lig,  dass  von  dcui  alten  iSvaleniG  in  das  neue  System  keine  O- 
deren  als  solche  Z ah Itviirter' übergehen  ,  »eiche  in  beiden  äystenKl 
genau  dieselbe  Menge  darstellen.  U'it  man  auf  diese  Weise  tb 
{LoSfcende  Wrirler  f.ir  das  duodezimale  Zuhlensystum  gesorgt;  m 
nerdin  durchaus  nur  };eriiige  Verlegt-n heilen  aus  dem  Umstände 
KU  envarten  sein,  dass  manche  Menschen  sich  noch  eine  Zelt 
lang  im   dozihialen  Systeme  ausdrücken. 

■Aus  dem  allen  Systeme  können  hiernach  unbedenklich  die 
Zahlwörter  von  eins  bis  elf  beibehalten  werden,  welche  die  ^- 
beiten  erster  Ordnung  ausmachen. 

Die  Namen  der  Einheiten  zweiter  Ordnung,  welche  im  allen 
Systeme  uus  dem  Hamen  der  Grundzahl  zehn  oder  zig  gebildet 
sind  und:  zehn,  zwanzig,  dreissig,  vierzig  etc.  ansgefiprocbei 
iverden,  müssten  im  neuen  Systeme  auf  analoge  Weise  aus  dfoi 
JNamen  der  Grunditabl  zwölf  gebildet  werden.  Da  jedoch  dieses 
Wort  etwas  schwerlallige  Zusammensetzungen  liefert;  so  subsH- 
tuire  ich  dafür  in  gegenwärtiger  Schrift  die  durub  vulgürcn  Sjirach' 

Sobrauch  aus  dem  \Vorle  Dutzend  entstandene  Kvrruptionssilbe 
utz,  worau  bicb  die  Begriffe  vieler  Menscheu  gewiss  mit  Leich- 
tigkeit anlehneu  werden,  ludem  sie  alsdann  gen  isserinuasscn  nach 
putzenden  zu  zülden  wähnen.  Im  Uebrigcn  bin  ich  weit  dav^ 
entfernt,  zu  glauben,  doss  jene  Silbe,  sowie  alle  IrdgcndeUi  vrel"-* — 
isb  zu  äbidicbem  fiebufe  hier  adnjitlron  werde,  Anspruch 
GefäUigkeil  besitzen.  F.s  ist  leditilich  Sache  deutscher  Surai 
forscher,  neue  Zahlwörter  in  Vurschbg  zu  bringen,  welcni 
Idiome  unserer  Sprache  liegen. 

Hiernach  erhatten  die  sukzessiven  EliiheiteR  der  ztieÜen  Ord- 
nung die  K.imen :  <]ntz,  zweidutz,  dreidutz,  vierdutz,  l'finfdulz. 
sechstlutz.  siehendulz,  ochtdutz.  neundutz,  zehndulz.  elfdulz. 
Dieselben  werden  geschrieben:  10,  'JO.  -H).  40,  .W,  W.  70,  80. 
W,  pO,  rti,  und  stellen  Mengen  dar,  wetche  Im  dezimalen  Systeme 
mit:  12,  24,  30,  48,  60,  72,  84,  W,  Itf8,  IM,  Ui  bcxeicliDel 
werden. 

Die  zwischen  jenen  Einheilen  zitcitcr  Ordnung  he^tideii 
len  werden  hi  derselben  Weise  zusammengesetzt,  wie  die 
alten  Systeme  etu-a  mit  den  Zahlen  einundvierriir,  zweiundvi 
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äreiandvierziff  u.  s.  w.  geschieht.  Diese  Wortbildung  beguint 
«cboQ  Qadi  der  ersten  Einheit  dutz  der  zweiten  Ordnung,  indem 
aaD  «prieht: 

10  =dutz,  20  «=zweidutz^  30  =dreidutz, 

U  =:einvnddutz,    21  7=:einundzweidut^,    31  ==  einunddreiduts , 
13  =szvreiunddutz,  22  =zweiundzweidutz,  32  =-=  ziveiunddreidatz^ 
11.  s.  w.  u.  s.  \\v  g.  s.  \y. 

Für  die  erste  Einheit  der  dritten  Ordnung,  welche- im  neueii 
Systeme  100  geschrieben  wird  und  nach  der  alten  Schreibweise 
me -Menge  von  144  darstellt,  wähle  ich  das  Wort  ^rorr,  welches^ 
jsor  Onterscheiduns  von  dem  gleichnamigen  Adjektive  kurz  aoseti' 
stechen  und  In  der  Schriftsprache  hinten  stets  mit  einem  Dop- 
pd-f  zu  schreiben  ist,  um  hierdurch  an  die  Menge  eines  Gross 
SU  erinnern,  welche  bekanntlich  gleich  zwölf  Dutzend  ist. 

DemgemKss  hat  raam 

MO  xrgroir»  200  =:zwelgro[r,   300  =:dreigroir....900  =neangroff, 

ßOO  =zehugroII,  ^  =elfgro(r. 

.  Die  eiste  Einheit  vierter  Ordnung,  welche  1000  geschrieben 
wird  Qod  eine  Menge  von  zwOlf  Gross  darstellt,  nenne  ich  hier 
tausig,  so  das« 

lOOü  =  tausig,  2000  =  zweitaasig,  3000  =:  dreitausig  u.  s.  w.  ist 

Die  erste  Einheit  fünfter  Ordnung  oder  10000  heisse  datz- 
tnu&ig. 

Die  erste  Einheit  sechster  Ordnung  oder  100000  heisse  gre  rr- 
tausig. 

Die  erste  Einheit  siebenter  Ordnung  oder  lOOOOOO  heisse  Eina  ^ 
Milliarde. 

Die   Zahlen,    welche   hierauf  immer   Milliarden   mal    srCs9er 
sind,  als  die  vorhergebenden,  beissen:    Billiarde,  Trflliarde, 
'^Quadrilliarde  u.  s.  w.  ,-. 

Nach  diesem  Prinxipe  wiirde  man  folgende  Uebersicht  der 
Zahlwörter  und  Zahlzeichen  erhalten ,  wobei  die  links  von  den  - 
Wörtern  unter  der  römischen  Chiffer  Xll  stehenden  Zahlen  die 
dnodezimalen  sind,  auf  welche  sich  die  Worter  beziehen,  und 
die  rechts  unter  der  Chiffer  X  stehenden  die  Werthe  derselben 
Zahlen  ^nach  dein  alten  Dezimal  -  Systeme  angeben. 


■  .1  »i^ 

:.  ...      .1  '::■ 

,  I   . .  .  ■         l  'ff 


I 
I 

¥ 
I 


5  ffinf     . 

6  «bi'Lh   . 


f  elf   . 

10  dutx      .     .     . 

11  ejnunddulK     . 

12  wreinnilduU  . 
13'  dreiunddulx  . 
14  ilerunddiilz  . 
lä  fünfunddulz  . 
16  aochtiinddiiti 
IT  ■kbcnunddiilz 
19f,«<ditiiiiddutii. 


19  r 


inddiX 


Indiweidotz 


21  c 
23  I 

23  dreinndxwe Miliz 

24  liBrundswstduts 

25  fünfundzwflidiiti 

26  ■echcuadzueiduti 
2T  sieliFnundiwHdulE 

28  suhlnadzwcldutz 

29  nennundzweidun 
2G  zehnundxweidulz 
2t  elfnadiireiiditi  . 

30  drcidalz    .    .     . 

31  einunddreidnU  . 

32  iweiunddreidgU 

33  drciunddreiduU 

34  TierDnddreiduIz 

35  f^ufunddrcIduU 

36  Mcbtunddmdiit»  . 

37  liebenunddreidutB 

38  achtunddrciduU 
30  neDaiinddreiduti 
3e  tehnniiddrirldatc 
3f  eirunddreidulz  . 
40  Tiordntz  ... 
^l  cinuadTJerdnlz  . 

42  zweiundTicrdutz 

43  dfeinadfierdulz  . 

44  rierondTierdiilz  , 
4&  fünfandtifirdiiiz 
46  lechBandvicrduli 
4T  ■iobciiDndi'ierdutx 

48  BcbtuudTierdutz 

49  niQnundvierdDlz 
4e  irliniindvierdntE 
if  tlfundvierduli  . 


MI 
au  fänrdnu     .... 
51  clniiiidföiifdiilK  .     . 
T>2  KwviuiidfunrdiiU 
ba  drvinnilffinrduU 
M  vitPimdfünfdaU      . 
S5  fünfundfünfduH 
üti  «Bilimiiidluiifduta  . 
äT  ■  i eben undliinfd Uli . 
5H  Dcbmndfüulduls     . 
^9  neiiniindfänfdou     . 
&r,  ■rliniindfdnfdaU  ' 
0»  elfiindfänUuU    .     . 

60  cei:ludau  .... 

61  einiuidieuhidiltC     ■■' 

62  zweiand(evhidiit£'  . 

63  drei  und«  ecliadMia  . 
6-1  tierundsccfawlHd    . 

66  fünfundaevbtdutB  . 
61»  «ediMtndiiechidiitS 

67  airlicDUndscdiidulz 
6H  achtdndiieHiidatK  . 
69  neimundserbBdiiti  > 
6g  zchnnndtechiidDtz  . 
6t  clfundtecbiduU 

TV  ■icbenlluU     .     .     . 

71  einundniebtlldud    . 

72  zweiiindaiebenduts 

73  drciundBiGbeDdiili  . 

74  vierundaicbcndiitz.     , 
Tä  fün  fundlieb  end  11  tz 

T6  HecbaandtiebeiidiiU 
TT  ■iirbenundaiebendutz  . 
TS  Hcbtundaiebendutz 

79  nennuDdiiebcndnli 
Tb'  zchniindaiebt^ndutc 
Tt  elfuodaiebcntluti    . 

80  Bcfatdutz  .... 

81  oiaundachtduts  .  . 
82.  zwe!iihdaRbtdnU  . 
83  dreiiindachtdn» 

81  1  ietimdachldiitz 

85  fünfundachtdutz      , 

86  Horhiundarhtdnti^  . 
R7  (ielienandarhldptE 
HS  ucblundaclildiili    . 

89  neunaodacbtduti   .     . 
8e  zebnundarbtdDtz    . 
8f  elf  lind  achtdntt  .     . 

90  iieiindiitz   .... 

91  rinundneundutz.  ■ 
na  KweinndnFunduti    . 

93  dreiundneandnCz 

94  vlerundneuadutz 

95  fünfundneandnli 

96  ■ech(iindnt*iindiiU  . 
9i  ■Irbennndnciindntx 
118  ttchtundnruudntz  . 
99  ncunundneiindati  . 
9c  zehnundneuodiitz  . 
9t  elfundneuodula  .     . 
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ISl  «inondtuliiKlttts 
gS  swcinndaclmdats  ■ 
(8  dreiiindseliiidiitB 
f£^  rieroadnohiHlutx 
S5  fonfandKehiidulz 
£6  /MchHundsehnduts 
(7  «i^benuodsebndiitz 
C^  ächtundselioduCz 
S9  nettnaodyehndatB 
C6  selmaitfdvehndiiU 
6t  tlfundsehndats 
fO  elfduta     .     .    . 
tt  eiritnÄfelflintc 
^9  sweinndelfdatz 
f8  dreiundelfdatz 
f4  TienibdAlldato 
f6  foüfandelfdoU 
f6  techtfündelfdots 
tT  tiebenand^l^niz 
f8  achtundelfdfitz 
f9  neamndelMntx 
Hh  sehnundellduls 
ff  elfondelfduU    . 
00  groff  .    •     .    • 
Ot  groJTein«       .     . 

02  groJDBBwei'    •     . 

03  groflUr^      •    . 

10  grolIttatB      .    . 

11  groJTeinanddatz 

12  grollkweianddutz 

13  groffdf^iiiBddaU 

s 
20  grollkweiiltttz  • 

30  groJTdreidDts    . 

40  groltVierdatz 

00  sweigroiT  .  . 

00  dreigroir  .  . 

00  Tiergroir  •  • 

00  fänfgroir  .  . 

00  «echflgroff  .  . 

00  tiebtfigroir  » 

100  achtgroir  .  • 

100  DCQiigrofr  .  • 

;00  9mhmgftt  .  . 

^  «Ifgroir  .  . 


120 

121 
122 
123 

125 
1*^6 

•  12T 
126 
129 
ISO 
131 
132 
133 
134 
135 

il86 
13T 
138 
139 
140 
141 
142 
143 
144 
115 
146 
147 

IS^ 
157 
158 
159 

168 
180 
192 

288 
432 
576 

xeo 

864 
1008 
1152 
1296 
1440 
1584 


lUOO 
1001 
1010 

'  1100 
?0Op 

.  9000 
4000 
5000 
6000 

7(mo 

8000 
9000 

eooo 

fOOO 
10000 
20000 
30000 

• 

t 
100000 
200000 
300000 

• 

l 

1000000 
2000000 
3000000 

• 

t 


\ll 

-taasig  .  . 
tMitigeinü 
tniMigdiitz  . 
taiisiggruiT . . 
zw«iUu«ig  . 
dreitausig  . 
viertaiitig  . 
fünftaasig  . 
fle«*h8tau«ig 
Riebentaiitfig 
achttaiisig  . 
neontansi^  . 
xehntaiitig  . 
elftaiitig  •  . 
dutztaoaig  • 
zweidutztansig 
4reidatataiuig ' 


grolTltaasig  •  . 
zwelgrolTlaatig 
dreigroMtausig 

eine  Milliarde  . 
zwei  Milliarden 
drei  Milliarden . 


-     1728 

1729 

1740 

1^72 

3456 

.    5184 

6912 

8640 

10368 

/ 12096 

13824 

15552 

17280 

19008 

90736 

41472 

62208 

248839 
49766) 
74649^ 

2985984 
*597I968 
B957952 


10000000  dötz  Milliarden  35831808 

100000000  groir  Milliarden        429981696 

1000000000  taotig  Milliard.       5159780359 

10000000000  dutztanaig  Mill.     619173S4224 

100000000000  grolRan«.   MilK  743008970688 

1000000000000  eine    Billiarde  8916100448256 

u.  ••  tr. 
Die  zwischenliegenden  Zahlen 
aind  leicht  zu  ergänzen.  Bei«pieU- 
weiae  hai  man 
436  Tiergröflsechtnnddreidntz 
7^15  «iebentaua.  zehngraffflAnfunddats 
3t259  elfiinddreidutztausig      zweigroIT- 

neHnundfunfdiltz 
86632f  äbhtgroffzchnnndieditdatztaaaig 
dreigroJTelf andzweidu  tz 
2605639^67  zweitatitig  «echagrolirnnf  Milliar- 
dea  aehagroffiieananddreidutztato- 
sig  elfgroITsiebenandaechadnts. 


..Uli   .    •< 


r 


I« 


•\ 
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Bei  tlieser  Ueleeenheil  kann  noch  aul'  eine  uiiilvr«  Ann»hiBi 
liclikeit  (Il's  duodezi malen  ZulilensysteiDeH  aufiiicrk!<am  (teowcli^ 
ticrileri,    »eiche   darin   bestellt,    dass    man    zur    Dsrstelluog    dar 

(;rüssereii.  Zahlen  eine  ^erinirere  Menge  von  Ziffern  zu  schrcUien 
iraucht,  als  bei  dem  dezimalen  Systeme.  Wolllu  niun  z.  U.  alle  ean- 
xen  Zahlen  voa  eins  bis  zu  Einer  Milliarde,  welche  =100001)0  (XII) 
oder  =:21ftlä*.i84  (X)  ist,  notiren;  so  hat  man  rolgeixlc  Mengen  voi 
Ziffern  zu  scbreilien.  (Um  Missverstäaduiase  zu  vermeiden,  wii ' 
bemerkt,  dast*  alle  im  NuL'bst  eh  enden  vorkommenden  Zahlen  d 
geivühnlichcn  Dezimalzahlen  sein  soUeo,  wenn  nieht  uusdrficitliq 
angefdhrl  ist,  das»  sie  sich  auf  das  Duodezinialsystero  bezieho^ 
oder  das  rSinische  Zeichen  XII  hinter  dieselben  gcsetxt  ist.} 

A)  Wenn  alle  jene  Zahlen  bis  zur  Milliarde  aus  dem  Duodt^ 
zinialsysteme  entnommen  werden: 


11  Stück  einziffrige  Zahlen  mltäberbai 
132      „      zweiniffrige      „ 

1584      „      dreiziffrige       „  „  „ 

1900S     „     vierziffrige      „  „  „ 
22«Hie      „      tönlziffrige       „ 

'27371S~2      „      sechsziffrige  ,.  „  „ 

l „ siebenziffrige  „  „  „ 

■JUtf5'.<Ü4  Mtüek  Zahlen  mit  überhai]|it  .  .  . 


4752      „ 

70032      ,. 

1140480      ,. 

lt>422912      „     . 

7     „     ,■_ 

17644458  Ziffern.' 


9  Stück  einziffrige  Zahlen  mit  {lberhau[)t .  . 


m   . 

zweiziffrige     , 

m   , 

dreiziffrige      , 

9000 

,      vierziffrige 

90000 

,      fönfziffrigc     , 

'JOOOOO 

,      sechsziffrige , 

985985 

,      siebenziffrige^ 

2*J»5984  Stack  Zahlen  mit  überhiiupl  . 


.    »Ziffern 
ISO      ,.,    ,- 

2700      ..     '■ 
36000      „ 
450000      „ 
5400000      ,. 

isaoisie    .,    . 

'l<t7G0784  Zi^rä. 


Das  Dezimalsystem  macht  also  znr  Bezeichnung  derselben 
vorgenannten  Menge  \oa  Zahlen  einen  Ziffern  aufwand  erfWrderlicti, 
welcher  um  mehr  denn  2  Millionen  Ziffern  grüsser  ist,  als  wenn 
jene  Zahlen  nach  dem  Duodezinialsystcmc  geordnet  und  bezeich- 
net 11  •Iren. 


Es  braucht  wohl  kaum 
man  nicht  mit  gemeinen  Br 
Gesetz  der  Zahleiihildung 
Gränze  der  Einer  hinaus  in 
dting  bringen  lässt. 


L'rwühiil  zu  werdeit,    das»  sich, 
ichcn  rechnen  will,  das  dodekadiechanj 

in    entsprechender    Weise    Aber    i_. 

absteigender  Linie  ebenso  in  Anivei 
)deKimalbr(iche  darxuslellei 


nach  dem   dekadischen  Gesetze   behuf  Erzeugung   der   Deximsl 
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brfiche  geschiehif  Treiiuit  nmn  auch  |iWr  dig  Ganzen  von  den 
Brächen  durch  ein  Komma;  so  bedeutet  z.  B.  die  Zahl  5,4  eine 
Menge  v#d  5  Ganzen  und  einem  Bruche,  dessen  Zahler  4  und 
dessen  Nenner  zwül  Coder  dutz  ist.  .Ebenso  5,46.  eine  Menge 
von  5  Ganzen,  plus  einem  Bruche  mit  dem  Zahler  4  und  dem 
Nenner  diitz,  plus  einem  Bruche  mit  dem  Zähler  6  und  dem  Nen- 
ner srorr,  oder  auch  gleich  einer  Menge  von  5  Ganzen  plus  eieem 
Bnicne  mit  dem  dodekadischen  Zähler  46  und  dem  dodekadischen 
Nertn«l>  100.  -,  ^. 

'In   gemeine  Brflcbe  verwandelt  und  nach  der  üifodekimalbe- 
zeicfanoiig'  ffeschrieben^  wfiiide  also  sein 

0,4s=  V>=  \,    '■■" 

5,46=5  +  A  +  TSo=5rV»  =5;'. 

.  ' '  '  ' 

Bei  einem  duodezimaten  Maass-  und  Zahlensysteme  norde 
man^hk^naelr 

,*      >\         5,46  Fuss  p=5  Fuss  4  Zoll  6  Linien 

habien. 

•      .$.  10.-  - . 

Die  Ausfährung  der  vier  arithmetischen  Grundoperationen  oder 
Spe2ieir  .mit  duodezitialem  Zahlen  bt  ebteso  einfach  wie  die  mit 
dermalen. 

Bei  .der  Addition  hat  mi^  nur  zu  beachten,  dass  je  dutz 
Einheiten  irgend  einer  niedrigeren  Ordnung  dazu  geboren ,  um  6ine 
Eiilbelt  der  nächst  höheren  iirdnung  auszumachen  und  demzufolge 
in  jdie  nächstfolgende  Stella  nach  der  Unken  iSeite  hinöberzurücken. 
Als  Beispiele: 


»% 


65£7 
23*6«|(r7      -  391^20 

5648719  461- 

,  -.  .  ,  :  ^  J3TO1 

4Ö5757 


111   I 

7e4ö524 


Bei  der  Subtraktion  wird  du,  wo.es  erforderlich  ist,  stets 
eine  Einheit  der  nächst  liöfceren  Ordnung  geborgt ,'  welche  dem 
WMfae  fwcb  gleich  dutz  Feinheiten  dei^  iii^rigeren  Ordnung  ist. 

z.  p.     . 

.       .  78e.5l7.0 

21 IKM  3 

768  8H9 

Zur  Ausfiihrung  der  Multiplikation  und  Division  ist  das 
sötr^anfite  Ein  male in«r  behülflich,  welches  in  dodekadischen 
Zielen  fq^eiidc  Gestalt  «mnimint. 


m 

Pocli^kfiiliathe 

■    Einmnleini 

■ 

^1=1 

2x1  =2 

3x1  =3 

4x1  =i^ 

1x2=2 

2X2=4 

3x2  =6 

4x2  =8 

1X3=3 

2x3  =6 

3x3  =9 

4x3  =10 

1x4  =4 

2x4=8 

3x4  =10 

4X4  =14 

1X5  =5 

2x5  =8 

3x5  =13 

4x6  =18 

1X6=8 

2x6  =10 

3x6  =16 

4x6  =20 

1x7  =7 

2X7  =12 

3x7  =19 

4x7  =24 

1x8  =8 

2x8  =14 

3x8  =20 

4X8  =28 

1x9  =» 

2x9  =16 

3x9  =23 

4x9=30 

lXE=c 

2X8=18 

3X8  =26 

4X8=34 

Ixp  =t 

2xt  =I8 

SXf  =29 

4Xf  =38 

1x10=10 

2x10=20 

3x10=30 

4xl0t=40 

6x1  =5 

6X1  =8 

7X1  =7 

8x1  =8 

5X2=8 

6x2  =10 

7x2  =12 

8x2  =  14 

5X3=13 

6x3  =16 

7x3=19 

8x3  =20 

8x4  =18 

6X4  =20 

7x4  =24 

8x4  =28 

5x8  =21  ■ 

6x5  =26 

7x5  =2t 

8x5  =31 

5x6=2« 

6x6=30 

7X6=36 

8x6  =40 

5x7  =2t 

8x7=36 

7x7  =41 

8x7=48 

5x8  =34 

6x8  =40 

7x8=48 

8x8  =54 

8x9=39 

6x9  =46 

7x9  =53 

8x9=60 

5X8  =■'2 

6X8=50 

7X8  =5s 

8X8  =68 

5xr  =47 

8Xf  =56 

7xf  =65 

8x4  =74 

5x10=50 

6x10=60 

7x10=70 

8x10=80 

9X1  =9 

8X1=8 

rxi  =t 

10x1  =10 

9x2=16 

8X2  =18 

tx2  =l8 

10x2  =20 

9x3  =23 

8X3=26 

fXS  =29  . 

10x3  =30 

9X4  =i30 

8X4=34 

tx4  =38 

10X4  =40 

9X8  =39 

£X8  =42 

»Xä  =47 

10x5  =80 

9x6  =46 

8X8=50 

|'X6  =56 

10x6  =60 

9x7  =83 

8X7  =53 

1.X7  =68 

10x7  =70 

9x8=60 

8X8=68 

fX»  =74 

10x8  =80 

9x9  =69 

8X9  =76 

PX9  =83 

10x9  =90 

9X8  =76 

,       8X8  =84 

I.XS=»2 

10X8  =86 

9X|.=83 

8Xt  =92 

fxf  =ei 

tax,  =K) 

9x10=90 

8X10=80 

txlO=(0 

10x10=100 

V.ia  Beispiel  der  M  ultiplikutiu  tt  ist  hiernaili  lolijeiulue  : 
G3f-2ir)4 

I0t-W440 
*"Wi  Beispiel  der  Division   «liene: 


r  eiiifachei 
Tu  Igen  der 


Ob  eine  dodekadische  Zahl  durch  irgend  Ein 
Ziffern  ohne  Rest  thcilbar  sei,  erkennt  mg 
Merkmalen. 

Durch  2  ist  jede  Zahl  tlicilhar,  deren  letzte  Ziffer  geraile  ist. 
«       3  u      „        „  „  derenlc(£teZiffereiEicO,3.0od.üi<it. 

4  „      „        „  „  dereiilet2teZiffer»ineO,4oder8ist. 

5,  Um  zu  erfahren ,  oh  eine  Zahl ,  z.  B.  die  Zuhl  135730, 
durch  5  theilbar  sei,  schneide  man  von  dieser  Zahl  in 
der  Richtung  von  hinten  immer  sreei  Stellen  ah,  wo- 
durch man  hier  13'S7|36  erhalt.  Addirt  man  nun  die 
im  Ifiten,  3lcn,  .5tcn  elc<  Abschnitte  stehenden  zivei- 
Eiffrigen  Zahlen  Kr  »ich  und  dann  auch  die  im  2ten, 
4ten,  ölen  etc.  Abschnitte  stehenden  itveixiffricen  Zah- 
len für  sich,  wa»  hier  13+36=4»  und  57  ergibt;  so 
muss  die  Uifferenx  der  sich  hierdurch  ergebenden  Zah- 
len, also  hier  die  Zuhl  57  —  411  =  £  duri^h  5  theilbar 
■  Zahl    135736  Htatt- 


9'1st  jede  Zahl  theilbor,  deren  lelKte  Ziffer  eine  0  oder  6  ist 
|7.  Ein  jedes  Kennzeichen  der  Tbeilliarkeit  durch  7  ist  um- 

sländlii'her  zu  konstatiren,    ab    ein    unmittelbarer  Divl- 

sio  na  versuch. 
H   ist  jede  Zahl  Ibeilfaar,    ivenn  die  aus  (cn  beiden  letzten 

Ziffern  bestehende  Zahl   durch   8  the'lfi.ir  ist.    nie  dies 

a.  B.  bei  den  Zahlen  114,  36:2»  stattfindet. 
9  ist  Jede  Zahl  theüliar,    wenn  die  aus  den  beiden  let/.ten 

Ziflem    liostehende  Zahl  durch   0  theilbar  ist,    wie  dies 

z.   B,  hei  den  Zahlen  116,  6723  slatttindt;!. 
C   ist  jede  Zahl  theilbar,    welche  mit  einer  geraden  Zahl 

schriesüt   und  zugleich   der  Thcilbarkeit  mit  5  entspricJU. 


>0 

Uurch  f  ist  jt^e    7.ab\  Ihcilliar,    doren   Ziffornsummc  Attn-h  j 
Iheilbiir  ist.  t.  Ü.  die.  Zahl  243,  lia  2  +  4  +  5  =  f  Isi, 
.,     1Ü  i^l  jede  Ziihl  lliitiltinr,    tveklie  mit  einer  ü  schliesst. 

5.11. 

Es  ntrd  hüiili^  vnn  Interesse  pciii,  cIiig  dekadische  in  «ine 
dndelcadiscbe.  oder  umgekehrt  eine  dodekmlii^clia  in  eine  dekndi- 
fdie  Zahl  zu  verwandeln. 

Mail  ttRUn  »iirh  zu  dem  ersteron  Ztrecke  einer  Tabelle  bedie- 
nen, in  welcher  di-r  Werlh  n^ttnntlicher  Einheiten  der  sulcxessicen 
dekadischen  Or-'nuugrn  in  dodekndischen  Zahlen  angegeben  ist, 
indem  man  dann  die  eu  vemanMndc  dekaditiL'he  Zahl,  wie  etw« 
-239 (\),  nl"  die  Summe  200  +  30+9  anhiebt,  und  die  Werthc  der 
ciitiieliien  Summanden  in  dodekadiscben  Zahlen  zusanmienaddirt. 
Es  wiirde  dies  erijeben 

X        XII 


•239  =  l?f  - 

Mit  einer  anderen  Tabelle,  in  welcher  derWerth  sSnimllicher 
Einheiten  der  su)(»ea*ivei]  dodekadi sehen  Ürdnun|;en  in  idekadi- 
scheu  Zahlen  ansegelten  ist,  kann  man  in  »naloger  Wrise  taue 
dndekndiäche  Zahl.  z.  (t.  I7f(XII)  in  eine  dekadisplie  vertvandeln, 
indem  man  ITf^  — 100  ^TO^-r  setzt  und  dann 


lon 

^ 

144 

7(1 

M 

1- 

= 

U 

Bei  der  Vertvanilelung  1  einer  dekadischen  Zahl  in  eine  dode- 
kadische  liei;innt  man,  die  er.«lere  nach  den  Kegeln  der  dekadi- 
schen Zahlen  mit  13  zii  diridiren.  Der  hierbei  bleibende  Rest, 
wekiier  nnthnendli;  kleiner  sein  «!vd  als  12,  bildet  die  erste  Ziffer 
der  gesuchten  dodekadtschen  Zahl  vnn  der  rechten  Seite  her.  Den 
bei  tener  Division  sich  en^benden  Quotienten  dividitt  man  dajin 
nieder  mit  12.  Der  newe  Res!  In  die  ;iii'cite  Ziffer  der  dodeka- 
dtschen Zahl  von  der  rechten  Soite  her.  So  fährt  man  fort  die 
entstehenden  Quotienten  immer  wieder  aufs  neue  mit  12  in 
dividiren^  bis  man  auf  einen  Quotienten  stösst ,  »Teleber  kleiner  ist 
als  12  und  demnacb  die  letxtc  Ziffer  der  gesuchten  dekadischen 
Zahl  von  der  rechten  Seile  her  bililet,  Es  versteht  sich  von  selbst, 
d&ss  man  statt  Am  Itmte  lOtutd  11,  »in  sie  vurknmmen,  dir  do- 
dekadisehen  Ziffern  f,  und  f  /.n  «etKen  hat. 


4 


378-35'.)0ifX)  =  lOSÜJn*^  (MD 


linjeicadlscilcr   Znhki 


dekadfschJ 
I  iIas  cb«n  beRchriebenc  Üivisinnsverrnhren  narh  <len  Ite- 
^In  iler  dmte  Kadi  sehen  Kechiiung  mit  der  /ahi  f^  (r.ehn)  aiiar.it- 
rahrett. 


sehe  \ 


iollle  z.  B.  die  dodekadische  Zähl  l080lr£H  in  eine  dekadi- 
'  "         "so  liat  man 

;8(XH)  ^  37823904 (X)  ' 


^  Ana  d*m  V 


iril  lunti  I 


oCeljerzeugiitie  g««cl(«[»ft 

haben,  düss  die  Eingewrihniing  in  itan  dnodezimalc  ZaltlenHystem 
duTcban«  keine  erbe  Li  liehen  fiehivierigkciiten  tto  wenig  fiSr  den  ge- 
Itildcteren,  tvie  Tür  den  diiruh  geistige  BeschäfligunK  weniger  er- 
lenehtoten  lUanu  darbietet.  Bei  den  niedripeien  Volhsklassen, 
M'elcbe  durch  eine  Umw Slaiing  des  ZuhlensysteniA  aehejnbar  am 
nieisfen  belästigt  wenlen,  lieslehen  ditt  zu  Iwsendcn  Kechen- 
eiempd  in  d«r  IJesel  i»  <)en  allere  in  l'ac  beten  Operationen  des 
Numerirens,  der  Addition,  der  Subtraktion,  der  Multiplikation  und 
(iet  Divirtlofi,  und  die  darin  corkommenden  Zahlen  gehen  selten 
über  die  Hunderte  hinitngi.  Alle  diese  0|ierntioneii  und  die  ganze 
Autfassnng  des  neuen  Systeme«  mit  seinen  Beneiuiiingen  und  Be- 
— i__j  ^^  jpj,  Vorstellung,  das»  mau  minmehr  n&eli 
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IMiliend«n  eben  ho  zAhle,  wie  Trülier  nadi  Zelincni,  bald  eia 
IcrhÄige  Unler^tülzuiig  linden  und  mit  Lciidiligkcil  bcHci^elly 
werden.  I>er  mit  Zahlen  viel  Verkehrehile  wird  »llerdin^s  i 
Anranke  ein  Bleii^eniclit  an  seiner  Feder  filhttn  und  üfter«  a 
dorn  einen  System  in  diis  anJere  hinülierirren ;  allein  es  i«t  ! 
erwägen,  dass  bei  einem  aussclilienslicheri  (lelimuche  des  neue 
Systemes  bald  das  alte  mit  seinen  Formeo  und  Hegeln  in  vüUif 
Vergessenheit  geratben  wird ,  und  daes,  wenn  dieser  Z — *""' 
he  ran  gekommen    ist,    die    bW»    au»    der    Verwechselang  ^^ 

gleicbzeitii;  dem  Verstände  vorschwebrnden  Systeme  hervotgriM 
den  Schwierigkeiten  von  selbst  verschwind«!!    werden. 

Ein    erheblicherer  Uebelstsnd  wfirde  dnrtn   2U  erblicken  seil 
dass  wahrscheiidi<ih    unsere  Nach  bar  Völker    nicht    gleichzeitig 
einer  Aenderung  ihres  Zahlensystemes  sich  entschliessen  würdei 
und  Aaas  deni]m:olge   bei    dem   inleniatioualen   Verkehre    ffir  Ml 

B!raume  Zeit  die  beiden  Systeme  st^h  Wgegnen  und  mancheril 
nbefuemiichkeiton  herbeUüfafea  wQrden. 
'  Alfein  hiervon  würde  doch  immer  nur  ein  verhältnisunl  . 
kleiner  Tbeil  unseres  Vulkea  betroffen  tverdeii,  und  dieser >  TIh 
gehüTt  zu  dem  cebildete»  Stande,  welcher  mit  Zuhiiirenfttune  9 
Reduktionstabellcn  und  da  die  Zahlen  der  beiden  Sysleme^T« 
schiedene  Namen  tragen,  sich  di^'nnucli  ohne  j^rosse  IVlQhA  mttdi 
Ausländer  wird  versliiiidlich  machen  können.  Dieser  Tlieil  'i 
Volkes   wird   aber  aucb  den    meisten  Beruf  in  sich  fVihien.    eil 

äulen  Sache  ein  angemessenes  OiiFer  zu  lirtn<;en ,  und  in  dem  dl 
atiken  Beruhigung  ßnden,  dass  der  Vorf^iig  Deutschtandfi  auf 
in  den  übrigen  Ländern  das  i^treben  zur  Naebiihmung  erweckoi 
und  früli  oder  späl  zm  That  werden  lassen  wird. 

Gleichwohl  ist  durchaua  nicht  zu  erwarten,  dass  man  sie 
sofort  ^iir  Beseitigung  des  dekadischen  und  zur  Anniihme  des  d 
dekadischen  Zahlensystemes  enlscbliessen  werde.  Was  ich  ( 
meine  ferson  in  dieser  Hinsicht  höchstens  zu  hoffen  wage,  h 
steht  darin,  dass  der  Eine  und  der  Andere  die  Uebcrzeugting vi 
dem  grossen  Vorzüge  des  dodekadischen  Zahlensystemes  vor  de) 
dekauischen  gewinnen  und  den  Entstbluss  fassen  iverde,  nach 
neu  Kräften  auf  eine  möglichst  baldige  Einführung  jenes  erstem 
Systemes  hinzuarbeiten. 

Dieses  Ziel  würde  gewiss  sehr  rasch  heranrücken,  wenn  aU< 
betreffenden  Lehrern  die  Pflicht  auferlegt  wiirde,  bei  dem  Recbei 
unterrichte  in  aHen  Land-  und  Stadtschulen  die  Principien  dt 
dodek attischen  Zahlensystemes  mit  miigltchsler  Klarheit  Torzt 
tragen  und  den  Ncbfilern  einige  Firligkeit  im  (Jm^ansce  mit  dod« 
kadischen  Zahlen  beizubringen.  Ferner,  wenn  (lie  Aber  elemei 
tare  Arithmetik  schreibenden  Schriftsteller  es  übernähmen  ,  in  jedei 
Kursus  itber  Zahlenlehre  dem  doilukudischcn  Systenie  einni  u 
gemessen  Abschnitt  zu  widmen  nnd  die  VurtheibrmSglichsl  detai 
lirt  zu  eriäutern,  welche  mit  diesem  Systeme  verbunden  sind. 

Sobald  auf  diese  Weise  die  nächste  Generation  aufdieJwvo 
stellende  Einführung  des  dudekadischen  Zahlensystxques  grundli« 
vub»eilet  ist,  was  jedoch  jetzt  schon  einen  ciiergiscbe 
VftLkaeatschlus»    v^/atMiiutftl,.   ivjsd  luafi ,  im  ,Sl9iit|f), 


s  i;t, 

Wir  bclim)  jvM  su  ilittn  ptgiinllMlinn  KlanKsMynlPnii!  sn- 
rdek,  mn  nach  ßfoi-liultttder  tVHMHIang  der  diivdeiiinalf^n 
BtDiliciliitiff  ilcMM-fdCD  einigt*  lifiiK'rkiiii^««  lilxtrdio  u'au»lMi<i*- 
werthe    absiilutn    Uiiiitve    »fiont    (iruuiieiulivlIeM     taeüsu- 

Rh  «vKr«  /.niTtnlcrst  die  Franc  xk  bertih/eii.  flU  »ir  dir  tiellurt' 

Grlln^iui-f.    <;r<iiiikiiiheiteii   de»   MaiisMy»l«iiie8,    iii«hvMind«rff  dl« 

<'    K'       '  i't    I Jiii)[Miin»as«c ,  all«  ciiii;r  in  d«r  NüW  Ir^eudivo 

'I  iiuTsriBdtiTlichvti  Ufüatio  cnlleliiiüa  tuilloti.  iadiim 

I'  II  nniiMt  IWitl)  dirxiT  Gr'iKM.'  ndcr  «■iiiist  svtti»- 

HieU  d«r8«ltieii  XII  jener  (iruDdoinhcil  nnnirnmoa, 

<  SvftlntiMciiiKnavnniiiiltMi  Nut» miau ««XII  0111111« 

< '  'tliea  Rfr  das  Lliti^i>iMvstcui  z.  B.  am  ilei  LkagB 

icli-l«.  de»  FallraTiifiRs  hi  der  er»lL-it  ^plcundo,  de« 

i  -.  n.  ^'ironnon  »etden  könnte,  od-r  »Ii  wir,  m- 

lir>I<iltiiiii>'r[    t!iu  dcrnrtiKA  Ni|(Rrur"'»i<«.'n,    dir  (jnindt»iiilii-ilnu  Irdiig* 

ÜKh  in  Rllt-L-i>it.-ht  :iiif  ilL'reu  UeTirutich  durch  rliMui  Urne»  Abi  de« 

WlUonM  »I  tifdtli-n  ItnWii. 


1}  (Ihüs  1'^  MtUwl  tat  Ate  ^enillmtitbatnii  VnrtidiinniiiiiB«  !■ 
tueiiM^MicIicii  Leliun  n>rrgliL-bsl  liei|DPai  zu  vitrurndeii  tti;!  Dad 
2B  fbnii»»  licipieiaen  uatta-  und  fiiicfjiKurduelvn  Einheiten 
fiüire: 

9)   dj|«8  sie  vottkoninien  »Iciier,    inizweidi-uliu:  irml   unvetflniler 


lieh  rc«<i:>-l«;^l   i>ri.    damit 
Brbi'n  Mraminj-on  an  nllen  thli 
vnllfilbrl  Kvidi-ii   kennen. 


b    die    Iciuält-u    tvluieuxcbflR- 
nllpn  IGeilvn  ditmil 


I  iwd  1 


menschlicbcR 
I i i>)>iiiii;eo  nur 


Da  Giii/.Hiic  Nutiirgriissen  ufiil   ili"  hIIlh 
Lubensbedfirfoinrto    in    Ki-incfn    K.n 
Ul  Uar.  doAH  die  ernte  der  bei<iti> 
gttiB  «nfblli);  durch  ein  Nalttri:i 

man  al*".   nüint  man  hieb  auf  ein   "^  1    i/iin,    nur  u» 

falir  Uafcit  kann,  uniir.il:li.scbe  >l;i,i->.."iiiliiil('ii  /u  rrbulti-n.  Di« 
fraiMÜnJKr^bi-ii  (ttiitiüeiiihciln».  ttelibn  mit  eiserner  Geitiill  dem 
Scb«n<in  dpT  Natur  cntrisi'CR  B'mA,  und  dontn  Ivrfiitdei  ilitn  ZohmiI' 
niinnhaiig  dor  Miuuih<>  niii  dem  Kelche  dei>  IWten  hriber  anm- 
scblaeen  hulien,  alt>  dnn  ZnsantnK-nhiinK  mit  dein  Reiitbi'  de»  Le- 
be.uJiueti,  Itclrru  di-ii  Ucla^  eu  dieser  Ußinerkun!; ,  du  dicadlica, 
nie  nlr  «ruitur  unleii  iinch  rtwan  »Tivüellct  :ti-igpo  trotdetii  Fäninil< 
lieb  unzweckmlionge  Werlb«  ftrballi;ii  bedien. 

Aber  die  xw^^lte  Bedingung,    Sii-burheit  uud  Unroründcrtivb- 
k*iH  der  tirandiünlicitcii ,  •svheittt  viub  sehr  |;at  duirb  ein  ZVatitr- 
I  !■  iaanp.  ib  die  krüda  dar  ^Hlnr ,  wdclw 


I 


geyr'issw  knnxtiiute  Grilssen  erzeug«».  '  r 
viKi    iler   Unvollkommoniteil   der  rnfcli,i> 
isclifin,  afirlercTitheils  auch  fiiip  t'rivpriiriilij;      IJ, 
von    keiner  Zrit    in   irircnd    einem  crlR'li!itiii:n  ( 
wird.     Diosc  Rüivksldtt  vt-rleitct  Viele,  in  etnrtu 
Hahre  H^il    der   AlMAsKVHtetiiP  zu  vrldickeii,    i' 
nur  dnrcli  dksts  Alillel    im  NIt.nde  lu  «Hn,    dei  -~, 
weit  [TDii.iu  (Iniiscilic  Mtiitme  xa   übeTllefern,    d<-BAcii  sii 
lEU  ihrrti  MessuM';ci]    liedimüii,    ju  Kognr  diu  Nndnvi.'ll 
geil ,  diesoi^  M.ins"  mit  grüsetcr  Pritzisioii  nlederlicrzii-tt 
es   et»a  diin.li   iri>ciiU  ivekhe    EreigiiidHV   vi^rl'>rcn   i;i.-gaitg(m  ■ 
);leichxeilit;  mich  iille  Hezichunfien  vcrscKolkn  wät'on,  in  wflrl^ 
jenes  iManiJS  zu  irgertil   eiiiciu  anderen  (^tlialteiivii  AluoKse  « 
Uterbei  bedtinkcn  jedoch  die  mit  der  l'hy»<!k  iveuiiier  vi 
fen  Anhiinger  der  Natunnaasse  gur  iiiclit,    ki«  iin<{i'niein  aehnri 
rig  es  ist,    den   «iilirei»   Werlh   ciuer  solchen   kunstunteii  ?«ati4 

friisse,    X.   lt.    die   ivulire  Läiigu   des    Sekiuidünneiidids 
allfauiuuä   in   der  ersten   Sekunde,    darKusterien,    si 
nur  erst  einniat  mit  altitr  Sdiürftt  erkannt  werileii  kann.  Vtmri 
vielen  ausgezeichneten  Bxperimcntiiloren  und  xu  vrie  vielen  M«l 
ist  wol  die  Länge  des  Sekiindeniiendel»i  tinter  glt-iclien  telhtri  , 
Verbiiltnisiien  ermittelt   norden,    ohne  duNs  üvc'i    ftenhactibin^fl 
sentku    (iai-svlbe  Itcsultat    gegeben    hütten?     Hierzu    kiinmil   DM^ 
üaea  der  Fortschritt  der  Wisäenschnncn  täsjUcb  aufneue  £l«a]ei 
iturmerksam  maeht,    Vielehe   bei  snieben  Iteobachtungen  iti  Rtii- 
nung    gebracht    nerdvn    müssen,    um    die  Wahrheit  nieht  tu  \M 
reblen,    und  dai»ä   täglich  die  mech an! sehen  Mittel  und  M«tho<^ 
der  Exptriinentirkunst    verbessort  »erden,    >velcbe  dann  jede* 
einn  Korreklinn  Ans  aus  früheren  Bestiraniuogen  gcfnl^n^rlcii  | 
sultates  nach  sich  ziehen,   also  den  früher  ermittelten  Wofifc  i 
fraglichen  Nuturgriiiii^e  als  falsch  bezeichnen,  ohne  dueh  selliMa 
der  Hoffnung  sich  brüsten  zu  können,  nunmehr  eine  sji&tere  V 
rektiön   iinmiiKlich  gemacht  zu    haben.     Die  letztere  nie  ku  l. 
ügende  Unvolikonimcnheil  der  Messiinf^smethodcn  vorhindart  alj 
auch  selbst  dann,    vieno   eine  Naturgrüsse  nicht  zuvor  dargcu' 
KU  werdeil  braiiL-hte,  sondern  oflfeo  und  unzweideutig  zuTagolSl 
wie  wir  dies   einmal  mit  dem  Erdumfänge  annehmen  wollen,  «1 
der  Werlh  dieser  Grösse  genau  festgestellt  werde,    so  das«  i 
flberzeiigt  «^ein   kann,     in  der  daraus    herKcteiteten    ÄlaasscinliL 
«rirklich  denjenigen  bestlniniten  Theil  jener  Naturgrösse  >u  beuttd 
welchen  man  erlangt  zu  haben  wiihnle,  und  «elcheo  jed«  «i "' 
Eii)H'riiiientutar  ebenfalls  nicht  verfehlen  durfte. 

In  Betracht  der  menschlichen  IVlittel,  welche  xur  Erimm 
einer  NatnrgröKse  der  hier  gemeinten  Art  nnfgetiandt  werdenind 
sen,  kann  man  daher  behaupten,  dass  ein  Naturmaass  da 
unsicherste  und  verüniTerlicbste  von  allen  sei  nni)  iT 
streite  der  obigen  ltedin^un|!cn  am  iveiiicEslen  erfülle.  Auch  blei 
lierert  das  friinztislscfae  N»lurinaass  die  Hestllliguni!.  Die  Grni^ 
einbeit  des  franzüsi sehen  Längeuniaosees,  auf  welche  dann  au( 
das  Gewichts-  und  Geldsvstem  xurfickgeftlhrt  ist,  soll  in  A« 
Meter  den  lOOOOOOÜsten  Theil  des  nördlichen  MerldianqxiaiJra 
ten  (Vir  den  Ort  Paris  danitellen.  Dieser  Reslimmung  zufolge  warf 
Im  Jabw  179a  awf  Gninit  der  «tertn  GradmaäWDgMi  *&«""' 
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«uTürderst  proV^sorUch  zu  J43,442  Liuien  des  allen  puiiserFusse« 
aiigenumraeu.  NhcIi  snnteren  genaueren  Messun^u  wurde  jedoch 
im  Jahre  1801  das  Meter  delinitiv  etwa  zu  443,296  fettigesetzt. 
Allein  eine  neuere  Revision  der  letzteren  Gradutessune  [lat  schon 
Celehrt ,  dass  diese  Lfin^e  des  Meiers  durchaus  nichlder  lOOÜOOOOsle 
Tb«il  des  Criiglichen  Quadranten  ist,  und  somit  ist  die  an  die  letz- 
tere Beziehung  des  Meiers  zum  Erdquadranten  sich  kiiapfende 
Idee  eiue  reine  Illusion,  welche  in  ZukanPt  geniss  noch  erheb- 
lichere Korrekllitnen  erfahren  nird.  »enn  niaii  roit  vollkoromene- 
ren  Mitteln  und  Methoden  eine  abermalige  Messung  desselbCD 
Quadranten  verunslalteii  sollte. 

Die  UiilrCialiehkeit  eines  Naturinaas.ses  ist  also  eine  Chimäre 
ond  demnach  Künnen  die  obigen  beiden  ErfordeFiiisse,  nämlich 
■  io  nraklisL'lies  und  möglichst  unveränderliches  Maass 
unr  durch  l'reiwillige  und  unusiehtige  Wahl  befriedigt  uerdeu. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  auf  die  genaue  Fest- 
(«gUOK  eines  solchen  Maaases,  eoivie  auf  die  Kons  er  vi  rang  dessel- 
ben durch  zweckniüsstge  Dejmsilion  des  Originales  und  getreuer 
Koniecn,  die  grüsste  Sorgfalt  zu  verwendea  hat,  wosa  es  der 
Scoarfsinn  unserer  Naturforscher  gewiss  nicht  an  Rathschlägen 
wirnl  fehlen  lassen. 

Was  die  Wiederherstellung  eines    solchen  Maasses   liir  eine 
Generation  beti'ifft,  ivelche  nur  unsere  SchrilUn,  nicht  aber  das  ma- 
terielle Muiiss  und  kein  damit  genau  Terglichcnes  vorfinden  sollte, 
ein  Ereiguiss,    ivelcbes  durch  eine  ausgedehnte  Verbreituni;  rich- 
tif;er  Uemfisse  an  und  für  sich  schon  buchst  univahrscheinlicb  ge- 
macht   Herden    kann;    so    bietet    die^e    Wiederberstelluns    keine 
grSsoeren  und  keine   kleineren  Schnierigkeilen  dar,    gleichviel  ob 
ifm  jetzige  Maass    ein  willkürlich  gewähltes  oder  «in  Katurmaawt 
nar.  Ucnn  man  braucht  jetztnur  durch  das  adoptirte  Maass  mit mö|^^ 
lichfiter    (•enauigkeit   irgend    eine    jener    festen    Naiurgrüssen    t^^ 
messen    und  das  Kesultat    der  Messung    in  Schriflen  zu  ootireM 
Will    alsdann    die  Nachwelt  das    etwa  verloren  gegangene  Maaar 
wiederherstellen;    so    braucht  sie  nur  mit  einem  ganz    willkfln 
llchnn   Mnussslnbe   dieselbe  Messung  an  derselben  Naturgrüsai, 
zu  wtederhnlen,  und  das  steh  ergebende  Resultat  mit  dem  Kesa})  j 
late  unserer  Messun»  zil  vergleichen,  um  einen  Rückschlnss  V(Ä 
Ihrer  Mn!iis!'einheil  auf  unsere  Maasseinbeit  mit  aller  in  dem  Wessi 
der  Sache  liegenden  Präzision  machen  und  demnach  unsere  Maait^J 
elnhelt  ebenso  genau  wieder  darstellen  zu  können,    wie  wenn  «  ~ 
irgend  einen  einfachen   Theil  jener  Naturgrösse  zur  MaasseinbeK  ^ 
migeiiantnien  hätteu. 

Wenn  nun  hiernach  bloss  das  |)raktische  BedOrfniss  die  Wa||  J 
(l«r  (irundeinheiten  leiten  kann;  so  iist  es  doch  eine  Rücksich^S 
welche  wir  im  eigenen  Interesse  auf  die  jetzt  bestehenden  Eii^S 
ricIltuDgen  der  Nacbbarvrdker  zu  nehmen  haben ,  dass  wir  etvrai|{^ 
kleine  .Mängel  unbeachtet  lassen,  nenn  sich  dadurch  eine  etnracbu 
Uestehunif  zwischen  unsereu  Genijissen  und  denen  eines  anderäk^ 
grossen  Volkes,  mit  welchem  wir  in  lebhaftem  Verkehre  stchei' 
QiXÜsbeo  l3$4t    Jo  dieseni   Betracht,  wird    es  jedenfalls  7-'* 


miiasii;  s«in,    die  neocn  dentsctieii  GrundmitDiisp  an   > 
Europa  viel    bekannten    und  vetbrcileteii   franEDalacben^ 
anzulehnen. 

Im  Nachfol^eixleD  wert]«  ich  «in  eolcbcs  mir  zniKrlooSsl 
scliciueiicliis  S^ftlem  zusuinnx'iie teilen  unil  uelien  den  projektirl 
Muasson  zugleich  Jeron  Werlhe  nach  dem  gPEennärtigen  friui* 
sischen  uoil  |ireu8sischeii  Mausssvslcme  anuebtn.  Hs  lät  bier^ 
eine  besontlcre  KScksicht  nicht  bloi»  daraul  genommen,  ilsf 
Grundeinheit  eineü  jeden  Si>ezial«ystemes  einen  an^enieuteni 
Werth  erhalte,  sondern  aach  darauf,  dass  die  kleinüie  Untcg 
einheit  des  Syetemes  nicht  erheliüch  grIlsseT  ausfülle,  als  in  i 
bisher  bestandenen  Systemen ,  weil  durch  zu  grosse  Miniraal-C 
mfiBSfi  leicht  die  IicfienshedUrftilBBe  der  untersten  Volkskl  ~ 
eine  emplindllche  Verthcnening  erleiden. 

Vorweg  bemerke  ich  jedoch  hinsichtlich  der  Bcnninung  ÄcttL 
ächiedtiuen  Einheilen  und  llnlereinheiten,  dasa  es  gewiss  ralbsM 
ist,  sich  hierbei  8oviel  als  miigticb  an  die  bieherigrn  deoleckj 
Namen  xu  luilten,    ohne  uuf  eine  sogenaiinle    rationelle  Kon^ 
klalur  zu  dringsu.  wie  sie  sich  in  dem  franaiis.  Systeme  vorfinilcl.  i 
der  üiiae   der  Grundeiaheit  für  jede  Gnlsseiiart  durch  djts.|[ 
System  lauft  und    nur  durch   die  Verbindung  mit  ge»isaeii  i 
Wörtern    xu    verschiedenen    Begriffen    unigesläm|idl    wird.     1 
etneslheiU  gehen  derartige  Zusaiiiinpnsclziingcn  in  unserer  Si»rw 
lacht  schwerfHIIlge  Wertformen  oiler,  nenn  biegsame  W8rt«r  i 
fremden  Sfirachen  zu  Hülfe  genonimon  werden,  iVlischltnE«,  wd 
unser  Siirachldinm  nur  nncn  mehr  verletzen,    als   es  leliler  sc 
genug  geschehen  ist;   andcrcntheits  aber  heften  sich  die  Ben 
itir  die  verschiedenen  Einheiten  bei  dem  grüssten  Thell«  dea^ 
tccB   mit  grösserer  Beslinmitheit   an  verschiedene  aelbslstlndl 
riamen,  welche  wie  Klippen   aus  dem  gleichfünnigen  Ntrnnt«  dJ 
von  Theil  za  Theil  fortscbreitenden  GemSssskale  hervorragen  iH 
die  (irupjicn  des  Systeme»  nicht  in  einander  üherscbleifen,  sondt 
scharf  trennen. 

Die  Uiehtigkeit  der  letzteren  Behauptung  werden  di«ju_, 
«mpGnden,  welche  «ich  fragen,  wie  oft  sie  ihre  Gedanken  t,. 
auf  das  Prinzip  der  Benennung  der  fron züsis eben  Gemäase  faab^ 
■urOckfähren  mCiesen,  um  nicht  diese  oder  jene  zwei  der  L&ngeo : .~ 
simeter,  Zentimeter,  Dekameter,  Uektumcler,  Kilometer,  € 
der  Flächen:  Deziare,  ^eutiare,  Dekare  u.  dergl.  mit  einander  j 
verwechseln. 

Ausserdem  aber  ist  es  wiSnschenswertb ,  die  einfachst^ 
der  hie  oder  da  in  Deutschland  üblichen  Maassbeuennungeu  1 
wählen,  niid  dieselben  nicht  etwa  mit  einem  Ballast  v  J^.. 
ten  zu  behHngen ,  um  hierdurch  den  neueren  Ursprung  zu 
zeichnen.  Wenn  es  in  Zukunft  einmal  darauf  ankommen  soI_^ 
die  Mteren  GemSssc,  welche  doch  bald  ausser  dem  Bereich  ■]■ 
Nachfrage  kommen  uilrdcn,  von  den  neueren  zu  unterscheldflf 
so  kann  dies  immer  sehr  leicht  durch  den  Zusatz  altes  Maw 
geschehen. 
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§.  14. 

Entwurf  eines  dnodezimalen  Maasssystem  es. 

1)   LäDgenmaaasse. 

Die  Grundeinheit  des  französischen  Längenmaasses,  das  Me- 
ter, in  einer  Länge  von  etwa  S^sFuss  rheinlandisch,  ist  viel  zu 
gross  j  um  hei  den  gewöhn  liehen  Längenhestinimunffen  des 
menschlichen  Lehens  ein  hequemes  Maass  abzugeben.  Wenn  die 
Lfingenangaben  nur  et^vas  mehr  als  die  gröbsten  Annäherungen 
Bein  sollen,  welche  fast  gar  keinen  praktischen  Werth  haben;  so 
kann  man  dieselben  nicht  in  runden  Bietern  machen,  sondern  muss 
die  untergeordneten  Einheiten  zu  Hülfe  nehmen.  Dieses  Faktum 
haben  selbst  die  Franzosen  dadurch  anerkennen  messen,  dass  sie 
Deben  dem  Meter  noch  einen  neuen  Fuss  =  %  Meter  in  Gebrauch 
setiteil. 

In  der  That  empfiichlt  sich  dieFusslänge  zu  dem  alltäglichen 
Gehcauche  durch  ihre  angemessene  Grosse  sehr.  Man  basTre  da- 
her das  Längensystem  auf  den  Fuss  als  Grundeinheit,  und  gebe 
demselben  genau  die  Länge  des  dritten  Theiles  des  defi- 
nitiven Meters.    Dies  gibt  folgendes  System: 

1  Ruthe    =  12  Fuss;    dem  Werthe  nach  =  4      Meter         oder 

=  12,745 . . .  Fuss  preuss. 

1  Fuss      =  12  Zoll;        „  „        „      =     %    Meter        oder 

=  1,002  ...  Fuss  preuss. 

1  Zoll       =  12  Linien;    „  „        „      ^  27«  Zentimeter  oder 

=  1,062  ...  Zoll  preuss. 

I  Linie     =  12  Skrupel;  „  „       „      =  2iV54Millimeter  oder 


1  Skrupel 
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=  1,062... Linie  preuss. 

=  ^*Y«48 Millimeter  oder 
=  1,0(32  ...  Skrupel  pr. 

1  Meile  =  12x12x12         =  1728  Ruthen)  =    6912  Meter   od. 
=  12X12X12X12=20736     FussJ  =  22023  Fuss  pr. 

Nach  den  Einheiten  dieses  Systemes  sind  im  öffentlichen  Le- 
ben alle  Lungen  zu  messen,  so  dass  aus  dem  Bergwerke  das  L ach- 
ter, von  der  See  der  Faden  und  aus  dem  Laden  des  Kaufmanns 
die  Elle  verschivindet,  %velche  Maasse  doch  nur  auf  zufälligen 
Gewohnheiten  oder  auf  unwesentlichen  Eigenschaften  beruhen.  So 
hat  z.  B.  die  Elle  nur  das  Bequeme  an  sich,  dass  sich  bei  ihrer 
Handhabung  mit  möglichster  Leichtigkeit  ein  längeres  Stück  Zeug 
abmessen  lässt.  Dies  kann  jedoch  mit  derselben  Geläufigkeit  ge- 
schehen, wenn  man  sich  statt  der  Elle  eines  Stabes  von*  2  Fuss 
Länge  bedient.  Im  Uebrigen  ist  die  EIntheilung  der  Elle  In  Halbe, 
Viertel  und  Achtel  bei  weitem  nicht  so  iweckmässig,  als  die  Duo- 
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dezimal -Eintheilung  des  Fusses  in  Zolle,  welche  dem  KanfknaDne 
▼erstattet,  Längen  von  grosserer  Mannichfaltigkeit  an  den  Käufer 
abzugeben  und  demnacfi  vielseiterige  Bedürfnisse  zu  befriedigen, 
besonders  da  eine  entsprechende  l)uodczimal eintheilung  des  Gel- 
des die  Bezahlung  so  verschiedener  Längen  erleichtem  wird.         ^ 

Vorstehendes  System  schliesst  nicht  aus,  dass  der  Feld- 
messer, so  lange  nicht  ebenfalls  das  dodekadische  Zahlensystem 
angenommen  ist,  die  gesetzmSssige  Ruthe  nach  dem  Dezimalprin- 
zipe  in  Zehntel-,  Hundertstel  -  Ruthen  u.  s.  w.  abtheile,  um  durch 
die  Messung  sogleich  bequeme  Zahlformen  für  seine  späteren 
Rechnungen  zu  erhalten. 

2)  Flächenmaasse. 

Die  Flächen  werden  nach  Quadratruthen ,  Quadratfussen,  Qua- 
dratzollen u.  s.  w.  sowie  nach  Quadratm'eilen  gemessen.  Ausser- 
dem hat  man 

1  Morgen  =  der  Fläche  eines  Quadrates,  dessen  Seite  12'Rutben 

enthält,  also  =  144  Quadratruthen ;  dem  Werthe  nach 
ist  diese  Grosse  =  2^4  Quadratmeter  =  162^43 ...  Qua- 
dratruthen preussisch. 

1  Quadratmeile  enthält  12  X  12x12x12 =20736  Morgen.    ^ 

3)  K^rpermaasse. 

a)  Bei  der  Ausmessung  der  Korper  werden  die  Kuben  der 
obigen  Längeneinheiten  überall  da  in  Anwendung  gebracht,    wo 

der  körperliche  Inhalt  aus  drei  räumlichen  Dimensionen  zu  ermit- 
teln ist. 

Für  sonstige  Körpermaassc  sei 

b)  Zum  AI) messen  der  Steine  und  Erde  beim  Bauwesen 

1  Scharhtruthc»  =  V,.2  Kubikrnthe  =  144  Kubikfiiss;  dem  Werthe 
nach  =  5*73  Kubikmeter  =  172,511...  Ku1»ikfuss  preuss. 

Die  Schacht  ruthe  wird  in  12  Zuber  ä  12  Kubikfuss  getheilf. 

c)    Zum  Abmessen   des  Brennholzes  etc. 

1  Klafter  ~  144  Kubikfuss;    dem  Werthe  nach  =  S'/g  Kubikmeter 

=  172,511 . . .  Kubikfuss  preussisch. 

d)  Zum  Abmessen  des  Getreides  und  anderer  körniger 

Substanzen. 

Die  Grundeinheit  sei  der  Scheffel,  >velcher  1  Kubikfuss  ent- 
halte, Avas  dem  Inhalte  njich  =  ^27 '^"^*''^"*<^tcr  ~1,1-*^^-"  Kubik- 
fuss preussisch   ausmacht. 

1  Wi.s]iel   --■  12   Malter;    dem    Inhalte    nach    144    neue   Kubikfuss 

z=5V3  Kubikmeter  =4,044...  Wispcl  preuss. 

1  Malter    =  12  Scheffel;     dem   Inhalte   nach    12   neue   Kubikfuss 

—  -y^  Kubikmeter  r-:  8.088...  Scheffel  preuss. 
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1  Schefel  =  12  Metsen;   dem  Inhalte  nach   1  neuer  Kubikfnss 

=  y^r Kubikmeter  =0,674...  Scheffel  preusa. 

1  Metze  ist  dem  Inhalte  nach  V12  neuer  Kubikfus«  =V324  Kubik- 
meter =0,8iJB...  Metzen  preussiscn. 

e)  Zum  Ausmesaen  der  FIfissigkeiten,   Bier,  Wein  etc. 

Die  Grundeinheit  sei  das  Quart,  dessen  Inhalt  gleich  dem 
Wflrfel  von  '/iqFuss,  also  gleich  ^Viooo  Kubikfuss  sei,  so  dass 
das  Gewicht  von  einem  Quart  Wasser,  wie  wir  weiter  unten  sehen 
werden,  genau  2  Pfund  betrügt.  Dieses  Quart  ist  alsdann  auch 
gleich  1  Kubikdezimeter  oder  gleich  l Liter.  Die  Eintheilung  sei: 

I  Fass  =  12  Tonnen  oder  Oxhoft;  dem  Werthe  nach  =1728Liter 

=  1509,12...  Quart  preussisch.  * 

1  Tonne  oder  Oxhoft  =  12  Anker ;  dem  Werthe  nach  =  144  Liter 

^  125,76  ...  Quart  preussisch. 

1  Anker  =  12  Quart;  dem  Werthe  nach.  =  12  Liter  =10,48  ...Qrt. 

preussisch. 

1  Quart  «s:  12  Nussel;  dem  Werthe  nach  =1  Liter  =0,873...  Qrt. 

preussisch. 

1  NüSselistdeniWerthenach=yiaLiter=0,0727...Qrt. 

[Preussisch. 

4)  Gewichtsmaasse. 

Das  französische  Kilogramm,  gleich  dem  Gewichte  eines 
Kubikdezimeters  Wasser   im  Zustande   der    grossten  Dichtigkeit 

S ungefähr  bei  3,2^  R.  Wärme)  und  Im  luftleeren  liaume,  ist  fär 
en  gewöhnlichen  Gebrauch  zu  gross,  was  sich  auch  dadurch  be« 
thätigt,  dass  in  Frankreich  ein  neues  Pfund  =  %  Kilocrarara  se- 
setzhch  erlaubt  ist  Man  nehme  daher  als  Grundeinheit  des  Ge- 
wichtssystemes  das  Pfund  gleich  der  Hälfte  des  franzosi- 
schen Kilo  erammes  an,  so  dass  1  Pfund  das  halbe  Gewicht 
eines  Kubus  Wasser,   dessen  Seite  Viq  Fuss   beträgt,    oder  das 

fanze  Gewicht  von  ^/^ooo  Kubikfuss  Wasser  darstellt,  wonach  dann 
Kubikfuss  Wasser  74727  Pfund  wiegen  wird.    Die  Eintheilung 
sei  folgende: 

1  Tonne      =  12  Zentner;    dem  Werthe  nach   =864   Kilogramm 

=  1847/29  . . .  Pfund  preussisch. 

1  Zentner    =±=  12  Stein;    dem    Werthe    nach    =72    Kilogramm 

=  153,941 . . .  Pfund  preussisch. 

1  Stein        =  12  Pfund;     dem   Werthe   nach    =  6  Kilogramm 

=  12,828  ...  Pfund  preussisch. 

1  Pfiiod       =  12  Loth ;     dem    Werthe    nach    =  %    Kilogramm 

=:  1,009 ...  Pfunci  preussisch. 

1  Loth         =  12  Quentchen;  dem  Werthe  nach  =  i}%  tjrramm 

=  2,860  . . .  Loth  preussisch. 

1  Qaentch.  =  12  Gran ;      dem    Werthe    nach    =  S^Vae  Gramm 

=  0,950...   Quentchen  preusa. 


1  Grau         ^12  Aä«;      dem    Weiihe    uooli    =:  ^^jaOruiun 
=  4,75...  Gran  pri)uii«i«cli. 
I  Aas       (lern    Wcrthe    nach    =:  '^^/nat  Gniam 
=  0^'JG...   tmii    i>reii8siBch 

Nach  dieeeni  tieuiuiit«  »ürdcn  auch  die  Aerxte  und  Apothfr- 
ksr,  sowie  die  Gold-  und  Silbcrnrbeiter  zu  reebnen  babeu.       ^^ 


^)   Geldmaass«.  ^^^H 

Der  fraiiiSsiscbe  frank  ku  dem  Wertlie  wm  ehva  */ii  TMr. 
pr,  oder  8  Silber^roticlicn  ist  offvtiLiar  ats  ueliräuchlichBte  Grund- 
einheit des  GeldAvstemcs  zu  klein.  Man  nelitn»  den  doppelten 
Werth  des  Franken  nis  Thalcr  zur  Grundeinheit  an  und 
bilde  folgendes  System: 

1  i'istolo  (Goldmüiue)    ^  12  Th!r.;dem \Verthenach=  24  Franken 

^G  Thalec  13,92...  Silbergroschen  preuGs. 
1  Thaler  (Silherniffnte)  =)2  Groschen;  d.  Werlhe  n.  =:  2    Frankeu 

=  lft,16  Sitbergrn sehen  prcnssisctK 
1  Groschen  (Silherm.)  =12PfeDQig;d.WeTthenachi^  ''j  Franken 

—  1,3J  . ...  Silbergroschen  pr. 

1  Pfennig  (ScheidemOnKe)   d.  Werthe  n. 

=  IVis  Zentimen  :=  1,34...  Silberpfeiuiig. 

Es  Tärsttiht  sich  v^on  selbst,  dai<sRocb  verschiedene  zvrischen 
""Äen    vorstehenden    Haunteinheifen    liegende   Münzen   ausi^prjlgt 

werdet!  inüssdi,  ivelrlio  jeil-K-h  k.-iiif  ;iri-leren.  ;il.s  ,lip  ihnen  nach 
diesem  System  ziilionimcnden  Namen  in  der  Zusammenset/img 
mit  den  betreffenden  Zahltviirlern  erliulten,  z.  B.  Doppel -Pistolen 
als  GoldniUnzc,  Zivei-Thalerstilcke  als  Silbermünze  u.  e.  it. 


6)   Zeitmaasse. 

Der  Zeitraum  von  Mitternacht  zu  Mitternacht  Trerde  auch  fer- 
ner in  2  mal  12  gleich  24  Stunden  getheilt.  Die  Stunde  theile 
man  jedoch  zuvOrderst  in  12  Grad,  wovon  ein  jeder  ein  Intervall 
gleich  5  alten  Minuten  umfassen  wird.  Hierduröh  gewinnt  man 
flicht  bloss  ein  konsequentes  System,  sondern  auch  eine  Erleich- 
terung der  Zettbestimmung  fOr  das  bürgerliche  Leben,  in  welches 
ä'etst  durch  den  immer  mehr  sich  ausdehnenden  Eisenbahnverkehr 
:ie  g»nze  für  Manchen  fast  unübersehbare  Menge  der  £0  Minuten 
eingeführt  ist.  Durch  eine  Eintheilung  der  Stunde  in  12  Grad 
würden  die  FahrpISiie  der  verschiedenen  Babnverwaltungen  gewiss 
•ine  viel  einfachere  Gestalt  annehmen,  und  die  nach  Graden  an- 
g^ebenen  Zeitmomente  wfirden  sich  bei  der  bekannten  Einrich- 
tung unserer  Uhren  mit  der  srüflsten  Bequemlichkeit  afaleaea  las- 
sen.   Demnach  sei 


I 

1  Tag     =  12  Stunden;  dem  Werthe  nacli  =  1  jetzigen  Tage. 
1  Stunde  =12  Grad;         ,,  „  »     =1  jetzigen  Stunde. 

1  Grad    =12  Minuten;    „  „       ,   ^      =  5  jetzigen  Minuten. , 

1  Minute  =12  Sekunden;,,  „  ^      =25jetzigdh  Sekund. 

1  Sek.     =]2Terzien;    „  „  „     =  2yia  jetz.  Sekund. 

1  Terzie        „  „  „     =  *%44  jetz.  Sekund. 

7)   Winkelmaasse. 

Man  theiie  den  Kreisquadranten  in  72,  also  den  Halbkreis  in 
144  und  den  ganzen  Kreis  in  288  Grad;  ferner 

1  Grad        in  12  Minuten, 
1  Minute     in  12  Sekunden, 
1  Sekunde  in  12  Terzien. 


e  Jlrde   durchläuft  alsdann  bei   der   Umdrehungsbewegung 


tn  dem  Zeitraum  von  12  Stunden  die  WinkelgrOsse  von  144  Grad; 
„    „  „         „     1  Stunde     „  '„  „     12  Grad; 

„    „  „         „     IGrad        „  „  „      IGrad; 

„    g,  »         »     1  Minute    „  „  ;,      1  Minute; 

„    „  „  ,f     l  Sekunde  „  „  „       1  Sekunde. 

8)  Kräftemaasse. 

Behuf  Messung  der  physischen  und  chemischen  Kräfte  aller 
Art  suche  man  Systeme  herzustellen,  welche  mit  möglichster  Kon- 
sequenz auf  dem  Duodezimalgesetze  beruhen. 

So  theiie  man  z.  B.  behuf  Messung  der  Wärme  die  Tber- 
mometerskale  zwischen  dem  Gefrier-  und  Siedepunkte  des  Wassers 
in  144  Grad. 

9)  Stückmaasse. 

Die  stCIckweise  zu  zählenden  Güter  im  gewohnlichen  Leben 
messe  man»  wo  es  nur  irgend  thunlich  ist,  nach 

Dutzenden  k  12  Stück  und 
Groflien  k  12  Dutzend, 

indem  man  sich  der  viel  unbequemeren  Zahlmaasse :  Schock,  Man- 
del» Stiege,  Zimmer  u.  dergl.  gänzlich  enthält. 

Wo  ^ewerksmässiger  Gebrauch  fär  grossere  Mengen  beson- 
dere Be^iffe  und  Namen  erfordert,  fiihre  man  eine  strenge  Duo- 
dezimaleintheilung  ein.    So  sei 

TheU  XJL  4 


bei    dfit    GatifFibTikaliQü 


1  L»pf 
1  fiebind 


=  12  Lopf; 
=  12  CebiniJ; 
=144  FSden  ä  «  Fu 


I  \ajty,. 


1  Ballen  = 

I    Ri«S       : 

1  Buch    = 


13  RieK! 

12  Duch; 

13  Uogen. 


Wonn  unter  Verleugiiuiig  kleinlicher  Kücksichleo  «in  in  rot- 
jite^eiiiler  Weise  streng  geordnetes  Üunclc^inml-Maasseystein 
.  ricm  üffentlicheti  Leben  dbergeben  und  der  Gebrauch  deeselbcn 
'  dem  Volke  zur  anderen  Natur  geworden  ist;  so  kann  es  nicht 
fphUn.  da«ft  buld  selltst  in  den  utitcrBtenSchiubteo  die  Idee  eines 
dundesimalen  Zahlcnsystemca  verslanden  "ird  und  Anklang 
Tuidet,  SU  dasa  alsdann  nur  noch  eine  eerniec  ReihQlfe  von  Seiten 
der  8ubiilea.  der  Schriftsteller  und  üffoulLGhen  Redner  erforder- 
lioh  ist,  um  das  gcsanirote  Volk  zu  der  frilher  be^firocheoeii  hücb»! 
seeensreiehen  iJniwälzung  des  absoluten  Zahlen  Systems  bereit- 
nillJK  »n  machen. 


Deutsche  Maasse,  Münzen  und  Gewichte. 
n. 

Heber  ein  deutsches  IWaass-.OewIchttN ,{ 
and  Mfinzsystem. 


I 


Von  dem 
Herrn  Doctor   J.    Dienger, 

IiefarM  an  der  tiübtrea  Bürgrrschulc  zu  Siniheini  bei  nRidRlIierg-. 


,  Das  Beiliiffniss  eines  jjemeinschartlichen  ilrutüchen  Manss« 
natemes  ist  ein  lieifacb  gerübllca  und  niit  der  Kriiltiguiig  der 
NatioDftleinheil  wird  eit  ein  immer  allgemeiner  emprundenes  uer- 
den.  Der  ftejjenseitl^e  Verkehr  verlangt  zu  seiner  ErteicbterunK 
ein  soliihes,  nenigstens  ii>  eo  neil  als  es  sich  einfübren  lässt, 
d.  h.  mindestens  innerhalb  der  Granzen  desselben  Slaotes. 

Bei  EinRibrung  eines  soklien  scheint  es  jedoch  nicht  geradezu 
nnthnendig  zu  sein,  von  einem  Gruiidmaasse  auszugchen,  das  die 
Natur  selbst  anzeige,  wie  Laplace  säet.  Denn  es  kann  dies« 
doch  oBTenbar  nur  ans  dem  (iriinde  geschehen,  damit  man  das 
UrmaasB  wieder  aiilfinden  könne ,  wenn  es  je  »r)Hte  verloren  geben. 
Allerdings  ist  dieser  Grund  ein  iiiisserst  wichtiger,  allein  er  bann 
vollständig  erreicht  werden,  wenn  man  irgend  eine  beliebige  LSni;« 
zum  Grundmaasse  annimmt.  Denn  ist  das  Volk,  das  eine  solche 
LSnge  als  Griindmaass  annimmt,  eines,  in  dem. die  Wissenschaf- 
ten blühen,  so  werden  eine  Menge,  als  unveränderlich  anzuse- 
hender Längen  von  ihm  in  dem  an(;enommenen,  wlllkührlichen 
Alaasee  bestimmt  werden,  als  die  l'endellän^c  in  den  verschie- 
denen Ureiten  und  Längen,  die  Länge  der  Erdgradc  u.  s.  f.  und 
dadurch  ist  gunz  eben  so  gut  das  Mittel  gegeben,  das  {Jrmaass 
wieder  zu  finden,  wenn  es  verloren  geben  sollte.  Ist  ein  solches 
Hillkuhrliches  Urmaass  x.  B.  der  Pariser  Fuss.  und  man  weiss, 
dass  die  L.nnge  des  Pendels  im  leeren  Räume  und  bei  lO"  in 
Paris  3'0"8'",6  ist,    sn  kann  niu»  aus   dieser  Angabe  achoR  allein 

■L  Tlieit  MI.  & 


dits  Urmaass  immer  wieder  finden,  Freilich  krionte  sich,  in  Folge 
von  rmvcälzungen  im  Innern  der  Erde,  die  Pendellän^e  in  Paria 
Knderu,  es  ist  aber  nlcbt  »uhrsilipinlich.  dass  die»s  ülierall  ge- 
•cbehe,  und  ist  daher  die  Pendellänge  an  vielen  Orten  genau  in 
dem  ang:enommenen  Maaasc  bestimmt,  so  kann  da«  UrmaaM  *U 
Hr  immer  restgeelellt  betrarhtet  »erden.  Ich  habe  hier  die  Pen- 
dellAiice  nur  als  Beiei|iiol  ani^eiiomnien ;  daa  Nämlithe  gilt  too 
noch  vielen  andern  Längen,  die  in  der  Natur  ala  im  AUgemeioen 
nnverü  oder  lieb    angesehen  werden  klinnen. 

Als  Resultat  scheint  sich  somit  zu  ergeben,  dass  die  Zu- 
Srunilelegung  eines  „natürlichen"  UrmaasseR  keineswegs  nothwei»- 
dlg  ist.  Vielmehr  tnnss  man,  so  viel  diess  immer  möglich  ibI, 
itltrh  an  die  bestehenden  Aliiasse,  die  das  Bedürfniss  geschaffen, 
anlehnen.  Die  notbivendige  Bedingung  ist  nur  die,  dass  die  Unter- 
abtheilungen  dergestalt  gewShIt  «eien,  dass  die  Rechnung  erleich- 
tert wird,  d.  h.  da.ss  sie  nach  der  Theilun^  vdd  1U  zu  JÜ  gesche- 
hen. Nach  (lieseii  vorläufigen  Bemerkungen  wende  ich  mich  soblt 
,  «wm  Vorschlage  eine«  gerne  insch  aß  liehen  Maasssystems.  w    | 


Langeumaass. 


„nalQrliches  Klaass"  hat  sich  im  Laufe  der  Zeit  hier  die 
beilSuGge  LHnge  des  menschlichen  Fuases  herausgestellt.  Diese 
^  Bestimmungs weise  musste  es  mit  sich  bringen,  oass  der  Fuas 
(das  Maasp)  an  verschiedenen  Orten  verschieden  ausfiel,  woher 
sieb  dem.  auch  dl.-  t'c.zab!  ^e^scl.icdcnc^  FussmaLissü  erklSrt. 
Ward  aber  in  einem  Staate  ein  Stamm  herrschend,  so  oüthigte  er 
die  andern  Stumme  zur  Annahme  seines  Maasses ,  oder  durch  Cen< 
trallsirung  der  Regierungsgewiilt  war  die  Möglichkeit  gegeben,  das- 
selbe Maasssystem  in  einem  grSssern  Staate  eiozufufireo.  Keines 
dieser  beiden  war  in  Deutschend  der  Fall,  und  man  konnte  daher 
nicht  anders  erwarten,  als  dass  so  viele  Maasse  sich  bilden  wür- 
den, als  Staaten.  Wollen  wir  nun  ein  gemeinschalllicbes  Maass, 
so  dürfen  wir  uns  nicht  zu  weit  entferneu  von  den  bisher  gebräuch- 
lichen Einheiten,  wenn  wir  nicht  gewaltsam  stürend  in  eine  Menge 
Verhältnisse  eingreifen  wollen.  Zweckmässig  scheint  es  aber  zu 
sein,  eine  Einheit  zu  ivühlen,  die  in  einfachem  Verhältnisse  stehe 
zum  franzfisi sehen  Meter;  zweckmässig  des  internationalen  Ver- 
kehrs wegen  ,  zweckmässig  des  Gebrauchs  des  französischen  Maas- 
ses in  der  Wissenschaft  wegen.  Unter  diesen  Umständen  scheint 
als  Einheit  des  Fussmaasses  die  angemessenste  Unterabtbeilung 
des  Meters:  drei  üecimetres  zu  sein,  so  dass 

1  deutscher  Fuss  =  0,"3. 

Der  Fuss  wGrde  in  10  Zolle,  der  Zoll  in  10  Linien  u.  s.  f.  ahge- 
Iheilt.  Das  vorgeschlagene  Längenmnaas  liegt  so  ziemlich  in  der 
Mitte  zwischen  den  bisher  in  Uentschland  gebräuchlichen.    Es  ist 


46 


det  wiener  Fuss 
„    preue«^.     „ 
f9    •MMnecBe  $y 
9,    haouOr. 
„    bayer. 
yy    kurbess.   „ 
«,    wOrteinb.  t, 
„  '  btHimschw. 
„    sächsische 


19 


9f 


0,-316110 
0,  3138S3 
:0,  300000 
0,  309004 
:0,  291859 
:0,  287609 
:0,  286490 
:0,  28S361 
:0,  283190 


der  bshmische  Fiisa 
„  nassauische 


9> 


93 


=0,  287844 

^0,  287618 

rrO«  291002 

=0,  206415 

=0,  289200 

=0,  284600 

=0,  282880 

darmstädt.     ,.    sO,  250000 


»,  gotbaische 

„  lübeckUche 

„  Oldenburg. 

,,  bremische 


»> 


ft 


9» 


»> 


99 


frankfurter 
9,    fuldaer 


»9 
9» 


Zugleich  hätte  die  Schweiz  dasselbe  Fussmaass,  während  der 
englische  (russische)  Fuss  nicht  viel  davon  verschieden  wäre 
(=0,-3047945). 

Dieser  Annahme  nach  wäre  sodann: 


der 

wiener      Fuss 

=1,06370  deutsche 

Fuss 

99 

preussische  „ 

=1,04617 

99 

» 

•9 

badische       ,, 

=  1,00000 

99 

99 

»f 

böhmische    „ 

=0,98799 

99 

99 

99 

Oldenburg.    ,, 

=1 0,98805 

99 

99 

99 

hannuv.         „ 

=  0,97364 

9» 

>t 

99 

bayerische    „ 

=0,97286 

99 

%» 

9» 

bremische     „ 

=0,96400 

9» 

99 

»9 

nassauische  „ 

=0,95948 

99 

99 

99 

kurhessische  M 

=0,95899 

99 

99 

99 

gothaische     ,, 

=0,95872 

9» 

?9 

99 

wilrtemberg.  „ 

=0,95496 

99 

99 

99 

braunschw.   ,, 

=  0,26120 

99 

99 

99 

frankfurter     ,, 

=0,94866 

99 

99 

99 

sächsische     ,, 

=0,94396 

99 

.,39 

•9 

fuldaer           »9 

=0,94293 

99 

■     «•*' 

99 

darmstädter   „ 

-0,83333 

99 

99 

Die 'Elle  wflrde  am  einfachsten  zu  2Fu!ks  afigenfommen ,  das 
Klafter  zu  6  Fuss,  wie  diese  vielfach  gebräuchlich,  während 
die  eigentliche  Oberabtheilung  die  Ruthe,  zu  10  Fuss,  wäre. 
Elle  und  Klafter  wären  mehr  Benennungen,  wie  etwa  Dutzend  u. 
s.  L  in  den  nnbenannten  Zahlen.    Es  wäre  also: 


5* 
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I  Rtithe=10  Fusa, 

1  FuBs  =IU  Zoll,      1  iletilschflr  FuM  =0,3  mcties, 

I  Zoll    =10  Linien,  1  Wegntunde         =1000  Rutbto, 

1  Uuie=IO  Punkte,  2  \Vcg&tBod«i        -1  Meli«. 


II.    FliirhcMimaasse. 

«nc  «rgeben  eicli  natfitlich  an«  dem  Län^nmaasa ,  also  Qaa- 
'dtiitnithpn  .  QuaJratfnss,  QuudraUuil  u.  8,  f.  100  Quadralrutlien 
'    '  '    *  -' —     vovon  i  einen  Morgen  aimmacheD. 


III.     Kürperniaasse. 
Wenlen  elien  mi  aun  ilcm  Lüngenmaassc  gebildet. 

IV.     FlasBigkcitsmaasse. 

Sie  masElen  filr  alle  FlÜBsifjbcitcn  dieselben  sein.  Als  Eid- 
heit  wHble  man,  ivenn  man  sicfa  von  den  ^ebränchiichen  Maassen 
nicbt  zu  weit  entrernen  will,  >/„  Kubikinss.  Ziveckmässig  dfirfle 
d&ßir  der  norddeotsebe  Name  Kanne  sein.  Quart  (in  Berlin) 
Ist  nicht  deutsch,  Maa»s  (in  ganz  8üddeutscbland)  vielleicbt  u 
unüestitiimt.    Es  wäre  dann  die  Kanne  r=l,35  litree.  Ferner  wirf. 

die 


bayerische    fllaa 

^s 

=  ü,7'Jl  K 

bcssj,«cbe        ,. 

^],481 

wiener             „ 

=  1,048 

berliner  Quart 

=0,866 

badiscbe  Maass 

=  1,111 

leipziger  Kann« 

=0,891 

wiirtemberg.  Maaes 

=  1,360 

Kannen  würden 

soda 

in   1  Eimer 

Eimer 

„ 

1  Obm, 

Ohm 

1  Fuder 

ausmachen,  während  die  Kanne  in  10  Glas  getheJIt  wSre.  Filr 
den  eewuhnlichen  Gebrauch  halle  die  Kanne  i  Flaschen,  die 
Flasclie  2  Schoppen.     Die  Abtheilungen  wären  also: 


1  Fuder    =10  Obm, 
1  Ohm     =10  Eimer, 
1  Eimer    =10  Kannen, 
1  Kanne    =10  Glos. 


I  Kanne  =1,35  litres. 


^ 


T.    Getreideniaa0«e. 

Diese  fieleo  mit  den    Flössigkeitsniaassen   zusammen «   wenn 
auch  unter  andern  Namen.    Es  hiesao  nSmlicb: 

Das  Glas  hier  :  Becher^ 
die  Kanne    ,,    :  Hässcben , 
der  Eimer    »«     :  Schefel, 
das  Olim      ,,    :  Malter, 
das  Fuder    ,»    :  Zuber. 


VI.    Gewicht.  , 

Als  Gewichtseinheit  eignet  sieh  das  halbe  Kilogramm,  das 
wohl  nm  so  eher  eingeführt  werden  dürfte,  als  diese  Einheit  ini 
ZollTorein  als  „Zollpfuod"  schon  eingeführt  ist*  Abdaan  ist; 

das  bayerische  Pfund  =1,12    deutsche  Pfund.  '-^y^ 

„    hessische     „       =1  „  „ 

„    badische  .    =1  .,  „      iD  pf^o^u, 

„    Österreichische      =1,1203        „  „ 

„     prenssische,,        =0,9354        „  „ 

,,    sSchsische    „       =0,9340       „  „ 

„    würtemberg.,,       =0,9351       „  „ 

10  Pfund  würden  sodann     1  Stein, 
10  Stein       „  „  1  Zentner  ausmachen. 


Die  Unterabtheilungen  des  Pfundes  nach  der  Zehntheilung 
sind  bisher  nicht  üblich  ^ev^osen.  Sie  geboren  jedoch  noth wen- 
dig in  ein  geregeltes  Gewichtssystem.  Die  Theilung  konnte  fol- 
gende sein: 

1  Pfund      =10  Unzen, 
1  Unze        =10  Drachmen, 
1  Drachme =10  Gran. 

Für  den  gewohnlichen  Gebrauch  gäbe  es  %,  Va,  Vs  Pfand, 
%.%  mdVs  Unzen. 


VIL    Münzen. 

...     •  «       •       ,  1  ■ 

Auch  hier  soll  der  Grundsatz  festoehalten  werden ,  sich  nicht 
SU  weit  von  dem  Bestehenden  zu  entrernen..   Zu  diesem  Zwedce 


dflrde  es  dienlich  sein,  in  Deul$clilan<)  »ll^emein  den  li,T  Thaler- 
fii^s  einzuriihreti  (14,7  aur  lÜe  leine  Alark).  DieKer  (deitt^'be) 
TbalGf  ^vürde  in  10  Zclinor  ixlcr  100  Kreuzer  o<lt-r  lOOO  Hellet 
abgetheilt  nenlen.     AUtlann   wUrc  : 

der  prcussische  Thaler  =105  kr.  =1  Thlr.  5  kr. 

„  süddeutsche  Guldfio  =  60  kr.  =0,6   „ 

„  Silber^oschen  =     S'/^kr. 

„  v8terreie)i.  Gulden  ^  7"2  kr.  (genauer  73*/»)- 

Es  vFurden  somit  die  bestehenden  (Hau|>t-)Münzen  eich  [;r- 
Dau  in  den  neuen  anheben  lassen .  ja  sie  könnten  einstvreilen, 
tfaeilweise  als  Cnterabtheilun^en,  mit  in  Umlauf  bleiben;  so  wären 
die  7,Thalerstiicke  70  kr.,  die  Gnldenstücke  60  kr.  Für  den  Ge- 
brauch würde  man  Stucke  von  SO,  lO,  5  kr.  in  tJilher  prägen, 
während  in  Kupfer  ausser  den  Kreuzers  tue  ken ,  *A  '"'■  '"  prägen 
vSren,  die  für  den  Verkehr  ausreichen  würden.  Die  bisberigen 
*A Thalerstücke  gin};en  für  3ii  kr.,  die  'AGuldcnslücke  für  30  kr., 
die  2  Fl. -Stücke  würden  l'/j  Thlr.,  die  albalerstackc  i.l  Thaler 
gellen.     An  Goldmünsen   nürden   3,  5  und    lOThaleretücke 


^H      Euprägen 


I 


III. 


VorschlSge  zur  allgemeinen  dentschen  Maass-,  Ge- 
wichts- und  Münzregulirung.  Von  Dr.  G.  Karsten,  Pro- 
fessor der  Physik  zu  Kiel.    Berlin.   1848.    8.  4  Sgr. 

Der  Verfasser  dieser  Schrift  will  den  dritten  Thell  der  Länge 
des  einfachen  Sekundenpendels  unter  45**  der  Breite  auf  0"  Tem- 
peratur, den  luftleeren  Raum  und  den  Meeresspiegel  redncirt,  als 
Einheit  des  Ltingenmaaisses  unter  dem  Namen  deutscher  Fuss 
zu  Grunde  legen.  Ausserdem  will  er  überhaupt  bei  allen  Maassen 
die  Decimal-Eintb eilung  möglichst  cousequent  durchgeführt  wissen, 
und  gebraucht  z.B.  bei  den  Längenmaassen  folgend« Eintbeilung: 
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1  Linie  =10  Punkte, 

1  Zoll  =  10  Linien , 

1  Fu68  — 10  ZolU 

1  Ruthe  =10  Fu86, 

1  Strecke  =10  Rotben, 

1  'Stadie  =  10  Strecken , 
1  kleineMeile=:10  Stadien; 

1  Elle  =2Fn88, 

1  Klafter         =6  Fus«,  • 

1  grosse  Meile =3  kleine  Meüea. 

Im  kleinen  Verkehr  will  er  noch  die  Rechnung  nach  halben 
wd  fiertel  Zollen ,  halben  und  viertel  Fassen  gestatten. .  Das  Wei- 
tere fiber  die  andern  Maasse  muss  man  in  der  Schrift  selbst  nach- 
sehen. 


ferner 


IV. 


■  I 


Allgenelne  progressive  Grund-  und  Einkommen- 
steuer, gleiches  Maass  und  Gewicht  für  Deutschland 
von  L.  Freiherrn  von  Gross,  Grossherz.  Sachs.  Gehei- 
men Finanzrath.    Jena.  1848.    8     8  Sgr. 

Wir  empfehlen  diese  Schrift  namentlich  in  Bezug  auf  ihren 
Hauptinhalt,  und  auch  röcksichtlich  der  vom  Zollverein  über  die 
Einführung  allgemeiner  Maasse,  Münzen  und  Crewichte  gepflose- 
Den  Verhandlungen  als  sehr  lesenswerth  und  instmctiv.  Ueber 
die  Maasse  una  Gewichte  macht  der  Verfasser  folgende  Vor- 
schläge: 

Längenmaass. 

1  Fuss  zu  3  Dezimeter,  in  12  Zoll  theilbar, 
1  Elle    zu   6  Dezimeter  (halber  französischer  Stab) , 
1  Ruthe  zu  15  Fuss. 
Das  Meilenmaass  der  bekannten  geographischen  Meile. 


1  (juadratrutlie   (Va  \te), 

1  Acker  zu  1&4  Quadmlrulheii  ('/i  HecUrC). 


Kürpermaass. 

1  SchachttDihe  zu  225  KubikfuKs, 

1  Klafter  zu  lOS  Kubikfuss  (bei  S'/^  Fuss  ScbeillSuge),  3  KUol 

1  Scheffel  (zu  70  Lilres  franzüsUcbes  Alaase)  id  4  Viertel  oder 
l6Mctzen,  je<)e  zu  5  Maass  theilbar.  dessen  Raumiolidt 
eioea  ZoIlceDtoer  Koggen  mittlerer  Qualität  fa^st, 

1  Eimer  gleichen  Inhalts  (Vio  Hectolitre)  zu  80  Maaw  a<ler  Flaschen. 


Der  Zollcentner  (50  Kilogramnie)  ä  100  Pfund. 
Das  Zollpfund  su  32  Lotfa  &  i  Quentchen. 


i 


Die  Be!>run<Iun!^  dieser  Vorschläge  mnss  man  in  dem  Gut- 
achten S.  3S  ^  S.  -iO  gelbst  nachlesen.  Auf  S.  40  —  S.  44  eiebt 
der  Verfasser  ein  (iutacliten  über  einen  in  der  Beilage  zur  deut- 
schen Zeitung  vom  19.  Oktober  1847  gestellten  Antrag  von  einem 
Herrn  Henschel  in  Bezug  auf  Vereins-Maass  und  Genicht. 


fitterarisclier   Sericlit 


llyBteme,  Iielir-  und  IPrSrterlbilcher 


Lehrbuch  der  Mathematik  für  deo  Schul-  undSelbst- 
nterricht  von  Dr.  W.  A.  Wilde,  Professor  am  Gymna- 
ium  zuStargard.  Zweiter  Band.  Auch  unter  dem  Titel: 
lebrbuch  der  Arithmetik  für  den  Schul-  und  Selbst- 
nterricht  Zweiter  Band.  DieGleichungs-,  Beziehun^s- 
nd  Combinationslehre.  Mit  einer  Figurentafel.  Leip- 
Ig.  1848.   8. 

Der  erste  und  dritte  Band  dieses  empfehlesswerthen  Lehrbuches 
■d  im  Literar.  Ber.  Nr.  XXIV,  S.  357.  und  Nrl  XXX.  S.  449. 
ttezeigt  worden.  Was  dort  über  seine  EigenthamÜchkeit  und  zu 
iner  £mpfehlui^  g^agt  worden  ist,  gilt  auch  von  dem  vorlie- 
mden  zweiten  Bande,  und  es  genügt  daher,  den  Inhalt  dessel- 
m  hier  anzugeben:  Gleichungslehre  (Algebra).  Erster 
bschnitt.  Emfache  Gleichungen.  Anhang  zum  ersten  Abschnitt, 
•limination).  Zweiter  Abschnitt.  Quadratische  Gleichungen, 
ohang  zum  zweiten  Abschnitt  (Kettenbrüche,  unbestimmte Glei- 
lunsen).  Dritter'Abschnitt.  Höhere  Gleichungen.  Anhang 
in  aritten  Abschnitt.  Directe  Auflösung  der  eubischeu  und  bi- 
ladratischen  Gleichungen.  -7  Beziehungslehre.  (Verhftlt- 
we,  Proportionen,  Logarithmen,  Reihen).  Vierter  Abschnitt, 
erhält nisse  und  Proportionen.  Fünfter  Abschnitt.  Loganth- 
>D.  S  e  ch  s  t  e  r  A  b  s  ch  n  i  1 1  Reihen  (Progressionen).  Anhang  zum 
obsten  Abschnitt  (2lins-  und  Rentenrechnung.  Arithmetische 
sihen  höherer  Ordnungen).  Siebenter  Abschnitt.  Combina- 
riscbe  Gruodoperationen. 
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P  b  y  8  I  k. 


eradhlenenen 


ßeittäse  zur  meteorologischen  Oplilt  nnd  xa  tl 
(vaitdlen  VVisBeiischartei).  In  zwanglosen  Heften  kt 
auscegebeii  von  Johann  August  (irttnert.  ErsturTb« 
Erxte»  Heft.  Mit  einer  litho^rauhirtcn  Tafel.  Leipti 
1848.    B.    1  Thlr. 

Ein  wie  wkhtl^r  und  interessanter  Tbeil  der  gesanimten  ? 
turl^ce  die  lUtttenrulDciselie  ü|>lik  wt,  schiiiut  erst  ia  »<M 
Zeit  v«llfitJindiK  erkannt  worie»  f.a  sein ,  und  ftHch  der  RaMel 
ser  Wissensclialt  idt  neu,  wen»  auch  schon  in  s<-hr  altttr  ZeiK 
Lichlerscbeinungeit  in  der  Atmas|ihfire  der  Aurmerksaiiikeit  ( 
NaturJ'orscher  sJeli  nicht  entziehen  konnten,  und  itcbon  »ohr  fr 
mannigraltige  Vt-rsuche  %u  deren  Erklürane  gemacht  wurden  »ii 
Sehr  ,wipl  t>t  ^cr  in  dlvver  Wimenscball  n<M:)i  ^  a«  lbiipv<'W<| 
sie  Ihrer  so  sehr  kii  wilnäcbenden  Vollkommenheit  liSlicr  gern 
werden  l^oll.  Deshalb  habe  ich  jetxt  den  Versuch  gewagt,  «!■ 
schon  vor  länijerer  Zeit  gefMsslen  EntscbluGs,  nach  menrfael 
Ceherlegiiti^  d^üselben,  in  Ausriilining  zu  bringen,  und  unter di 
"jep_ Titel  eine  eigne  der  ipetcnrologischen  Optik  genldM 
""""n  Kifangloäen  Heften  faeranszugeben.  Es  ist  eim  •< 
ikUndignng  dieser  Zeitsehriß  ausgegeben,  vni  gM 
'  "  Teile  zu  (ti'in  ijnnKen  Werke  auch  dem  W 
1  llcflr;  dus  orslen  Tlieils  vorgeilriickt  nonif 
aus  weleher  die  Leser  des  Archivs  den  Zweck  der  Beitrüge  i 
meteorologischen  0|>lik  vollständig  ersehen  können.  Ich  bemd 
daher  hier  mir,  dass^  Alles,  was  in  theoretischer  oder  uraktisd 
Beziehung,  also  auf  dem  Wege  aaalytiecbcr  EDtwickluiicea  i 
geonie  Irisch  er  Betrachtungen,  oder  auf  dem  Wege  der  Be^bM 
tung  und  des  Vorsuebg,  auf  dem  Wege  historischer  und  sntioi 
riscner  üulersucliungen,  so  wie  auch  durch  populäre  Uarstelln 
gen,  xur  Förderung  der  meteorulogischen  Optik  beitragen  kag 
in  den  Kreis  der  neuen  Zeitschrift  gezogen  werden  soll.  ^  on  dl 
eigentlichen  atuiospbfirif^cbcn  l.ichterscbeinungen  gebüren  alsO' 
A.  hierher:  die  Durchsichtigkeit  der  Atmosphäre;  die  BlSue  i 
UimmelK:  die  Morgen-  und  Abendrüthe,  überhaupt  die  versciä 
dene  Färbung  des  Himmels;  die  scheinbare  (iestalt  des  Himad 
gewlilbes ;  die  verschiedene  Grüsse  und  Gestalt  der  Sonoe  d 
des  Mouds  in  verschiedenen  Höhen  über  dem  Horizoote ;  die  Dil 
raerung  nnd  was  damit  zusanuneohüagt ;  der  Polarisationsxustti 
der  Atmosphäre;  die  sogenannten  Rayons  crepuscnlaires  und  J 
Bandes  polaires;  das  sogenannte  Wasserziehen  der  Sonne;  i 
Regenbogen,  natilrlich  auch  der  Miindre^eubo^en;  di«  kleino 
und  grösseren  Höfe,  die  Nebensonnen  und  IN'eBenmunde ,  so  « 
die  für  diese  Lehre  sehr  wichtige  Krystallisation  des  Eises;  i 
Funkeln  der  Sterne;  die  Luftspiegelung;  die  terrestrische  n: 
astronomische  Strahlenbrechung  im  weitesten  Umfange;  der 
vielen  BeziehunseD  so  wichtige  Zusammenhang  der  atroospbi 
sehen    Lichterscheinungen  mit  den  fibrigen  rofHeonJogischen  I 


i>cheinunf(en ;  die  atmos))li3ri8chen  Lichlerävheitiunceii  als  Vor- 
holea  des  Wetters;  und  manches  Andere,  was  hier  nicht  alle» 
nanhart  gemacht  werden  kann.  Ausser  diesen  eiKeittliehen  atnio^  i 
sphSfiscben  Ltcbteracheiiiungen  sullen  aber  auch  noch  manche 
andere  PhSnonieiie,  ivelche'mit  Lic  h  t  erst  bei  nun  pen  am  Himmel. 
verbunden  sind,  wie  z.  li.  das  Nordlicht,  das  noch  sehr  in  Dunkel 
gehtilUe  Zodiakal licht,  selbst  auch,  wenigstens  zum  Theil,  die 
Sternschnuppen  und  Feuerkugeln,  in  den  Kreis  der  neuen  Zeit- 
schrift ^ezofcen  werden ,  um  au  einem  und  demselben  Urte  Vieles 
zu  vercinigun,  «as  sonst  nur  an  verschiedenen  Orte»  sehr  aer- 
streut  angetruflen  wird. 

Sonieschon  inderhesondersaus;;egel>eNeüATik(Indiguogerlaubfl[ 
icbmir  nun  auch  hier  die  geehrten  Leser  des  Archirs  uuOsu Corden^ 
mich   durch  recht  viele  Beiträge  eu  der  n«uen,    der  meteoralu^*     ' 
Beben   Optik  vorzugsweise  gewidmeten  Zeitschrift,    sei  es  duri:n|    | 
theoretische  Abhandlungen,  oder  durch  itliltheilnug  von  Beubadt-; 
tungen,  bei  denen  hesoinlers  auch,   wo  es  die  Natur  des  tiegeit- 
»tandes  und  die  VcrfalUtnisse  gestatten,  auf  sorgfältige  Messungen,  ' 
Rücksicht  zu  nehmen  sein  mochte,    auf  welche  );eniiue  Kecbnum  ' 
genüegrilndet  \ierden  können,  ferner  durch  populäre  Aufsälzoodei,  ' 
darch  historische  Untersuchungen ,  bei  der  llerausgahe  der  Zeit* 
schrill  zu  unterstützen,    wobei  ich  zuiileich  beiuerke,   dass,  wai^  ' 
nur  in  fremden  Sprachen  als  Ori^inulalibundluNg  mil^ctheilt  wird^  ' 
ia  iwr  Regel  auch    in  dorselben  Sprache  in  die  Zeitschrift  aufgov  1 
nomnien    werden    wird,     wodurch    aber    Ueliersetzunfcen   aus  nQt^    i 
erscheinenden  ausländischen  Werken  natürlich  nicht  ausijcscblosseD 
werden. 

Das  vorlicijende  erste  Heft  des  ersten  Theil»  enthljlt  eine 
tbeoietische  Abhandlung  über  den  Resenbiigen  und  einige  Bemerk!  . 
btuioeii  Ober  die  Ürysladisation  des  Eisoa  von  dein  Ht-rauagebw:  I 
der  Zeitschrift.  In  der  Abhandlung  über  den  Re<;enbüQen  ist  di^  I 
Tbcorie  dieser  prachtvollen  Erscheinung  auf  einem  mehr  elementare^  j 
geometrischen  VV^ge,  und  auch  mit  Anwendung  der  durch  die  unalytl-  J 
scbe  Geometrie  dargebotenen  Hfilfsinlttel  dargestellt,  und  nament-  1 
lieh  ist  dabei  auch  die  bekanntlich  in  einer  ticsondern  Beziehung  \ 
wichtige  dliptisclie  Gestalt  der  Tropfen  ausführlich  herficksichti^  J 
worden.  Vielleicht  dürfte  auch  die  vollsISiidige  Autlüsung  der  ilf  1 
der  Theorie  de«!  Regenbogens  vorkommenden  cubisehen  und  bt^  J 
({uadratiscben  (ileichun^en  im  ersten  Theils  der  Abhandlung  c 
l^esond^res  Interesse  darbieten.  Den  noch  nicht  ganz  vullstitndig  ] 
und  «inieuchtend  erklürten  uberzäblipen  oder  sekundären  ßagsf|  | 
ist  bestindere  Aufiuerksanikeit  geschenkt,  und  die  verschieden^  J 
ErldÜruRgsw eisen  derselben  sind  vollständig  anireführt  worden;  ßü»  I 
den  van  dem  Ueranseeber  selbst  aul'geBtellten  Erklarun);sverHuclft  ] 
dieser  iiberz.Hhligen  llogeu  nimmt  dcrsellie  die  besondere  NaclM  ] 
sieht  der  Le.-icr  in  Anspruch  und  bittet  suKleich,  die  Hauptabsichl  [ 
bei  diesem  Erklarun!:sv ersuche  nicht  zu  verkennen,  wel<.Jie  '  ' 
bestand,  die  Newton'sche  Theorie  des  Regenbosens  auf  eine  sa  j 
volUt&ndige  und  consequente  Weise  wie  müslich  durchzul'Qhrei^ 
ohne  zu  ganz  neuen,  dieser  Theorie  un  sich  iremden  Hülfsmittcltr  ' 
bei  der  Erklärung   des  Regenbogens  eeine  Zuflucht   nehmen   : 
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Ich  würde  mich  sehr  freuen,  wenn  ea  auch  dieser  neuen  Zfl 
Schrift  gelingen  sollte,  sich  die  Theilnahme  und  das  lnteTe»sed 
betreflenden  Publikums  bald  zu  erwerben. 

Der  Preis  eines  aus  vier  Heften  bestehenden  Bandes  wi 
3  Thir.  nicht  fibersteigeii,  Gr. 


Vermischte  Schriften. 


In  Alaeer's  Pädaeogischer  Kev 
XVIII    XIX.  XX.  A[)ril  1848.   Nro    4. 

erste  Abtheilung  einer  Abhandlung,  welche  QberschriebeD 
„Ueber  die  sogenannten  orgauisch-iviBsenBchiifllicb 
Lehrgebäude  der  Elementar -Mathematik,  welche  t~ 
UerrProf.  Reuter  eu  Aschaffenb  urt;  nun  sehon  seil  g 
raumer  Zeit  erfunden,  und  znr  wahren  HcilefGrderui 
den  Unterrichts  in  wenicstent;  '24  Heften  der  Neni 
Jahrbacher  far  Philologie  und  Pädagogik  nicht  bla 
auf  das  Deutlichste  beschriebet^,  sondern  uuchsafdi 
Angelentlichete  der  allgemeinen  Iteachtung  empfohti 
hat.  Von  Professor  Grabow  in  Kreuznach."  -  Es  wl 
2u  Wünschen,  dass  noch  manchen  andern  mathemnti sehen  Recl 
sionsfabriken  und  Kecenslonsfabrikanten  eine  gleiche  AJbrertigiii 
zu  Theil  werden  möchte.  ^^^ 


Jahrbücher  für  \Viss< 
eben  von  Dr.  Ludwit 
eculative  Pbilosophi 
sladt. 


nschaft  und  Leben.     Hei 

INoack.     Der  Jahrbllciii 

i    dritter   Jahrgang.     I$j 

ma.  enthalten  S.  5  -  &  1 


den  Anfang  eines  sehr  lesenswerthen  Aufsatzeü  t 
Dr.  Reueclile,  welcher  die  Ueberschrin  führt:  ~ 
einer  philosophischen  Lebensskizze." 


B  c 


i  ch  t 


I  g  u  n  g. 

Von  ilem  geehrten  unil  IhkIisI  einiictilavnllen  Bcccnnentcn  meliml 
Liter.  Uer.  ?>r.   \LI1.  S.  602.   nngexeigten  Schrift:    .,L<<rber  die  mlMll 
Kntferniini;   einer   Fißiir   von  einem  Panbtc"   in  den  llxidelbcrger  Ji 
Imrhern.   IWi.    Mni  und  Jnni.   S.  459.   bin  ich  auf  ein  Pur  Orackf)' 
(oder  vielmehr  Schreibfehler)  Bufmerkiant  gemacht  worden ,  Ht  Uli  I 
mit  dem  achuldigitea  Danke   für  den  Herrn  KeceDieaten,    anr  Kenotal 
der  geehrten  Leser   de«  ArchiTs  bringe: 

S.  12.  Z.  8.  V.  a.  (tatt  .,der  Spi  tie  a"  und  ..Gegen. cito" 
~      "        '  "    .Seile";  S.73.  Z,.l  *.  ü.  «au  „der  Sp 

„der  Spitze  S"  und  „Gegenieite"  i 
'"  und  „Seite";  S.  TS.  Z,  fl.  t.  o.  ilBtt  „flr*l 
;  9.  T5.  Z.  10  V.  O.  lUU  „El,,V"  »■   tu.  „Ea.B", 


filterartsclLer   SertclLt 


Arithmetik. 


Der  Lebensvertrag.  Zwei  neue  Sätze  und  fünf  und 
zwanzig  neuberecbnete  Lebenstafeln.  Von  Dr.  H.  G. 
▼OB  Pancker.  Besonderer  Abdruck  aus  dem  III.  Heft 
der  Kurl.  Gesellschaft  für  Literatur  und  Kunst.  Mitau. 
1847.    8. 

Diese  kleine  Schrift  scheint  uns  aus  mehreren  Gründen  eine 
allgemeinere  Beachtung  und  Verbreitung  sehr  zu  verdienen: 

^  1}  weil  die  betreffenden  Rechnungen  sSmmtüch  ohne  Hülfe 
Ton  Formeln  und  algebraischen  Entwickelungen«  bloss  mit  Hülfe 
der  gemeinen  Arithmetik  in  derselben  auszuführen  gelehrt  werden; 

8)  wegen  der  ihr  angehängten  neu  berechneten  sehr  zweck- 
nissigen  und  die  Rechnungen  wesentlich  erleichternden  Tafeh; 

3)  well  in  derselben  die  Einrichtung  oder  die  Statuten  einer 
grossen  Aozahl  »yBahlSndischer  Lebensstiftungen''  die 
als  Vorbilder  für  ähnliche  Stiftungen  dienen  kSnnen«  mi^ethelit 
werden. 

Jeden&lls  hat  sich  der  Herr  Verfasser  um  die  betreffenden 
Anstalten  und  solche,  die  mit  der  Einrichtung  von  Lebensstiftim- 
gen  sieh  zu  beschäftigen  beabsichtigen,  ein  Verdienst  erworben, 
und  machen  wir  daher  die  Leser  des  Archivs  recht  sehr  auf  die- 
selbe aufinerksam. 
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Cte  ometrie. 


Lehrbuch  d«rElenicntargeometri«,  mit  piner  Sa 
lung  VOM  Aut;;aheii  von  F.  Kummer,  Huniit  lehr  er  »t 
buherii  Bfirgerseliiile  und  an  der  (jenerbschnle  xii  Hei- 
delberg. Erslvr  Tlieil.  Ebene  Geometrie.  Zweite  ver- 
beseerte  und  vermehrte  ADfUge.  Heidelberg.  1848.  K 
U  Sgr. 

Dieses  deutlich  und  xweckmSssif;  verfaaste  Eiern entarldittiBcb 
ist  aus  seiner  ersten  Auflage  hinrtichend  bekannt. 


D 


!  merhivü 


:he  Theilung.  Eine  reiche  Fundgrnj 
Uebungsaurguben  aus  der  coHstruirende  n  Ge<uB_ 
d  Algebra.    Vnn  Dr.  An- 


V  e  r  ni  e  h 


cgiind.     Zweite,    günzlich   umg 
t>:  Auflage.    Halle.  1848.     8.     15 


Jeder  Mathematiker  iveies,  wie  viele  interessante  Bexiebif 
gen  die  sogenannten  merkivQrdlgen  Punkte  des  ebenen  Dretec 
darbieten.  Es  war  daher  ein  gl  ii  cid  ich  er  Gedanke  des  Herrn  V 
fussers,  diese  ganze  Lehre  in  syst emati scheut  Ztisainmenltai. 
ausführlich  zu  bearbeiten,  und  dadurch  zugleich  ein  System  bScu 
Ktieckhiässiser  Uebungsaufgaben  für  die  auf  dem  Titel  eenunnlen 
Theile  der  Wissenschaft  aufzustclleti.  Die  Ausführun:;  dieses  Ge- 
dankens von  Seiten  des  Herrn  Verfassers  lasst  nichts  r.u  nüA- 
scheo  fibrig,  und  die  verschiedenen  Aufgaben  sind  oft  mit  bttOS 
derer  Elegana  behandelt;  zugleich  ist,  wenn  auch  varzugnrcU 
die  trigonnmetriscbe  und  algebraische  Methode,  die  der  Herr  VJj 
fasser  in  dieser  Schrift  mit  vorzilglichem  Geschick  und  oft  auf«« 
einlache  und  elegante  Weise  bandhallt,  Anwendung  gefunden  n 
haben  scheinen,  für  miigüchste  Abwec;hselung  der  Methoden  ge- 
sorgt worden,  so  duss  ivir  diese  Schrift,  so  wie  zu  allgemeinet 
Berück Aichtigung  in  Bezug  auf  ihren  interessanten  Inhalt  an  sieb, 
nunenllich  auch  allen  denen  sehr  empfehlen,  welche  sich  in  dr' 
feineren  Geometrie  zu  i'iUen  beubsichtigcn.  Uer  Inhalt  in  eiDflj 
nur  gani  all£;emeinen  Umrisse  ist  folgender: 

1.     Die   iHi-rf^wuTiliffen  Punkte  des  >]leichsckenkt\ 
qen    Dreieck s.     Erster    Abschnitt.     VieV    nierkwSn 
Punkte.    Kap.  I.  Einleitende  Bemerkungen  aber  die  Reiheorofl 
der   merkwürdigen    Punkte.     Ka|),    II.     Trigonometrische    BestQ 
mung  der  .\bsttinde  der  mcrkwilrdic^en  Punkte    von  einander  uji. 
von  den  Hühenpiinklen.     Kap.  III.  Bestimmunir  der  Abslitnde  Att 
merkwürdigen    Punkte   von   einander    und   von  den  Hühenpunkten 


durch  Höhe  und  Seiten, 
die  Hr>bon|Mitikte  als  h^i 


Kai 


ip.  IV.  Die  merkwürdigen  Punkte  luid 
iixche  Punkte.  Zweiter  Abschnll' 
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Sieben   luerkKtJrdi  ee  Punkte.     Ka|).  I.    Gegenseitige  Lage 
und  AbeitSnde.    Kap.  II.     Neue    Gruppen    harmonischer   Punkte. 
Kap.    111.     Schliifisbetrschluncen.     Dritter    AbscfanUt.    Muu« 
Punkte.     Kap.    I.     Dfr    Aliltelpunkt   t]e>i  Kreiset<,    welcher    die  ] 
Seiten  halltirt.    Kap.  II.    Der  Mittelpmikl  der  Hlihe.  —    II.  />i«  1 
merkwürdigen  Punkte   det   nugtaichseilineu  Drfiecklf  1 
Vierter  Abschnitt     Kap.  I.    Vor  Bereitung,     lup.   II.     Uarmor  ' 
ntscfac  StrablcnlHischel. 

Die  äussere  Ausstattung  ist  in  jeder  Beziebnng  vorzüglich.  < 

IMr>chte   es   doch    dem    Herrn    Verfasser     gefallen,    auch  dM 

nerk würdigen  Punkte  des  sphärischen  Dreiecks  in  ähnlicher  leh^  \ 

reicher  Weise  zu  behandeln. 


ohleni 


algebraisch  gelOst  \liik   . 
'  ule  2u  Winterthtll  | 


Das  Mnifattiscbe  Pr^ 
C.  Adams.   Progra 
fdr  das  Schuljahr  184a     Wintcrthnr.    184S. 

Der  Herr  Verfasser  hat  sich  schon   ditrch   eine    frahere,     ,. 
Literar.    Bericht   Nr.  XXX.    8.  451.    angezeigte    Schrift    um    du 
Malfulti'sche  Prohleni  verdient  gemacht,  in  »eich er  er  namentlich 
eine  neue  einfache  Construction   dieser  Aufgabe  nebst  deren  v«Hf   i 
HlSndiger  Analysis   mittheilte.     Das    Malfattt'sche  Problem  ist  i%  / 
de«s  bis  jetzt  überhaupt,    und  auch  von  dem  Herrn  Verfasser  In  i 
seiner  früheren  Schrin,  zu  einseitis  aufgefasst  worden,  indem  sich  1 
die  Aufitisung  auf  den  einzigen  Fall,  tvo  die  Seiten  des  Dreiecks  j 
selbst,    nicht    ihre  Verlängerungen  berührt   werden,    beschränkt!  1 
LSsst   man  jene  Verallgemeinerung  zu.    wie  es  dem  Geiste  det  | 
■teueren  Geometrie  durchaus  gem^s  ist,     so   giebt    es  nicht  not  I 
einen,  es  giebt  sechzehn  verschiedene  Fälle  der  Liisung.     In  die-  I 
•em  umfassenden  Sinne  die  Aufgabe  zu  behandeln,  ist  der  Zweck  \ 
der  vorliegenden  Abbanillung,    welche    daher  als  ein  Supplemeal  \ 
sn  der  früheren  Abhandlung   des   Herrn   Verfassers  über  densel- 
ben  Gegenstind    7M    betrachten    i^t.     Für    alle    diejenigen  Leser, 
welche  mit  den  früheren  ausgezeichneten  geometrischen  Schrifteil  1 
de»  Herrn  Verfassers  bekannt  sind ,    brauchen   wir  nicht  noch  m  \ 
bemerken,    dnss  auch    diese  neue  Schrift  durch  Kinfachheit  uM  i 
Eleganz  der  Dartilellung  und  der  Entwickeinngen,    so   nie  durdk 
Eigenthtimlichkeit,    welche  überall  dem  Gegenstaude  neue  Seilen 
abzugewinnen  versteht,   sich  auszeichnet,   und  empfehlen  dieselbe 
allen    denen,    welche    sich   filr  die  feinere  Geometrie  interessireo, 
angelegentlichst  zur  sorgfaltigsten  Beachtung- 

Cnbaturen  durch  elementare  Sumroationen.  Eine 
Abhandlung  von  Dr.  E.  A.  Wolfram,  K.  Lehrer  der  Ma- 
thematik  an  der  technischen  Aostalt  zu  Hof.  Hof.  I84ft 
8.    6Sgr. 

Wir  haben  in  diesem  Schrinchen  nicht  eben  etwas  Neues  gf^  * 
Innden,  indem  alle  ('ul>aturen  sich  auf  die  Summirung  der  Potei^ 
zen  der  natürlichen  Zahlen  gründen,  was  bekanntlich  eine  schoD 
e(t  angewandte  Methode  ist.  Weil  jedoch  auch  Kürper  vurkom- 
■nn,  die  nicht  in  die  gewühDiicben  Elemente  gehüren,  so  mag 
I  Schrift   für    manche  Leser  lehrreich   sein.     Die  behandelten 


Kürper  »iml:   Hotati nnskürp er  im  Alleemcitien ,   Kcfiet,  Kngetitcg- 
nient,    Apiwllaiiisdiei«  Rot&lionsparabuinid ,    üublsch««  Rfrtalii 
pamlialiiii] ,  Rotationsellipsoit],    Kotationshyperboloid,  P; 
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1  Thir.  21  Sgr. 
Ein  in  Frankreich  sehr  beliehtes  Lehrbuch,  was  eine  Uel 
traguTig  ins    Deutsche    wohl    verdiente.     l>ie   Uebersetzuag 
äussere  Ausstattung  luasen  nichts  zu  nfinschen  (ibrig.     Daas 
Herr  Uebersetzer    lu  der    sphärischen    Triconüi»etric  die  Gax 
Bchea  Gleichungen  beifügte,  verdient  Anerkennung.    Dea  s 
Lehrsatz  van  Cauchy  über    die  Anzahl  der  zivischeu  ;. 
Gränzen  liegenden  imasinären  Wurzeln  einer  Gleichung    {n_. 
Archiv.  Theil  l.  S.  19,),  welcher  seine  Entatehnng  geometriaeU 
Betrachtungen  verdankt,   so  wie    tiberbaupt  Vieles  über  die  trip 
nometrische  Auflüsung  der  Gleichungen ,  hat  Herr  Lefeba 
Fourcy  auch   in  dieses  Werk  aufgenommen,    was  demeeUKn  J 
(lenfallä  zu  besonderer  EinpfebluDg  gereichen  \ 


Praktlsclie  Oeometrie. 


Uie  Elemente  der  Geometrie  und  deren  praktisd 
Anwendung  für  den  Bürger  und  Landwirtb.  Nach  «it 
veranschaulichenden  Methode  bearbeitet  von  Dr.  Alk 
Wiegand,  Klinigl.  Oberlehrer  an  der  Realschule 
Halle.  Mit  vielen  i»  den  Text  eingedruckte 
schnitten.     IIa II e.    1848.     8.     10  Sgr. 

at  und  eeinGebraal 
„der  Geometrie  auf  bl 
heren  Leh  r  anKlallen  zur  Hinweisun^  auf  die  prakfl, 
sehe  Anwendung  dieser  Wissenschaft.  Von  Dr.  Aal 
Wiegand.  KSniel.  Oberlehr«r  au  der  Realschule  : 
Halle.     Halle.  1818.     8.     ö  Sgr. 

Die.^e  beiden  in  gewisser  Beziehung  zusammengehiti 
und  sich  gegenseitig  ergänzenden  Schriften  entsprechen  ihre 
dem  Titel  genannten  Zwecke  recht  wohl-  lu  der  zweiten  i 
mSchlen  freilieb  die  Holzschnitte  etwas  besser  sein,  was  jeda4 
natürlich  nicht  Schuld  des  Herrn  Verfassers  ist.  Dass  dersell 
in  der  zweiten  Schritt  auch  die  Meseinstrumente  des  bekaiiDM 
Pastors  Rommershausen  beschrieben  bat,  ist  ganz  recht  t._ 
Ewcckmässig,  da  diese  Instrumente  meistens  sinnreich  eingerid 
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t  sind  und  eine  weitere  Verbreitung  wohl  verdienen;  jedoch  darf 
an  Ton  deasclben.  ivie  uns  selbst  die  Ertahnin»  {relehrt  hat,  ja  nicht 
ehr  verlangen,  ats  sie  zu  ietsleri  im  Stande  sind,  was  nament- 
:h  von  dem  sonst  ganz  sinnreich  eiogerichteten  tjpiegeltiiveau  gilt 

Die  Instrumente  und  Werkzeuge  der  hr.heren  und 
»deren  Messknnst,  so  wie  der  geometrischen  Zeieh- 
»nkunst,  ihre  Theorie,  Con.slruction,  tiehraoch  und 
rüfung.  Zum  Unterricht  nnd  SelbetKlu  dium  heur- 
it  von  r.  F.  Schneilter,  ("iv.-!  utteuieur.  Mit  213  Fi- 
n  iu  Holzschnitt.   Leipzig.  lH-18.   8.  I  Thir.  12  Sgr. 

Es  war  jedenrnlls  ein  sehr  j^lQcklicher  Gedanke,  einmal  eine 
)listSndige  Ueschrelbung  aller  in  der  niederen  und  h'iheren  Metts- 
inst  (Geodüsie  mit  Einschluss  der  31arkscheidekuiiHt  und  seihst 
ich  der  wichtigsten  nauIiBchen  Inslniinen(e)  xur  Anwendung  koni' 
eaden  Instrumente  zu  liefern  und  Anleitung  zu  deren  Gebrauch 
id  Beriehtiguni;  in  «ysicmolischem  Zu>iammenhunge  zu  {{eben, 
ich  dem  gegcBwSrtigen  Zustande  der  Kunat  und  der  Wissen- 
^haft,  gewissermassen  eine  neue  Ausgabe  von  der  zu  ihrer  Zeit  In 
'08S«r  Achtung  sichenden  Matheniatifchen  Werkschule 
I  Biou,  3.  Aufl.  vnn  J.  G.  Doppelmayr.  3  Tbie.    Nürn- 

g.  ITHi.  4.,  und  einiger  anderen  ähnlichen  Werke,  deren 
nzani  jedoch  nicht  gruss  ist,  an's  Licht  zu  stellen.  Auch  kiln- 
iR  wir  dem  Herrn  Verfasser  aua  Ueberzeugurig  das  Zeugniss 
;ben,  dass  er  sich  seiner  Aufgabe  mit  vollkommener  Sachkcnnt- 
iss  und  auf  eine  wahrhatl  praktische  Weise  unterzogen  hat;  die 
'criagKbandlung  aber  hat  rScksichllich  der  Ausstattung,  nainent- 
ch  auch  rücksichtlich  der  trelflicben  Holzschnitte,  *2I3  an  der 
Ifthl,  Alles  gethan,  uas  man  nur  verlangen  und  erwarten  kann, 
0  daas  in  dieser  Beziehung  kaum  etwas  zu  wansehen  übrig  blei- 
en  därfte.  Wir  halten  daher  dieses  Buch  für  ein  einem  jeden 
■eodülen  nicht  bloss  nülzlicbcs,  sondern  geradezu  unentbehrliches 
lucb,  und  empfehlen  es  der  sorgfältigsten  und  allgemeinsten  ße- 
cbtung.  Leider  müssen  nir  uns  hier  mit  der  folgenden  nur  uber- 
leblicben  Angabe  des  Inhalts  begnügen,  der  nir  nachher  noch 
imge  wenige  Bemerkungen  betfügen  wollea: 

Einleltung.  I.  Die  Instramente  und  Werkzeuge.  A.  Die 
Dstruinente  und  Werkxeni^e  zum  Messen  und  Abstecken.  B.  Die 
Dstrumente  zum  Abstecken  und  Mensen  horizontaler  Winkel. 
;.  Instrumente  zum  Messen  vertikaler  Linien  und  Winkel.  II,  lii- 
tramente  zum  Bestimmen  horizontaler  Richtungen  und  Ebenen 
ider  Nivellir-Inslrumente.  E.  In^trumenfe  und  Hülfsmillel  zur 
T^phischen  Darwlelbine  oder  geomelrischen  Zeichnung  des  Ge- 
nessenen.  II.  Die  Conservntion  der  Instrumente.  An- 
nans I-  Die  Preise  der  liislnimente  und  Werkzeuge  der  geaamm- 
en  Messkunst.    II.  Tubelle  der  bekanntesten  Längenmaasse. 

In  dem  Abschnitte  A.  hatte  der  Herr  Verfasser  immer  auch 
las  mar  sehr  einfache,  aber  für  die  SchiETfahrt  höchst  wichtige 
jog  (oder  die  Logge)  nach  seiner  gewtihnlichen  und  nach  der 
erbeaserten  Einrichtung  von  Bouguer  beschreiben  können.    Iii 
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ilein  die  Theniloliten  betreffendeD  Abschnitle  haben  niruti(;cTD  eise 
vollständige  bildliche  Uarslelluni;  der  trelOicheii  und  aticb  in  ihren 
fittttserei)  Bau  hilchst  eleganten  Theadnliten  vnti  Pi«tor  (odet 
Reicbenbach)  vermisBl;  auch  hätte  ia  diesem  Abachuitte  weU 
«Inas  Qber  die  Theodnliti>n  mit  sugeTiannleiti  gebmchenen  F«ni- 
lohre  gesajft  und  eine  Abbildung  «Ines  i«ülcb»n  Instruments  gese- 
hen werden  8oUen,  da  dergleichen  Inislruniente  iillerdtii{;s  verarhw- 
dene  eigenthilmliche  Bequemlichkeiti^n  darbieten,  weklie  andere 
Instrumente  nicht  in  gleichem  MunsäU  zu  gewSlircTi  im  Stande  sind. 
Daea  der  Herr  Verfitsser  den  Refleclions-Instrumenten  besondere 
Aufmerkaamkeit  gewidmet  hat,  verdient  alle  AiierlicnnunE; ;  jedoch 
halten  M'lr  neben  dci  Beschreibung  der  neuen  Plsfor'schen  jiaten- 
tirten  Reilectionä-Instrumente  auch  eine  Beschreibung  der  Stein- 
heil'Gchen  Prismen  kreise  zu  findet  gewünscht  Dass  hei  den  iSi- 
vellir- Instrum  eilten  nicht  ausfuhrlich  auf  die  trefHichen,  aus  den 
Wiener  polytechnischen  Institute  hervorgehenden  Nivellir-Inattit 
luenlCi  utiil  deren  eigen Ihümli eben  Gebrauch,  worüber  niao  allei 
Erforderliche  in  der  1  heoretischen  und  praktischen  Anlei- 
tung zum  Nivelliren.  Von  S.  Stampfer.  Zweite  Auf- 
lage. Wien.  1847.  lindet,  Rücksicht  genommen  ivorden  Ist 
bullen  wir  (lir  einen  wesentlichen  Mangel  des  vorliegenden,  soosC 
wie  schon  gesast,  in  vieler  Beziebirnt:  sehr  zu  em|ifenlenden  Buchs; 
auch  wäre  in  diesem  Kapitel  wohl  etwas  über  die  sogenannt« 
Kolli nia t n ren ,  welche  liberhnupt  grössere  Berücksichtigung  verdi«- 
nen  dSrften,  nlio  sie  bis  jetst  gefunden  zu  haben  scheinen,  ui  U- 
gen  gewesen.  Üeberhanpt  hat  sich  der  Herr  Verfasser  Toraags- 
weise  an  die  Construclionen  des  Herrn  Breithnupt  in  Kassel, 
dessen  Preisverzeichniss  auch  am  Ende  des  Buchs  mitgethcilt  Ut, 
gehalten,  die  zwar  wegen  der  Woblfeilbeit  und  der  meist  zweck- 
mässigen Anwendung  der  durch  dieselben  hergestellten  Instto- 
mente  in  der  Praxis  bei  den  Geodäten  mit  Recht  sehr  heliebt, 
aber  doch  nichl  überall  so  vortrefllich  sind,  d^ss  sie  nicht  *H 
anders  construirten  Instrumenten  in  mehreren  Fällen  übertroBte 
werden  dürften.  Endlich  hätten  wir  noch  gewänseht.  dass  det 
Herr  Verfasser  den  einzelnen  Instrumenten  noch  hin  nnd  nieder 
eine  ecliSrfere  Kritik  und  genauere  Angaben  und  Beslimniungeo 
über  das,  was  dieselben  zu  leisten  verni<"gen,  bcieefügt  hlitte,  da 
namentlieh  darin  von  angehenden  Praktikern  hSuJii;  gefehlt  wird, 
dass  Hie  von  einem  Instrumente  zuweilen  mehr  verlangen,  als  es 
seüier  Einricbtuug  nach  zu  leibten  im  Stande  ist,  im  Gegenlheil 
aber  auch  durch  nicht  ganz  richtigen  Gebrauch  uns  der  Anwen- 
dung eines  Instrumenta  nicht  alle  diejenigen  Vnrlheile  ziehen, 
die  es  bei  ganz  richtigem  Gebrauche  zu  gewähren  geeignet  ist. 

Aber  abgesehen  hiervon,  niederholen  wir  hier  nochmals  das 
im  Eingange  ausgesprochene  günstige  Unheil  filier  dati  vorli«i>ende, 
gewiss  einem  Zeitbedürfnisse  abhelfende  Buch,  und  entpfehTen  e» 
namentlich  angehenden  Praktikern,  die  oft  in  ihrer  Lernzeit  wü- 
ter  nichts  als  eine  Messkette  und  eine  gewühntiche  Boussnle  mit 
Dioptern,  kommts  hoch  einen  einfachen  Messtisch  und  ein  halb- 
kreisfcirmiges  Autrolabium  und  etwa  eine  Kanal-  oder  Keitb'sche 
Quecksilber  wage  zu  seh^n  bekommen,  zur  sorglaltigsteo  Beuch- 
tang und  eifrigsten  Benutzung;  denn  gerade  für  solche  jungePrak- 
tiker,   die  zu  einem  Conduc$^.|n  die  Lehre  gehen,    wird  dieses 
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Bach  gewiss  sehr  nätziich  sein ,  und  zu  der  sehr  zu  wQnscheDden 
Verbreitung  einer  grosseren  Instrumehtal  •  Kenntniss  wesentlich 
beitragen. 


Astronomie. 


Beiträge  zur  Dynamik  des  Miiiiniels  in  populärer 
Darstellung  von  Dr.  J.  R.  Mayer,  Stadtarzte  in  Heil- 
bronn. Heiibronn.  1848.    8.     lü  8gr. 

Diese  Schrift  beschäftigt  sich  mit  der  Beantwortung  der  Frage : 
yylVodorch  wird  die  Sonne,  die  auf  eine  so  grossartige  und  herr- 
liche Weise  die  Räume  des  Weltalls  mit  ihren  Strahlen  erfdilt, 
IB  ewig  ungeschwächter  Kraft,  und  Jugend  erhalten?  Wodurch 
wird  einer  endlichen  Erschüufune,  einem  Zustande  des  lileich- 
eewichts  vorgebeugt,  damit  nicht  mcht  und  Todeskälte  die  Räume 
des  Planetensystems  erfillle?  —  Dieselbe  zeugt  von  Kenntnissen 
und  besonnener  ruhiger  Betrachtung^  und  verdient  wohl  gelesen 
XU  werden,  wenn  man  auch  nicht  überall  mit  dem  Herrn  Verfasser 
TOD  efneriei  Meinung  sein  sollte. 

Bahnbestimmung  des  von  de  Vico  am24.  Jänner  I84G 
entdeckten  Cometen.  Von  Dr.  C.  Jelinek,  Adjunkten 
der  Ick.  Sternwarte  (zu  Prag)  und  ausserordentlichem 
Mitgliede  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften.   4. 

Eine  sehr  ileissige  Berechnung  des  auf  dem  Titel  genannten 
Cometen,  mit  sorgfaftiger  Benutzung  aller  vorhandenen  Beobach- 
tnogen ,  und  geftihrt  nach  den  neuesten  und  schärfsten  Rechnuogs- 
tnoden. 


nr  a  u  1 1  k. 


(Bei  dem  neoen  Aafachwnnge,  welchen,  so  wie  die  prabtiBclip,  aaeh 
die  wiMenschaftlicho  Naotiic  jetzt  nothwe ndig  nehmen  muM  und  wird,  halte 
idi  ei  fQr  nöthig  und  zeitgemMs,  in  den  Lit  Ber.  eine  eigene,  denelbee  ge- 
widmete Rubrik  aufsunehmeu ,  nnd  bemerke  cugleich,  das«  et  mir  sehr 
angenehm  sein  wird ,  wenn  mir  dazu  befähigte  Männer  Aalb&tse  Aber 
die  venchiedenen  Theile  der  Kantik,  auch  über  Schifffbaakanct  lu  drgl.. 


•41 

für  du  ArdiiT  xiixiiacudrn  die  d'iiu.'  hiilten.  wrlrlic  inmrt  bcjwiwilli)^ 
und  baldige  AubiHlinia  fiiidi«  werdui.  Geliof^t  «  ülitigea»,  einea  (cfH 
Igger  und  eine  hinreichende  Anxnlil  tnn  MLlEiiLeitern  fiir  via  «gcDM  dtr 
>H>itib    in   ihrer  weilealcn  Grili'titnng  {;ewidn>etc>  Journal   sii  gewinneB, 


Mein  hochverehrter  Freund,  der  Direclor  der  Hamburga 
Stcrnivurte  nnd  der  dortigen  iNavigalions-Schule.  Herr  C.  Rümker, 
hftt  mich  darauf  nulnierKstim  semachl,  il»»a  die  im  Uten  Tbeila 
des  Archivs  S.  5Ü  von  Herrn  Doetor  M.  A.  F.  Prent«  _ 
den  niitgetheilte  Aiiririgung  der  beim  rechtn-inklichtek, 
nphnrischeti  Dreieck  vorkommenden  Aufgaben,  vermit- 
telt durch  das  sphKriacfae  Fdnfeck.  im  Wesentlichen  ^ni 
mit  der  in  seinem  auagesei  ebneten  Hand  buche  der  Scfaifr-; 
fahrtskundc.  Vierte  Auflage.  Hamburg  1844..  weleb« 
den  Lesern  des  Archive  auM  der  im  Liter.  Bericht.  Nr.  XXE 
8.  310.  gelieferten,  ziemlich  ausführlichen  Anzeige  hinr«tcfaem 
bebftnntisl.  suf8. '28.  ff.  gegebenen  Ableitungsvreitie  fibereinftti 
Ich  muss  die  llicbtigkeit  dieser  Bemerkung  des  Herrn  Dir« 
Rümker  vollkommen  anerkennen  und  würde  dem  Aufsätze  d« 
Herrn  Or.  Prestel,  de(  übrigens  eine  Ifioeere  Zeit  hei  Diir  U 
den  Abdruck  geivnrtet  balle,  genUe  die  Aufnahme  in  da«  Arcbir 
versagt  haben,  wenn  mir  die  von  Herrn  Uirector  Kümker  io  Au; 
regung  gebrachte  nahe  Ucbereinslimmung  desselben  mit  seinaf^ 
Arbeit  beim  Abdruck  aufgefallen  wäre.  Wenigstens  näre  es  j«dea^ 
falls  meine  Pflicht  gewesen ,  vor  dem  Abdruck  an  Herrn  Dr.  Pre«- 
tel  und  Herrn  Dircctor  Rfimker  zu  schreiben,  und  um  n&berar 
Aulklärung  des  Sachverhältnisecä  zn  bitten.  Ich  kenne  da«  tnt* 
liebe  Werk  dei«  Herrn  Director  Rfimker  namentlich  in  «einen 
eigentlichen  nautischen  und  aetronomiächen  Theile  sehr  ^. 
undj  ziehe  es  hauGgbei  eignen  Arbeilen  zu  Ruthe;  dass  mir  aber  di^t 
Vorbereitimgftlehren  aus  der  ebenen  und  spljfirischen  Trigonooie« 
trie  nicht  so  häufig  wieder  vnr  die  Augen  kommen,  werden  dii 
Leser  des  Archivs  und  der  HerrDirectorlifim  ke  rauch  selbst  gctvtsi 
begreiflieh  finden,  und  mich  deshalb  wohl  einigermassen  ent^ 
schuldigen,  wenn  ich  die  Pflichten  eines  Redacteurs  eines  Join* 
nais  im  vorliegenden  Falle  nicht  vnllstnndig  erfüllt  habe.  JedcBi 
falls  wird  es  am  besten  sein,  dass  ich  den  von  Herrn  Direclor 
Kümker  in  dieser  Angelegenheit  an  mich  gerichteten  Brief, 
weit  er  hierher  gehört,  im  Nachfolgenden  abdrucken  lasse. 

G. 

..Ich  wntito  CS  Ihrer  geHilliqen  Beurthcllung  anheim  steDeOi 
ob  der  Ur.  Prestel  Seile  50  iin  ersten  Hefte  des  eilten  Tfaeile« 
des  Archiv's  der  Mathematik  m>d  Physik  über  die  recht 
winklige  sphärische  Trigonometrie  etwas  gesagt,  oder  es  besser 
gesagt  hat  als  es  zuvor  von  mir  Seile  28,  im  Handbuch*  de 
Siehifffabrtskunde,  welches  ich  Ihnen  su  überreichen  die  Ehre 
halte,  gesagt  ist.  Das  Beste  ist,  dasa  Herr  Dr.  Prestel  auch 
meine  Abänderungen  in  den  Ncper'schen  Original -Regeln  getreu 
niichgeahmt  hat.  Dass  er  mein  Buch  gelesen,  beweisen  seine 
Briefe  an  nicb. 


Wenn  Herr  Dr.  l'restcl  keinen  Wert h  eul' den  von  mir  zuerst 
eefllhrti-nlieweis  »letzte,  so  hätte  er  llinen  denselben  nicht  anitieteiidftr- 
tfln,  utiil  ivcnri  er  Werth  duraul' setzte,  so  war  es  unrecht,  dasn  er 
sich  Jenseiben  zuzueignen  suchte,  welches  fibrigcDä  nicht  das 
erste  Mal  ist;  in  seiner  Trisonometrie  für  Ingenieure  etc.  Ündea 
Sie  mehr  dergleichen.     Bei  Conipilatioaen  \sl  mir  dies  gleich);ällig. 

Dn  »ich  der  HerrDoetur  jiber  durch  einen  Aufsatz  in  Ihrem  Jow^ 
naie  offenbar  da.x  £igenthumsrecht  aninaGsel,  so  i«t  mir  der  Ve|b  | 
dacht,  als  ob  ich  in  der  jetzt  unter  einem  späteren  Uatum  ( 
scheinenden  neuen  Auduee  des  Handbuches  den  Herrn  üoctoc 
benutzen  wollte,   eben  nicht  gleichgültig. 

Mich  in  einen  Federkrieg  einzulassen,  habe  ich  keiiiti  Zeit  J 
nitd  keine  Lust.  Wenn  Sie  vielleicht  bei  pasiiender  (!elcgenhüt, j 
darauf  hinncisen  wollten,  daes  die  lon  dem  Uarun  Ne|ier  ent-  j 
deckte  l^igenschaR  der  rechtwinkligen  sjihäriKchen  Trigonomelriei  J 
daas  alle  darin  vorkoninienden  Fälle  sich  durch  ztvei  einlache  syn-  A 
metrische  Regeln  aullüaen  bssen ,  lange  eines  ullgemeineo  Be»  ] 
weises  entbehrt  hat,  und  ilass  ein  solcher  in  meinem  H<ind^' 
bliche  zu  finden  ist,  so  würden  Sie  mich  ganz  befrit^digen*]. 

Hamburg.  Aug.  '2.  1848. 

Ausser  dem  Abdruck  dieses  Briefes  halte  ich  mich  noch  vef-  i 
pflichtet,  einen  zweiten  Brief  des  Herrn  Director  Rüinker,    wel^ 
eher  hauptsachlich  die  vom  Herrn  Or.  Prcslel    in  Emden  hfl<-' 
ausgegebene  Trigonometrie  betrifft,  hier  vollständig  abdrucbmt    j 
zu  lassen,    und    entnehme  die  Erlaubnias  hiezu    einem  andüriveil 
ttgen  Briefe  des  Herrn  Director  Kümker  vom  17.  Oetöbcr  184^' 
in  welchem  er   sich  ausdrQckiJcb  dahin  ausspricht,    „dass  es  kel>  l 
neawegs  seine  Absicht  sei,  in  dieser  Streitsache  anonym  zu  Itlt^'l 
ben",  und  „dnss  er  es  allein  mir  überlasse,  das  von'ihm  (iesagtil  ] 
dem  Räume,  den  ich  daran  wenden  wolle,  anzupassen",  worüber  i 
ich   bemerke,    dass  es  mein  fester  Grundsatz    ist,    in  Fällen  viUtü 
der  vorliegende  durchaus    nichts  nur   einjgermassen  Wesentliche«^ 
wegzulassen  oder  selbst  Etwas  hinzuKuthun,    was  ich  nicht  voü-j 
kommen  verantworten  zu  können  glauben  dnt(.  Am  aller»  eiiizstean 
darf  ich  dies  aber  im  vorliegenden  Falle  thun,   wo  die  StrcitfraM  1 
die  Rechte  eines  Mannes  betrifft,    dessen  Charakter  als  im  hiich- 
sten  Grade    ehrenwerth    und   anspruchslos  allgemein  bekannt   ist« 
nnd  der  mir  selbst,  wenn  wir  uns  auch  leider"  noch  niilit  persiin- 
lieh  kennen,  schon  sehr  viele  Beweise  wahrer  Treundsch  alt  und  im 
höchsten  Grade  ehrenwerther  GesinnuFig  gegeben  hat.     Indem  ich 
nun    in    Bezug  auf  den   folgenden  Brief  nocii    bemerk«,    dass  ich 
selbst    die    Trigonometrie   des    Herrn    Doctor   I'restel    nicht 
besitze   und   mir  dieselbe   vnn    dem  Herrn    Verfasser  auch    nicht 
KUgesandt  worden   ist,    lasse    ich    den  Rrief  des  Heren  Director 
RQmker  vollständig  folgen. 

„Ich   danke    Ihnen   sehr  für  Ihren  gfltisen  Brief,    und  darin 
Versprecheu.     Sobald    meine  jetzt   mit  zu   viel 


jsgcsnrocbei 


arh  dei  IltTm  Dlrcrlnr  Rümbcr  erledigt  >idi 


G»SGhäft<>ii  überladen«  Zelt  «s  i;e8tattet,  will  Mi  an  d»n  \'m- 
Bclilag.oiixüiuutMrbc  ZisiUchrinhcraugKu^cben.  oder  doch  »eoig- 
uteiis  Aritheil  daran  ku  iiehnien,  namentlich  nena  Si«  sich  did>«( 
bvthelligen  tvolltee,  denken. 

Vielleicht  hat  derHcrr  Dr.  pTCfitellhsen  auch  seine  Tri  g  Oll  ome- 
trle  zu^e^andt,  welche  er  der  HannCvcrschen  Regiemog  "tatt  mehe* 
HundbiicbeN  xur  Einniltrung  in  den  IlanDilveischen  Navigation»' 
Schulen  vorge^chlaei^n  hat.  Nu»  wollte  ich  Sie  bitten  iior  einen 
Blick  auf  die  folgenden  Gegenstünde  zu  werfen. 

Seite  ;M  et«; Uebiings-Aufgaben,  wo  Längen-  nnd  Bogen- 

mnnss  iinvcrttündlicb  durch  einander  gemengt. 

Den  Kewei«  von 


=f 


4Ac 


aUB  der  Figni  bat  er  mit  der  von  mir  zucret  gegebenen  Fif^r 
Seite  14.  meines  Handbuches  entlehnt,  aber  diircn  Fehler  ent- 
stellt.  Abgesehen  von  den  die  GrOsse  der  Sinusse  und  Cosinusse 
der  Summe  und  Differenz  der  Winkel,  und  sin'Jo— u.a.  w.  1 — cosa.. 
betreffenden  Sätzen  sind  bis  dabin  wenige  von  den  Glei- 
chungen unter  den  triganometrischen  Hüirsliiiieu  syn- 
tliedscb  dureh  die  Figur  bewiesen  gewesen.  Sie  werden 
Witten,  das»  ich  <liesSeile6,7,  8  meines  Handbuches  durcb 
die  Figuren,  welche  ich  Raum-Ersparnis»  halber  in  einer  einzigen 
Figur  Seile  G  zu  summ  eng  erteilt  habe,  allenuü  unter  dem  analyti- 
sclien  Beneiee  synthetisch   in  den  Nrn.  (8),  (i)),  (10),   (11) 

(33)  ausgcrährt.     Herr  Dr.    Prestel   hat    die  Figuren 

undUenelsc,     »n    weil    ereäkoimlc,     t;clrcii    benutzt. 

In  seiner  Figur  21  ist  * 

Dreieck  CBJ  Identisch  mit  raeinem  EBP  Seite  6. 


und  der  Beweis  derselbe. 

Figur  20  sein  Dreieck  AFB  identisch  mit  meinem  ECB, 
„      22    „         „        B'OB        „  „         „        FCB-, 

und  so  durchgehends  Figuren  und  Beweise  dieselben. 

Ich   habe    die  zwischen    den   Segmenten  der  anliegenden  und 

Segetiiiherliegenden  Winkel  und  Seiten  des  dqrch  einen  Perpen- 
iürl  von  der  S|iitze  auf  die  Grundlinie  getheilten  schiefwinkligen 
spbhrischen  Dreiecks  slatttindenden  Gleichungen  anderweitig  nicht 
sn  Kus.immen gestellt  f^eseben  wie  ich  es  Seite  AI  getban  habe. 
Der  Herr  Dr.  Prestel  hat  es  aber  getreu  befolgt.  Aber 
mit  »elcbem  Erfolg!  I 


Seite  60  statt   coaeca^^lcotga^  lies  cosec' 
(';        „     61     ..     Vl+tgBÜe»    V(l-fcotg%). 


=  l+cotg''« 
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N(I2)deito  61  sUtt  cotga=  V  coseca*  lies  V(cMee^-l). 
N(13)    „     61     „    -7T-As=:3      B«»  ' 


Vi— «no»  V  a-»'ni*o) " 

m 

HfStt)    „     63      ,,    cotg'a    lies    cotga« 

wi/^i\           AQ                 ,         Vl+coaa            4/"l  -f-  cos  g 
W(3J)    „     63     „    cog5a=— g lies    yj  — *-g 

Seite  66  Zeile  5  ist  in  DP^zBOainb  der  NeDoer  9  ausgelassen. 
^     67  Zeile  7  statt  a\nCIB*sinl(a-^b)  lies  sioC/A'=sini(<»+6). 
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71  Zeile  2  statt   — ; —   .  ,      lies  — .  /    ,  jlx   • 

sina-f6  aiü(a+b) 

80  Zeile  11  statt  KA=KAeo%b  lies  ITCsfileosft. 

75  Formel  53  ein  cosa    zu  viel. 
?6  Formel  56  statt  sin  a  4- 6  lies  sin(a-f  6). 

76  ^ormel  55  statt  sina«-6  lies  sin(a^6). 

76  statt  Formel  5  lies  (57). 

^     83  Zeile  15  von   nnten   statt    6in(90— c)  sin(90— c)    lies 
.      sin(90— 6)sin{90— r). 

n   132  Zeile   4    von   unten    statt    cos2a  =  cos*a  —  cos^a    lies 
cos^a  —  8in*a . 

,,    132  Zeile  3  von  unten  soll  heissen:  o^enii  man  %t^&A  und 

s=:^  setst. 

Vf    133  Zelle  12  von  <^ben  statt  cos'«-^3co8«sina  lies 
cos'a  —  3  cos  asin^a=:4coB'ii  —  3  cos  a. 

^    133  Zeile  19  von  oben  statt  cös4a=cosV^sin^acos'a-f  sin^a 
lies  oos4ii=±cos^a— 6sin*a4H>s*^4-^n^- 
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134  Fonnel  30  und  31  statt  X  lies  x. 

134  Formel  32  statt  j^^  Hes  f?^^- 

136  Zeile  11  von  oben  statt  sin^i— cosiE^  fies  cos^l— cosB.  (51) 

M^  r>  u     «^    .  .A  sin^l  +  sioB  -.      situl+siBll     ,^^^ 
136  Zrtle  16  Start  ^^_,,,^  »«es  ,^^^^b    ^> 


|««lte  13G  fetilt  Funnfl  (Ü). 

138  Zeile  lU  statt  i:osu=VT= 


i»iu'a  lies  cosV-~» 


139  Zeile  24  vuti  oben  statt  grösser  ßt*  Ufa  gruMer  als  J 


147  stitU  wenn  Seile  a'>b  6o  tat  £>■  A  lies  bo  Ul  ^ > 4 


V^ 


(<,  +  i+c)(^=f+T) 


I  (a  +  «-c)(gT^=t) 


2  Zelle  5  »OD  unten  statt  co8g/f=W  t^t :^ 

3. 

■V  («  +  4-.)  («  +  C-0) 


)  Zell«  9  von  unten  ststt  } 


J 


166  statt  ~CJfi  +  CE*  lies  =CD^+CE'. 

156  Zeile  5  Setzt  man  diesen  Werth  von  CD»  lies  C£». 

Iä8  sind  von  Zeile  8  an  alle  Foimeln  ohne  Ordonng  durch- 
einander  gemengt. 


«ttii    i  *i        1  £»     4/  8m».ain(«— «)         4/  siD«sin(j~») 

„     159  statt  cosjrif  =  V  — i— — 'i ^lies  V  — ; : . 

z  T      siii  a .  sm  c  T       am  a  sm  c 

„     im  Zeile  14  von  oben  lies  statt  Fig.  48.  Fig.  43. 

„     169  Zeile  16  von  unten  statt  ACÄ=q,  lies  ACB=<p, 

„     169  3te  Zelle  von  unten  9  fehlt 

„     169  nnterste  Ze'üe  statt  »— c=g-(9+|J-jr)  ües^  (y+P— o) 
„     170  statt  ^(q)+jS'-«)  =  33.2.28^  lies  33.LSS,4. 


r\ 


Seite  170  statl  ^{f+a— 


=33.28.13,55  lies  3:US.i.>,0 . 


welches    von     einer     falschen    An»-endune    der    — 1    oder   ne;^   I 
tiven  Hübe  herkJlmmt,  weluhe  er  sulttrahirt  slutt  addirt  hat.     1 
Ueberhaiiiil  lint  er  in  diesem  Beispiele,  die  Reduction  auf  den  U»^ 
riioril    betreffend,     welches    von  ihm  selbst  ist,   (die    andere«;   ' 
Beispiele  sind  von  mit),  einen  Beweis  der  crassestenlgnoraniii    , 
ge^ebeo.     Abgettehen  davon,    dass  er   den  Gebrauch  des  Uinoi 
Zeichens  missverstanden,  setzt  er  den  CpL.  cosin — i=9,9999Ü4l^ 
das  beJsst  er  hat  den  Ingcos  —  I  von  1  subtrabirt,   indem  er  da^  \ 
Zeichen  des  Winkels  auf  den  Logantbm  des  Cosinus,    einen  i 
^atiren  Logiiritliiuen,  übertrafen  bat!!  abgesehen  davon ,  dass  das    ' 
Zekheti  des  Cosinus  sich  im  4ten  Quadranten  nicht  ändert  t  —  udA   I 
wo  giebt  es  ein  CpL  cosinus  mit  i)  für  Kennziffer.    Endlich  macllf'  ' 
er  sieh  Schwierigkeiten  ivo  keine  gewesen  n, Iren,  wenn  er  statl  net', 
gatlver  Hüben  Zenith- Distanzen  gebraucht  hätte.  Die  ilbrigen  Bek  t 
spiele    (besonders  auch  das  letzte)    sind    aus    meinem  Hundbu< 
entnommen :  sein  Exempel  Seite  176  ist  mein  Exempel  Seite  1-iK' 
sein  Exempel  IfiH  ist  mein  Eicmjiel  Seite  138,  sein  Exem|iel  IW 
Ut  mein  Lxempel  Seite  138.     Sem  Exempel  182  ist  nicht  vonniir, 
deswegen  ist  es  auch  faUch.   für  3''3">15*...  Zeit  setzt  er  36.3.15 

und  für  den   log  cosin -36.3.15  schlfigt  er  !I,76!)73S auf.    Sein 

Exempel  16S.§.  54.  ist  mein  Exempel  75  Seite  140. 

Endlich  Dr.  Prestel  beobachtet  zu  runden  Minuten,    nimmt 
die  Decimalen    zu  runden    Minuten,    trie  auch  die  Breite,    häuft    | 
aber  Decimalen  auf  Decimalen  von  Logarithmen ,  und  schlägt  di« 
Zeit  zu  Decimalen   von  Tertien  aufll  —    Ein  klarer  Beneia, 
dass    er  nichts   vom  Beobachten  versteht.    Astronomen,  mit  dsn    ' 
Tollkonimenslefl  Instrumenten  versehen,  sind  zufrieden  mit  i»  So-    ' 
canden.     Koch  ist  kein  Instrument  erfunden,  die  Zeit  eu  vergrSV/  ] 
aeru,  die  Optik  lässt  sich  nicht  darauf  anwenden.  Wenn  sich  du  I 
Dr.  Prestel  dieses  unsterbliche  Verdienst    erworben   hätte,    m^  ] 
würde  er  sich  Müsse  verschafft    haben,    die  Fehler  seines  Mach- 
werks   zu  berichtigen,    in  dessen   Herausgabe    kein  periculum  in. 
moia  war.     Ich    lasse    die  Unmasse  von  Rechenfehlern  in  seineK 
Uebungs- Aufgaben  (womit  meine  Schüler  sich  amüsirt  haben)  U|M 
erörtert.     Sie  werden  keine  Schwierigkeit  finden,    noch  viel  mehr 
Fehler  in  den  Formeln    seines  Werkes,    welches  ich  jetzt  nichc 
mehr  vor  mir   habe,   zu  entdecken.     No<;h   möchte  Ich  Sie  bittcBK 
die  Eleganz,   Deutlichkeit  und  logische  Richtigkeit  des  folgend«* 
Satzes  zu  bewundern.  ' 

„Der  Cosinus  einer  Seite  des  sphärischen  Dreiecks  ist  glcidl  i 

„der  Summe  aus  dem  Producte  der   Sinus  der  beiden  anderit  i 

„Seiten    in    dem  von   ihnen   eingeschlossenen    Wink«!^ 

„und  dem  Prodiicte  der  Cosinus  derselben  Seiten." 

Claudite  rivos  pueri !! 

Ich  bitte  Sie  zu  entschuldii>en ,  dass  ich  Sie  so  lange  mit  sol-  I 
ehern  Zeuge  belästiget.  Aber  solche  Werke  bnden  <tocb  ibrek  1 
Weg  im  Publicum,  weil  eich  wenige  Leute  Zeit  lassen,  den  Krao^  I 
nfiber  zu  untersuchen;  und  wenn  der  Hannoverschen  Regierung  dis  ' 
'  Igen  nicht  geöffnet  weiden,  so  wird  es  als  Schulbuch  eingefuhrtr 


MS 

Hinsichtlich  des  snhärisclieii  FfinfeckA  and  des  Ne)ier's<:tH 
Cunons  der  rechlH'lukligeii  Ureiecice  niucia  ich  noch  er>väbnAl 
ilaKS  C8  mein  Schüler  Fu'nk  war,  tiekber  de»  Herrn  Ur.  Preat^ 
darin  iastruirte,  iler  vorher  nie  davon  gehGrt  hatte. 

Icli  bitte  Sie  nuchmal  zu  cnlschultügen ,  dass  Ich  llire  Ued^ 
so  lange  in  Anspruch  cenommen,  nuch  dass  i<-h  nicht  brsfier  t 
Schrift  und  Styl  achten  kann.  Ich  bin  jede  Nacht  bis  4  D 
Morgens  aar,  Astraca ,  Neptun,  Vesta.  den  Enck eschen  Coineta 
Hebe  und  Iris  zu  beobachten,  und  den  Tag  über  die  Navigatb 
Schute  und  Redaction   der  Beiträge*). 

Hamburg.  October  t.  1848. 

Dass  diese  Benierkiinseii  des  Herrn  üirectgr  Rümker  j!|l 
die  Trigunoinetrie  des  H«rrn  Dr.  PretTtel  sehr  (Eeeigiiet  NH 
die  Leser  und  Besitzer  dieses  Buchs,  namentlich  sniche,  wcJ 
ihre  ersten  Studien  aus  demselben  zumachen  beabsichti)foii.  « 
Lelirer,  welche  es  ihrem  Unterrichte  ijs  Leitfaden  zum  Gm 
legen  wollen,  aufzurordern,  sehr  vorsichtig  bei  dessen  tiebraii 
au  sein,  brauche  ich  wobJ  nicht  noch  besonders  zu  erinnern. 


Physik. 


-    Zur   Entscheidung   der    Kraee   über   den 
Wasserdruck.  Von  Ur.  F.  Strebllce,  Director  der  PvtH 
schule  zu  Danzis.    (Programm  der  Petrisuhule  zu  Üall 
zig  von  Michaelis  1848.}.    Dansig.  184a    4. 

Durch  diese  Schrift,  welche  lediglich  die  Widerlegung  Am 
bekannten  Driebergschen  Entdeckungen  (ü)  betrifft,  hat  uns  i 
Herr  Verfasser  eine  grosse  Freude  gemacht,  und  wir  können  af 
Pbysikero  einen  gleichen  Genusg,  wie  dieselbe  uns  gewährt  I 
mit  Bestimmtheit  versichern,  halten  dieselbe  aber  auch  namt 
lieh  für  Schüler  und  überhaupt  für  Anränger  in  der  Physik  f 
äusserst  lehrreich,  weil  diese  aus  derselben  lernen  können, 
durch  sinnreich  angeordnete ,  im  Ganzen  übrigens  nur  einf 
aber  eben  dadurch  lifichst  lehrreiche  Versuche  eine  physiLalis 
Behauiitung  zur  vollkommensten  Evidenz  gebracht  werden  kanili 
weshalb  diese  Schrift  auch  den  /necken  eines  physikallMhni 
Schulprugrammes  so  ■vollkommen  entspricht  Mie  nicht  leicht  eine  ■ 
dere.  Dass  die  Übrigens  nur  12  Seiten  starke  Schrift  hier  keinen  Atu 
zng  gestattet,    Tersteht  sich  von  selbst,  und  wir  bemerken  dal 


jclit  ii>ark*n  lAcat.  und  ilnrch  wetoho  er  t'tch  g««M 
I  ilie  Ksulik  cfwarben  wird.   JHt  l>at«n*(ehiMl«-a"^ 
gMMem  Vcrluigea  mtgcgan. 
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»ia  «ine    den  anRefitellten  Versuchen  lieBondere  und  hiichst  mle- 
restiaute  Eißcntiiümliclik«H   nur,    dass  die   haupt'>ächlic)iBlen  der- 
selben in  der  gössen  T au uberg locke  in  dem  Haren  »od  Neu  faht- 
wa^ser  bei  Danzig  tmaeülcllt  worden  sinit.    Diixu  wurden  dT|i|<  i 
Fahrten  uiiterni>nimeri :  die  eräte  am  15.  Juni  1K17  in  üesellscbaft  1 
der  Herren  Hulenbati-luHpeclor  Pfeffer,  Juetix-Comiai^arius  Mar*  I 
tens,  gegcuHärtig  Depulirter  in  Franklurl,  und  Uhrmacher H all^  < 
mann  in  der  ISatie  der  Feätun^  Weich selm(i  ixlc  bis  zu  cinef 
Tiefe    von    31  Fuss  unter    dem    Wassertip  leset:     die    Kweite    am 
30.  Juni  1847  bei  dem  Orte  Legan  in  d«r  A'öhe  von  Dnnzig  £ 
<;esell»L-liafl  der  Herren  Hafenhau-Inspector  Pfeffer.  Oberlefir^  \ 
Trileer  und  Oberlehrer  Menge  bis  /u  einer  Tiefe  von  30  Fiiss; 
die  drifte  am  '24.  Juli  184^  bei  Legan  in  Gesellschaft  des  HeriQ  J 
Mechanikus  Saxe  und  eines  Arbeiters.  Andere  Vensuche  wurdeA  | 
Im  Locale  der  nnturforsehenden  Gesellschaft  inl>nnzit;  angesteH^    i 
nnd  alle   diese  Versuche    Keiiibnen    sich  vor    anderen  bisherigei 
VersDcbcn  dadurch    beRonders  aus,     dass   sie    in  sehr    grosse^  J 
M&assHtabe    angestellt  trurden.     Leider  gestattet    der   Raum  um  i 
Gfrßssere  AusRihrllcfalceit  hier  nicht,  und  nir  verweisen  daher  de»  I 
Wei leren  IV egen  alle  Leser  des  Archivs  auf  die  interessante  Schrift  ■, 
selbst. 

Wenn  Herr  v,  Drteberg  sein  Versprechen  mit  den  bewuM^ 
ten  2000  oder,  ntr  wisseu  nicht  mehr  recht,  wie  viel  1000  Tb» 
lern,  gegen  Herrn  Strehlke  jetzt  nicht  bist,  dann  tvird  er  tvoU 
«ein  Geld  immer  in  der  Tasche  behalten!  —  Auch  gut,  neof 
nar,  wie  kein  venninftiger  Mensch  bezweifeln  kann,  die  alte  Lehn 
von  dem  Luft-  und  Wasserdruck  unantastbar  dasteht,  und  geg«^ 
di«  Angriffe  des  Herrn  v.  Uriebcrg    vollständig  gerettet   ist!         ■ 

Ueber  die  Oberflüche  der  Plfissigkeiten.  Von  Hri^ 
Hagen.  (Mathematische  Abhandlung  der  K  ün  igüchait 
Akademie  der  Wissetischaften  zu  Uerlin.  Aus  den 
Jahre  tH4t>).     Berlin  1S48.     4. 

Aus  den  in  dieser  Schrift  beschriebenen  itifercssanten  VersiH 
cheii  über  die  Oberfläche  der  Flüssigkeiten  zieht  der  Herr  Veft 
fusaer  am  Schluss  derselben  die  folgenden  Resultate:  ' 

1)  Der  Grad  der  Flüssigkeit  i!>t  ohne  Einlluss  auf  die  Festig 
k«it  der  Oberllachc.  ' 

•2)  Die  Fesligkeil  der  Oberfläclie.  oder  der  Werth  von  Ti 
i*t  um  SD  grü.-uter,  je  weniger  die  Flüssigkeit  an  andern  Kütyera, 
haftet,  oder  diesellien  benetzt.  Für  Quecksilber  ergab  sich  dei 
Werth  von  T  etwa  ai  ht  mal  so  gross  als  für  Wasser,  für  Oliven»  * 
Otl  war  er  duL>egeii  kleiner  und  lür  Alkohol  noch  kleiner.  Alko- 
hol netzt  aber  stärker  lUs  Oel:  wenn  mau  auf  eine  mit  Oel  b« 
stficheno  Platte  Alkohol  giesst,  so  zieht  sich  dieser,  obgleich  es 
specitisch  leichter  als  Oel  ist,  unter  dem  Oele  fort  und 
entfernt  dasselbe.  D.i»s  Wasser  weniger  als  Oel  und  Alkohol, 
nnd  Quecksilber  noch  ucniger  net^l,  bedaif  keines  weitem  Bewei* 
sew.  Aber  selbst  da»  Wukscr  scheint,  wenn  es  ganz  frisch  Utj 
H'euigor  EU  netzen  als  später.  Auf  frischum  Wasser  sieht  man, 
rBml'"''  olieiazeliie  kleine  Tii^Ui^iieu  einige  Sekunden  lang  liege% 
'    '        ""        "■■     —  '       ■       "t  geschieht. 


Visa  der  Herr  Verfasser  onlor  „(irad  iler  FtABflidcil"  Teistebl 
wird  inan  darmjx  xogleicli  eDluelimeri,  nenn  er  a.  B.  S.  1.  »agt: 
„Oliven-Oel  besitzt  ohne  Zweifel  einen  auffallend  geringem  Grad 
der  FIMssigkeil  alu  dus  Wasser,  Alkohol  dagegen  einen  bedeu- 
tend grOsaern."  — 

Das  Einzelne  über  diu  angestellten  Versuche  muae  man  m  der 
Schrilt  selbst  nachsehen. 

lieitrüp!«  zur  meteoralogischen  Optik  und  zu  ver- 
wandten Wissenschaften.  In  zwanglosen  Heften  her- 
ausgegeben vun  Jnhuni)  Ausust  Gruiiert.  Erster  Tbeil. 
Zweites  Heft  Mit  4  lith.  Tafeln.  Leipzig.  1848.  8.  2ISgr. 

Das  erste  Hpft  des  ersten  Theils  dieser  neuen  Zeitsehrift  ist 
im  Liter.  Ber.  Kr. \LV.  ä.liJ'J.  angezeigt  norden.  Auch  habe  iuli  dort 
die  ganze  Tendern  dieser  reuen  Zeitschrift  deutlich  anzugeben 
versucht,  verweise  aber  deshalb  nochmals  auf  die  besonders  aua- 

gigebene  ausführliche  Ankündigung  derselben,  die  auch  dem  eretea 
efte  vorgedruckt  worden  ist.  Es  bleibt  mir  daher  jetzt  nur  nocli 
übrig,  den  Inhalt  des  so  eben  erschienenen  zweiten  Heils  anzu- 
eeben.  Dasselbe  enthält  zuoSchst  eine  Abhandlung  von  Herrn 
W.  E.  T.  Kuhse,  welche  überschrieben  ist:  „Die  drei  wich- 
tigsten ältereuHof-und  Nebeosonnen-Pbänomene,  oäm- 
lieh  das  Rümische,  dasDanziger  und  das  Petersburger 
Phänomen,  genau  nach   den  Quellen   dargestellt,    nelisl 


merkun^ 
Die  drei  gena^inteu  buchst  merkw 


Phänomene  überhaupt" 
rdigcn  Phänomene  sind  iu  dieser 


Abhandlung    nach   den   eigentlichen  Quellen  sehr  genau  und  i 
föhrlich  beschrieben;  aach  ist  in  derselben  eine  vollstSndige  Üeber- 
Setzung    der  kleinen    merkwürdigen  und  seltenen  SchriR  von  Hb- 
velins:   „Mercurius  in  Sole  visus"  worin  sieb  die  Dnnzicf 
Phänomene  beschrieben  linden,  geliefert  worden :  diese  prachtvotu 
alten  Phänomene  sind  aber  aut  drei  Figurentafeln  durch,  wie  H 
hoffe,  sehr  schdne,  und  in  einem  ziemlich  grossen  Maassütab«  ad 
geführte   bildliche  Durstellungen   erläutert  und  dem  Leser  vor  a 
Augen  geführt  worden.    AuiSserdem  enthalt  dieses  lieft  zwei  I 
handlungen  von  dem  Unterzeichneten:    „lieber  die  Lehre  \m 
der  Dämmerung"    und    „Berechnung    der  Lamberl'schj 
Dämmerungsbeobachtungen."     Bei  der  lelzlercn    mufasaiu 
Rechnung   ist  der  Herausgeber   ron  einem  seiner  Schüler, 
W.  Schlesicke  a.  Königsberg  i.  Pr.,  unlerstützt  worden,  uml  htn 
dasa  in  den  beiden  genannten  Abhundluncen  die  ganze  Lebrs  v 
der  Dämmerung  nach  dem  jetzigen  Zustande  der  Wissenschaft) 
ihrem   wnbren   Lichte  dargesleltt  worden  ist,   was    bis  jetzt  i 
nicht  io  gleich  auaführlieber  und  möglichst  tief  in  die  eigentlie 
Natur  des  Gegenstandes  eindringender  Weise  geschehen  sem  dSrl^ 
Den  UeschiusB  des  vorliegenden  Heftes  macht  die  Mittheilung  il  j 
_    _.,_.   i._.,-  1       I.     irhungsexnonenten  de« 


nd  de 


flu 


I  Wai 


I  He> 


I  A.   Bravaii 


Das  dritte  Heft  des  ersten  Tbeils,  dessen  l>rnck  jetzt  begon- 
nen ist,  wird  zunüchst  eine  ausltihrliche  Abhandlung  fiber  das  so 
wichtige  und  interessante  Phänomen  der  Luftspiegelung  bringen. 

Dass  diese  Zeitschrift  durch  Beiträge  zu  derselben  in  der^  in 
der    Ankündigung  dargelegten  Weise,  reichlich  unterstützt  wenlea 
möge,  wünscht  der  Unterzeichnete  sehr,    und  fordert  zu  «lenaak  _ 
ben  nochmals  hiermit  auf.  G. 


XXVII. 

Xilterai'fiBicIier   Bericlit. 


fnso 


Arithmetik. 


'Iieorie   der  Difrerenzen   und  Summen,    Ein   Leii^-   ' 

O.   Schlnmilch,   ausserordentlichem  Pi 
or  au  der  Universitüt  zu  Jena.    Halle.    1848.    8. 

Es  war  jedenlallfl  ein  gnter  Gedanke  des  Herrn  Verransers, 
die  Theorie  der  (endlichen)  üifferenzen  uud  Summen  einmal  in 
streng  systematischem  Zusammenhange  darsustelien,  »eil  diese 
Theorie  in  vielen  Beziehungen  so  wichtig  ist,  und  namentlich 
auch  bei  den  praktisclien  Anwenduneen  der  Mathematik  so  häufig 
tm  Sprache  kommt.  Die  ganze  Schrift  besteht  aus  drei  Haupt- 
tfceiten;  I.  Pi  ffere  ii  ten  rech  nun  g.  H-  Summenreehnung.  III.  Diffe- 
rensengleichungen.  Einige  üterar-hislorlsche  Notizen  machenden 
Schluss.  Wir  halten  die  Darstellung  für  ziemlich  vollständig  und 
haben  durchaus  nichts  Wesentliches  verminst,  müssen  es  auch 
nnz  billigen,  dass  der  Herr  Verfasser  auf  die  von  der  eigentlichen 
Differential-  und  Integralrechnung  dargebotenen  Hfilfsmittel  nicht 
Tsreichtel,  sondern  sich  derselben  vielmehr  häalig  bedient,  und 
immer  auf  die  beiden  letzteren  Wissenschaften  gehürig  Rücksicht 
genommen  hat.  Die  wissenscliafllicbe  Behandlung  des  dargebote- 
nen Stoffs  entspricht  ganz  der  Strenge  und  Bestimmtheit,  welche 
mit  Hecht  die  neuere  AnulysiS  ftifdert,  und  lässt  in  dieser  Bezie- 
hung, zugleich  bei  nmnchea,  nicht  selten  vorkommenden,  dem 
Herrn  Verfasser  eigenthilmiiciien  Entwickelungen  und  Aiisführun- 
geo,  nichts  zu  wünschen  Übrig.  Wir  kunnen  daher  dieses  Lehr- 
bneh  allen  denen,  welche  die  Differenzen-  und  Summenrcchnung 
in  systematischem  Zusammenhange  und  grösserer  Ausführlichkeit, 
als  dies  aus  den  Lehrbiichem  der  Differential-  und  Integralrech- 
nnng,  wo  die  Differenzen-  und  Summenrechnung  gewilhnlich  ge- 
wikaermaaBsen   nur    «nttrader  ala  eine    Einleitung   (wie  k.  B.  bei 
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Enler)  oder  als  ein  Aiihnnft  (wie  z,  U.  in  <J«m  Trail«  eignen- 
talre  von  Lavroix)  «ur  eiffeiititchen  Differential-  und  Intc^nt- 
rerhnun;;,  nher  nicht  nlit  sdlmtHtHnilifce  WiftBenAchRA,  suftrilt.  ml^ 
Hell  l»t  bt^nnen  lernen  vt»|]en,  au»  voller  Ueiteneei>|inn^  ala  dnea 
skliMFi  Föhrer  recbt  »ehr  empl'chleri. 


■ 
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nJ    bühcre 
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11    Unter- 

■KaiasrI. 

llorpaL 

Ein  gewtihnliches,  (ibri^ena  panz  itentlk-h  iitiH  recht  zweck- 
Hifissig  in  euklidischer  Wcii>e  verfueBle»  Ltihrhuch  der  ebeuen 
(icometrie.    das  aoch  hei  jedem  Ahscbnitte  eine  Iteihc  von  Aut 

Eiben,  die  zum  ThctI  ab  UehuRgsBulgaben  dienen  kiiitiieit.  «al- 
Kit,  und  das  in  den  Händen  eines  (jeschieliten  Lehrers,  n-i«  d« 
Herr  Verfasser  ieilenrulle  ist,  redit  Gutes  nirken  Icaiinj  a»  w«t- 
chem  uns  aber  besondere  Eigenthümlichkeiten,  die  eine  ausfäbtti- 
chere  Besprechunf;  in  diesem  Literar.  Uer.  reobll'vriigeu  nnd  uütli^ 
niucheii  klinnten,   nicht  entj^egeri  ijcireten  sirid. 

Vollständige  Verti'andluiie  des  elHen  Eultlidl'schen  (f.tupj- 
Satzes  in  einen  gewühnlichen  Lehrsatz.  Von  tiottfried  WieffSMiL 
Jena  1848.    4  gGr.  '^ 

tWir  wiederholen  dis  ach«!!  niehrmal*  gemachte  Bencrkaag,  itm 
'nrallelenlheorfen  einer  Krillk  in  dieaeni  Literar.  Bcr.  nicht  msut- 
werfeHi  weil  diea  ineiitena  einen  viel  in  grueaen  Haum  in  Ana|wv«k 
nehmen  würde). 


Topolo§rle. 

Vorstudien  zur  TnpnUgie.  Von  Johann  R«nadlet 
Listing.  Mit  eingedruckten  Holzschnitten.  Abge- 
druckt aus  den  GGttinger  Stadien  1847.  GSttlnffeii. 
1848.    «.     12Va  Sgr. 

„Unter  du  Topoloeie"  sagt  der  Herr  Verfasser  S.  6.,  ,-i«oN 
die  Lehre  von  den  modalen  Verntillnissen  ritumlichw  GoMM»  v«r- 


•tanileii  iierden , 


.lier  * 


1  den  (jeseUen  den  Ziie 


^ohaoas,  der 


i*>r|icm  und  ihren  Theileu  adttr  ihren  Ag){re^aten  ini 
Räume,  abgesehen  von  den  Maa»a  -  und  Griissenverbftllnissen. 
Üurch  (teil  lle(;riff  der  Aufeinanderfolge,  der  mit  dem  der  Bewe- 
gung nahe  verwandt  ist,  IrKl  die  Topolngie  zur  Mechanik  in  ähn- 
liche Beziehung  irie  zur  tieomvtrie,  nnbci  naKirlich  nicderitra  die 
Winhelgeachwindi^bett  drehender  Iteivegung,  desgleich^-'n  Masse, 
Benegunics^rüss»,  Kralle  oder  Momente  ihrerQirai'ilitat  naoh  nicht 
in  wesentlichen  Betracht  Lomnien,  sondern  nur  die  modalen  Be- 
ziehungen znischen  beweglichen  oder  benegteii  Gebilden  im 
Räume.  Di«  Topolngie  wird,  um  den  Rang  einer  exacten  Wis- 
senschart zu  erreichen,  eu  dem  sie  berul'eu  scheint,  die  That- 
sscfaea  der  räumlithcD  Anschauung  auf  möglichst  einlache  Be- 
•iriffe  zurfickfübreii  müssen,  mit  welchen  sie  unter  Beihfilfe  ge- 
eigneter, den  mathematischen  analog  (jewahller  Bezeichnungen 
uod  (iyniliole  die  vorkommenden  Operationen  nach  einfachen  Re- 
geln, gleichsam  rechnend,  vollzieht." 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  von  dem  Herrn  Verfasser  mit 
dem  Kamen  Togiologie  belegte  neue  Wissenschaft  im  Ganzen 
dasselbe  ist  und  denselben  Zweck  zu  erreichen  sucht,  welchen 
schon  Leibniz  durch  seine  Geometrie  der  Lage  mittelst  einer 
eifreathfi milchen  Charakteristik  zu  erreichen  suchte,  wvrüber  die 
Jauliinowski'sche  Gesellschaft  zu  Leipzig  Iiir  das  Jahr  1845  eine 
Preieaufgabe  stellte  (Liter.  Ber.  Nr.  X\  JII.  :S.  288.),  und  später 
den  Preis  Herrn  H.  Grassmann  in  .Stettin  tut  die  im  Literar. 
Ber.  Nr.  XXXIV.  S.  5U1.  angezeigte  Schrift  ertheilte.  JedenfalU 
mfissen  wir  Herrn  Professor  Listing  das  Zeugniss  erlheilen,  daus 
er  in  seiner  vorliegenden  Schrift  den  eigentlichen  Begriff  einer 
Geometrie  der  Lage  (er  erlaube  uns,  diesen  Ausdruck  hier  der 
Kfirse  wegen  zu  gebrauchen)  weit  bestimmter  fest  gehallen,  uod 
dem,  wasschon  Leibniz  erstrebte,  »eit  näher  getreten  ist,  als 
dien  in  der  Grass  man  «'sehen  Schrift  gcbchehen  sein  dtirltc,  oh&fl 
doe«  vrit  den  Werth  der  letzteren  für  die  Geometrie  im  Geno|^ 
*ten  zu  verkennen  oder  in  den  Schatten  zu  stellen  beabsichtigt" 
Auch  sind  alle  Betrachtungen ,  die  er  in  seiner  Schriß  anstellt, 
sich    so  einfach    und   so   gänzlich   von   allem  Calcul   oder  ^ 

hier    gewiss    als  vüllig    fremdartig  anzusehenden   mathematiscluM^^ 
Htilfsriiiltcln  entkleidet,    n'ia  es    der  Begriff  einer  Geometrie  der  I 
Lage   Dothnendig  erfordert.     Wir  halten   daher   diese  Schrift  fflr  | 
den  ersten  Schritt  2U  der  bezeichneten  neuen  Wissenschaft,  übert   [ 
baii)>t  l'flr  einen  tsehr  daiikeng^werthen  Beitrag  iur  Mathematik ,  In 
tFfilche  die  Lage  gewiss  eben  so  gut  gehurt  wie  die  Grüsse,  uitd 
n-finschen  dem  Herrn  Verfasser  Muth  und  Ausdauer,   um  auf  dflt 
betretenen   Bahn  weiter    l'urtzti  sc  breiten.     Dabei    wird    er    freitict 
nach  Qnserer  Ansicht  sein  Ha  iiii  taugen  merk  zimächst  auf  strenM^ 
Hystenialisohe  Gestaltung   und  Einfährung  einer  möglichst  dttr«^ 
greifenden  Charakteristik  zu  richten  haben;  denn  was  er  bis  jetiÄ 
giebt,  sind,  wie  ja  auch  der  Titel  sagt,  nur  „Vorstudien"  zu  d« 
eigentlichen  Topologie.    und  stehen  meistens  nur  noch  vereinzelt 
da;    alle   diese  Vorstndien  sind  aber  so   interessant,    und  bringet 
tUi»  ao   allgemein  ansprechende  Punkte  zur  Sprache,   dass  wir 


I 


slleti  Lesern  unserer  'ZeitscUiift  auH  iler  Leetüre  ilio8«r  Schiilt  #i 
Tvafaren   (ieouss  mit  Uc«timmtheit   versprechen   können, 
tvir   dieselbe  hier  auch  eu  milgliuhet  ullf^ein einer  UencbluBg  ■ 
besonders  zu  enipl'ehlen  nicht  unterlassen  woUet>- 

Dass    Gauss    nach    N.  5.    ilen  Herrn    Verfasser    lici 
(ielegenbeiten  auf  ilie    WiihliKkcit    deo  (iej|;eiit4iinilea.    tlif 
niemand   in  Abr«de  »teilen  wird   und  kann,    aurmerksuni  ffcn 
und  denizufoli^  mit  die  Veranlassung  zur  Abliisüuuic  dieser  &' 
Eegeheu  hat ,  ivird  derselben  noch  ku  ganz  besonderer  E       ' 
ue  reichen. 


Astron  omie 


Duod. 

Dieses  treniiche  ^anx  populiire  Lehrbudi  der  Astroiu 
seheint  io  Ueulschland  bei  Weitem  nicht  so  allgemeiu, 
verdient,  bebannt  xii  sein,  weshalb  trir  für  unsere  Pflicht  I 
die  Leser  des  Archivs  a»l'  die  im  v«ri[;en  Jahre  erschiei 
An8g;abc  desselben  aufmerksam  eu  machen.  Dieses  Buch  i 
so  grosser  Deutlichkeit,  in  so  einfacher  Darstetlun«,  i 
ner  Sprache  verfassl,  und  nimmt  so  vollständig,  daliei  doch  i 
mit  so  zneckmasslt^er  Kurite,  auf  alle  neueren  I 
Rücksicht,  dass  wir  dasselbe  allen  Liebhabern  der  Astronom« 
die  wabrhaftc  Belehrunif,  zugleich  aber  auch  eine  angenahnw 
Lectiire  suchen ,  recht  se^r  empfehlen  können.  Um  auch  die  KeKh- 
haltigkelt  seines  Inhalts  nachzaneisen ,  n-olleo  wir  eine  Uebe^_ 
sieht  deseelhen  in  der  Kürze  hier  mittheilen.  ~ 


Avant  -  Propns. 


Livre     prtmier.       Du     citl     etoii 
\.  Notiuns  preliminaires.  L  Mauvement  apparent  des  etoih 

2.  Determination  de  la  position  des  etollcs  psr  rapport  ä  l'^qiL.^ 
teoT.  3.  Determination  de  la  position  des  etoiles  par  rapport  J 
l'horizon.    4.    Determination  de  la  position  des  astres  par  rapi 

4  r^iptique.  —     II.  De  la  formation  d'un  observatoLre 
d'un    cataloguo    deloiles.      I.    Formation    dun    observatoiM 

3.  Formalion  d'un   catalogue  d'^toiles.  . —     III.    Des    const 
tlons.     I.    Indication  des  constellatioos.     2.    Position  des  t.. 
&  un  iostant    donnä.    3.    Croynnces    relatives  ans    coRstellatii 
(Asfroloffie).  —    IV.  Des  etoiles.    Particularit^s  quo  preseot«! 
le*   dtoiles.    —     Livre    $eeond.     Du    »^$tt>iie   planilaii 


.  De 


la  terre.    I.    De  la  forme  de  la  lerre.    'i.   De  la.  snl 


Icrrestre.     3.    Deteiminfttion  des  longitudca  et  des  latitutles  t 


teiT«  et  snr  mer.  4.  Carle«  geoitraphiiiuee.  5.  De  la  rolfttton  da< 
la  tetre.  ü.  De  ratnii>s|.iliere  et  fies  rel'ractions.  —  II.  Un  hu-' 
leil.  1.  De  l'obliquit^  de  T^cliptique  et  des  phenomenea  t)ui  en 
dependent.  2.  Du  lodiaque  et  de^  saisona.  3.  Du  luouvemeut  de 
la  terre  aulour  du  ttnieil.  4.  Du  diamätre  apparent  et  de  la  pa- 
rallaxe  du  soleil.  5.  Des  IoIh  de  Kepler.  4).  De  ranomalie  et  de 
■'equation  du  teiiipH.  7.  De  lu  natura  du  aoleil.—  Ifl.  De  la  lune> 
1.  Du  mouvenient  propre  de  la  lune.  '2.  Des  pbases  de  la  Inne, 
3.  Dialunce  et  graiideur  de  la  lune.  4.  Du  raouvenient  de  rut*^ 
tion  et  de  Iranslation  de  la  lune.  5.  De  la  likration  de  la  luiw* 
T).  De  la  oature  de  la  lune.  —     IV.   Du  soteil  et  de  la  lune. 

I.  De  la  meaure  du  temps.  ti.  Des  cadrana  solaires.  'i.  Du 
caleodrier.  4.  Des  ^cl'tuses.  ~  V.  Des  plari^tea.  1.  Des  pla> 
uÄteit  en  g^neral.  2.  De  Mercure.  3.  De  Venus.  4.  De  Mar«. 
5.  Des  aeteroides  Hebd,  Iris,  Asträe,  Vesta,  Flore,  Junon,  C^te 
et  Pallas,  ö.  De  Jupiter  et  de  ses  Satelliten.  7.  De  Salurae. 
8.    iSatellilea  de  f^aturne.     9.    D'Uranus,     10.    Satellites  d'üianu«. 

II.  Neptuue.  —  VI.  Descom^tes,  des  a^rol  ilhes  et  dea 
etoiles  filantes.  1.  Des  cometes.  2.  Leu  coni^tes  obeissent  aus 
lois  de  Kepler.  3.  Des  aerolites  et  des  etoiles  lilantes.  —  Livre 
Iroitiime.  Des  forces  nui  r^gUtpnt  notre  Mysleme 
plafietaire.     I.     1.   Des    differentes    opinions    des  philoanphes. 

.  2.  Du  principe  de  la  |iesanteuT  uniTeraelle  et  des  forces  qui  r^gis- 
aent  notre  univers.  —  II.  Perturbations.  1.  Des  perlurhationi 
des  plati^les.  %  Des  perlurbatinns  des  satellites.  3.  Des  pertur- 
bations  dpH  comeles.  —  III.  Masses  planötaires.  I.  Des 
iBwiaes  dex  planetes.  3.  Des  loia  de  la  pesanteitr  ä  la  sarface 
des  platietes  et  de  lu  Torce  centrifuge.  3.  De  la  fisure  des  plani- 
'  ,  de  la  theorie  du  peiidule  et  du  svsteme  decimai.—  IV.  Thäo- 
de  la  lune.  —  V.  Theorie  de  la  terre.  —  VI.  Dea 
Vita.  —     Gonclusion. 

habenden  Inhalt  so  ausriihrlich  angegeben,  weil  wir  in  der 
,  ^ennärtis  Ifein  pnpul.lrea  Duch  über  Astronomie  wüssten, 
!8  unsern  Wünschen  in  jeder  Bexiebuiig  so  vollständig  ent> 
:he,  wie  das  vorliegende. 


Physik. 

Untersuchungen    über    thierische   Elektricität  von 
£tail  Du  Bois-Revmond.     Erster  Band.     Mit  sechs  Kup- 
^^^afelo.    Berlin.   184.8.    8,    4  Tfalr.  20  Sgr. 

^^^K  Dieses  grosse  Werk  über  den  auf  seinem  Titel  genannten 
^^^■■fen stand ,  welches  srüastentbeila  auf  eignen  Untersticbungen 
^^^pUMt,  aber  auch  zugleich  die  Vnrarbeilon  anderer  NaturforccbH 


I 


h,  ffton^T  AwfithrUi^hk«»  und  VtillitUi»dii^«lt  beiflck»i«hl>gt ,  Ut 
t\iT  ili«  thißrioche  Elffktricitht  jfrrfpniivlU  von  ßTo«s»r  WichtigM), 
tiriil  ilnrf  von  lieiuem  Pliyoiker  und  PhyuiiHAgcM  nnb«rlick«i«bti{[t 
bleiben.  NAber  auf  dussolke  etnxHf(rh»n,  gealalte»  dte  Uriinea 
dtura  Kteratischnn  Brrichtx  nicht,  da  «g  hirr  auL-h  nuT  noMra 
AtMicht  war,  ntir  die  jed«nralls  f^sae  Wichliykrit  d«iiselb«fi  Ar 
den  l'raglichfN  (iei^motAnd  rnirmtn-ksam  xn  n>.-idien  und  hrnminrel- 
AMT,  ivvKhalb  nir  HcblipsKlicfa  nur  mich  bi^nifrk«D  wollen ,  Awuirt 
Herr  V^rfasner,  n-ie  er  unch  in  der  Vnrrirde  nutPUhilkh  anMin- 
Wideficelüt,  sifihi  nii  mehreren  StelleR  dor  malhrinntUrbFn  l>ar- 
Btellungs  -  nnd  Betracht un^weise  bedient ,  wa«  diesem  Werk»,  ••«■ 
nigstens  bei  allen  Leacrn  des  Archivs,  ite«-isa  nur  tu  ^ns  benoa- 
«lerer  Eniplehlnng  gereichen  wird ,  uenn  rielicichl  aur.li  namtHil- 
Ikh  manche  Physiologen  hierüber  nnderx  denken  solllen ,  eenie« 
Kber  mit  gTOHsem  Unrecht  und  nur  deshalb,  weil  ibn«n  die  OD- 
thi^e  matliematiäche  Vorbildung  abgeht,  was  In  vielen  Ffitim  «ebt 
EU  beklagen  ist. 

Sur  le  climat  de  la  Delgic]ue.  Deuxl^me  partie.  Dir«ction, 
intensit«^,  duree  et  caract^rcs  distinctilii  des  veiiU.  Par  A.  Que- 
telet.    Bruielles.    I8J8.    i. 

Observalintis  des  ]di^nomenes  pertodiifiies.     Par  A.  Qnelelüt 

iExIrait  du  tome  XXI.  dus  ai^aioirea  de  r.\cad^(uiB  Knyiüe  de 
telgique.). 

Ma&netiscfac  nnd  me(eorolo;[!Kehe  Beobaehttni^en  -n  Prag; 
Achter 'Jahrfians:  vom  I.  Jfinfler  bis  31.  Deccmber  1847.  Prti 
IW8,    4.    3  Thir.  ■ 

Die  TeJe^aphie  von  ihrem  Ursprünge  bis  znr  neuesten  Zeit 
mit  besonderer  ßerücksichtiguni;  der  ausgeführten  telegraphiscfaev 
Systeme.    Von  Dr.  Adolph  Poppe.    FranlfuTt  a.  M.  1848.  10  Sgr. 

Briefe  aber  Alexander  von  Hnmboldt's  Kosmos.  Ein  Con- 
mentar  zu  diesem  Werbe  fflr  eefaildete  Laien.  Erster  Theil.  Be- 
arbeitet von  Bernhard  Cotta,  Professor.  Leipzig.  1848.  8.  2  Tbb. 
13gGr. 


V^ermlschte  Schriften. 


Sitzangsberiehte    der   Kaiserlichen   Akadetnle    itr 

Wissenscbaften  zu  Wien. 

Von  diesen  Sitzungsberichten  liageu  vna  bla  jetzt  drei  Heft« 
vor,  deren  Inhalt,  so  weit  denelbe  die  VerbandlmgeD'  der  aMike- 


tnit  tisch- natuTivissenschaftl  ich  eil  Klasse  bettifft ,  und  in  deti  Bereich 
unserer  Zeitschrift  rülll,   nir   im  Folgeodea  uiiffubeti  wolltsii. 

Erstes  Ueft.  1848.  Dieses  Heft  ist  Tust  nur  tiaolnsiiiclieii. 
seoj^noslischei)  um)  niin erahii;i.scheD  Inhalts,  und  fiilll  duhor,  w 
uiteressant  uiid  lieachtaii(;MwetIh  auch  die  betreffenden  Verhand- 
lBn$;eii>  unter  d«nen  »ir  inshesoiidt're  die  liber  die  AnfGrligung 
einer  ,.  Geusnos tischen  Ueher^ichlKkarle  der  Uestecreichiiscbefi 
Uanarchie"  hervorheben,  sind,  nicht  in  den  Krris  uuücrer  Zeitr 
schrift.  Mathematisches  Interet^se  cewähren  in  dii.'seni  Uelte  uug 
itf  in  «li'U  Sitzungen  vom  8.  tiud  i;t.  Junuur  1848  Statt  gehabte» 
VerhatKtlutiKen  übergenaue  N'iirnialmaasse ,  aus  denen  wir  uiseiqa' 
t&r  munche  Leser  vielleicht  interessante  Kuliz  herausheben,  djiw 
bei  Herrn  Professor  v.  Steinheil  in  München,  nelcher  durco 
^  allgemeine  Genauigkeit  seiner  Arbeiten  bekannt  genug  i«1^ 
euielCojiic  des  Platin  Melre  primitive  ans  Glas,  bei  der  eine 
tieiiauiRkeit  bis  auf  :t  0,üUI  Millnnetro  verhiirKl  wird ,  2Ü0  Fl.  Uboj 
ein  Kilogramme  aus  Messing,  vcrguldel,  hei  dem  eine  Geiiauiap 
keit  von  ±0,1  Milligramme  verbürgt  wird,  lUO  Fl.  Rhu.  kostet.  [ 

Ziveites   Heft.      1848.     Auf  S.  122.  -  S.  IJS.    finden   »4    . 
xnerst  einen  Ilerirbt  über  eine  von  Herrn  Professor  v.   Etliug»' 
hausen    überreichte    Alihandlunt^    über    die  lürferenEialglei- 
chnngen    der    Liebtsihiviiigu  nKen.     Diese  Abhandlung  eiid 
hält  eine  Ableitung    der  Dilferenzia[<>leichun3en  der  l.ichtsebwiii» 
Rungen   aus   den   einfachsten  Principien  der  nlechanik,    und  zivw 
n  solcher  Al[)(emeinhuit,  dass  daraus  auch  jene  Gleichttnjjen  folr 
gen,     welche  man  bis  jetzt  nur  auf  empirischem  Wese  xur  Katihr 
•reiaung  der    eiicenthümlichen    Fnrtpüaniimt!    des  Licotes    i»   du 
Stoffen,  tvorin  die  Pnlarisationsebene  eiue  Drehung  erleidet,  uu^    I 
Bestellt   hat     l3ie  Leser  sehen  hieraus,    dass  diese  Abhunillnna    I 
den  Hauptxneck    hat,    die   phyeikulisL'he  Theorie  des  Lichts  ai^ 
einem  viillig   festen,    durcli  die   ersten  und  einfaehsten  Principiei 
der    Mechanik    dargebotenen    Fundamenle  aufxubaiieii ,    und    wec 
it)tend  fiiit  den  Sehtvierigkeiten  bekannt  ist,  ivelche  einem,  namenli 
liäi  dem,  welcher  nach  villliger  mathematischer  Strenge  und  vo^ 
kominencr    Unzneifelhartlgkeit    snaht,     bei    dem    Studium    diesei     | 
Theorie    sehr    bald   entgegenirelen ,     m  ird   die   Wichtigkeit  diesM 
Arbeit  des  Herrn  Professtirs   v.  Ettlngshausen  erkennen,    uil4 
dieselbe  als    ein    tvalires  Bedürfniss    niit   Freudigkeit   b^rnssen, 
(Jeher  die  Leistuncen  seiner  Vorgänger  Mac  ('ullagh,  Caiichy^ 
O'Brien,  Laurent,  u.  s.  ».,  namentlich  auch  über  das,  was  t« 
denselben    noch   schnankend   und  uiihestiramt  ist,    oder  bloss  auf    i 
hypothetischer  Annahme  beruhet,    spricht  sich  Herr  v.  Ettiuga-     ' 
hausen  in  dem  der  Akademie  Aber  seine  Abhandlung  erslattetM 
Berichte  auf  so  belehrende  Weise  ans.  das«  wir  alle  Leser  nnse-     ' 
rer  Zeitachrilit ,    welche  ein  sicheres  Urtheil  über  die  bisherigen 
Arhcilen   in    der    [ibysikalisehen  oder  mechanischen  Theorie  des 
Lichts   gevrinnen   wollen,    auf  denselben    verneiscn,    indem    wir 
selbst  unsere  vollkommene  üebereinstimniniig  mit  den   in  diesem 
Berichte  ausgesprochenen  Ansichten  aussprechen,    da    auch    an$ 
bei  dem  Studium  der  Theorie  des  Lichts  ZiveiXel  mancherlei  Arf    i 
au^estoesen  sind.     Mi^en    uns    dieKelben  durch   die  Ah)iandlun|[ 
^•^Herrn  v.   EtÜiigshausen,    der   ivir  mit  i^ossein  Verlange!) 


I 

« 

p 


«so 

entgeifen  sehen,  vollkommen  f^plJtsel  wewiBii.  —  Atat  S.  ISI.  — 
8.  1:17.  eretattet  Herr  Bergrath  Haidinger  ffineo  iotercMaMn 
Kericlit  i'ilier  seine  ilichroako|ii  $clie  l^oupe,  nelche  den  L» 
scm  den  Archivs  schon  aus  Po);g«n<ilnrffH  Annftl»n  fUr  1844 
bekannt  sein  wird,  und  vorxiijilieh  zur  Unlersurhiioft  ilcrr  Krysl^ 
im  polariKirlen  Lichte  in  Bezug  aur  ilire  Farben  dient.  Uas  inW 
ressnnte  kleine  Instrument ,  welches  tu  dem  vorliegenden  BeneUft 
sehr  deutlich  erlSutert  \vlrd,  kostet  bei  dem  Mechaniker  Ufl«i 
EcklinR  in  Wien  ndt  Etui  nur  ö  Fl.  C.  M.—  S.  14'».  — S.l« 
Herr  Bergrath  Haidinger  fiberpebt  eine  ÜrifckBchrift , 
Theorie  der  «chiefen  (ievi-iMbe  und  deren  i>rnklisdl< 
AusfShruns;  von  Eduard  Heider.  Wien  IK4ß.  üiese  Schilfe 
scheint  namentlich  für  den  Ei«enbnbnbau  uichtis  xu  Kein.  —  fi.  ISA 

—  8.  153.  theilt  der   Vice-Prü^iident   der  Akademie  Herr  Bitna«. 
eartner  der    Klasse   eine  von  ihm    ^em  einschult  lieh    nüt   HmM 
Kreil    in    Prait    in    Angriff  ftenommene   Anireiidung  der  gtim^ 
sehen  Telegraphie    zur  ge[>gru|)hiNehen  L^n^en  -  BestinifDang  M 
Herr   Baunigartner  bemerkt,     dass    man    bei    diesen    LKflg« 
hestimmun<;eii  mit  der  Genauigi:eit  viel  weiter  als  bei  Blickreni 
gehen  kilnue,  indem  bei  letzteren  nach  Herrn  Kreil's  >Scb&txgi 
hei  der  Zeitt>eBtimniung  kaum  eine  (lenauigkeil  von  0.4  8ecund< 
zu    erreichen    mr> glich    sei.    —      S,    170.    erklärt    Herr    Prof« 
Schrßtter  eine  von  ihm  erdachte  neue  Einrichhmg  des  Bi 
ters,  durchweiche  es  alsNornial-Bammeter  dienen,  und  hi 
lieh  der  Sicherheit,  Genauigkeit  und  Becjuemlicfakeit  der  Ablt. 
des  Barnmeterslandes,  mit  allen  bis  jetzt  versuchten  f^n^trai 
nen  mit  Vnrtheil  In  die  Nchranken  treten   kann,    im  Prmse  i 
nur  halb   so  hoch  zu  stehen  kommt   vrie  die  bekannten  Pivi 
sehen  [S'ormalbaronieter ,  niimlich  bei  dem  aiideezeichnefen  KSi 
ler  Herrn  Kai.pcller    in    Wien  nur  75  Gulden.  —  S.  —      ' 
L.  k.  Oberst  Herr  Herrmann  hat  an  die  Akademie  di 
Note  eingesandt:    Verbesserung  der  U.  Callet'schen  faf^ 
der    gemeinen  Locarithmen    mit  20   Decimalen,     nebflt' 
Vorschlügen    fflrdie    weitere  Förderung    dieses   Z 
ckes.     Auf  den   Bericht  des  Herrn  Professor  Stami.for  bat 
Klasse  den  Abdruck  sümmtiieher  von  Herrn  Herrmann  oiigH« 
ten  Verbessern  nsen.    die   übrigens    fast  nur  die    letzte  ßedmi 
betreffen ,    Ferfflgt.     Fär  die  Leser    de.s  Archivs  möge  jedocb 
merkt  werden,    dass  Herr   Herrmann    auch  fnlgenden  Felller 
den    Callel'schen   Tafeln    aufgefunden    hat     Die    Mantisse  if 
lngl0688H  ist  nämlich  nicht  0-i8U-J«H)5,    wie  in  der  Callet'seh 
Tafel  siebt,  sondern  die  richtige  Mantisse  ist  nach  Herrn   Heri 
mann  028!>-28MS.     Dieser  Fehler  lindet  sich  allerdings  in  di 
vorliegenden  Tirage  1S2Q  der  Callet'schen  Tafeln.  —     i 
Herr  v.  Ettingahausen   berichtet  über  Soleil's  Sauhami 

—  S.  211.  Herr  Hegierunusrath  P.  Mariun  Koller  (iberreieÜ 
eine  Abhandlung:  ,.lJeber  die  Berechnung  periodischvf 
Naturerscheinungen."  Diese  Abhandlung  enlhSlt  ein«  voU- 
stGndige  Theorie    der    Berechnung   periodischer  Maturerscheiaiui- 

Bin  mit  Ueriicksichticung  aller  dabei  in  Betrachtung  kommcndM^ 
lastgnde,  namentlich  auch  in  Rücksicht  der  Convergenz  der  bat- 
treffenden  mathematischen  Ausdrficke,  und  wird  gewiss  fÜlr  dM/ 
schSrfere  Begründung  dieser  ffir  die  gesammte  Natur  wisse  oscbtft 
eo    wichtigen    Rcchnungsmethode     von    grosser    Bedeutung 


wesbalb  auch  rite  Klasse  den  A.bdruck  dieser  Althandlung,  welche 
aaeb  ein  vollslatidig  ausi;«rechii«tcK  Beispiel  nnlhäll,  s(>{>leicfa  ver 
Cügt  hat. 

Drittem  Heft.  184».  S.  21.  Uie  Herren  Stampfer  und 
Burg  erstatten  ein  günstiges  (jutachlen  über  eine  von  llerra 
Franz  Motb,  Professor  der  Mathematik  an  dem  Lyceiiiu  an 
Linz,  eingesandte  Abliaiidluii^:  „KeKrilndung  eines  eigeofi 
thaiullchen  RirchHungs-Mechanismua  zur  Uestinimung 
der  reellen  Wurzeln  der  üleichunKen  mit  nunierischeft 
Coefficienten.  Uus  von  den  Herren  Beric hier» tattern  ab^eg«^ 
bene  tiiitachlen  errezt  j^roüses  Verlangen,  die  Abhandlung  ihre* 
durch  frühere  gründliche  Arbeiten  binrekhend  beliannten  Herrn 
Verfassers  selbst  bald  keniitin  zu  lenien,  —     S.  '26.     Herr  Berz- 


ratb  und  Professor  C.  Doi 


I  Schei 


wissen,  in  Wien)  überreicht  eine  Abhandli 
suf  rein    meclianii 
klHrung    der    gah 
Polarität!«-  ßrsch 
Herr  Minister  U 


nnitz  (ietxt,  so  vi> 
lung;  „Versuch  e 


:.j.. 


Banrngartr. 
uts  2SW  Gull 


lei  wir 

■M    stützenden 
hen     und    magneliscfaen 
,    —    S.  37.    Der  Vice  ■  Präsident 

__        .  t7    idmet  seinen  Fuiictionsgehalt  (nach    , 

6.  17.  des  Statuts  2SÜ0  Gulden)  der  Ausstattung  nieteofologi sehet, 
Observatorien  mit  Instriunentca.  Dergleichen  von  dem  reinsten 
Eifer  fOr  die  Wissenschaften  zeugende  Handlungen  hier  ganz  mit 
SliUschn  eigen  Uli  ergeben  zu  nullen,  n  äre  gewis.«  senr.unrecht.  —  S,  58, 
—  S.'J5.  giebt  Herr  Kreil  einen  ansführlicben  „Entwurf  eines 
neteürologischenBeobachtunKs-SyHtems  fürdie  Üster- 
tcicbische  iVlonarchie"  welcher  des  allgemein  Belehrenden  so 
Vieles  enthält,  dass  wir  alle  diejenigen  Leser  unserer  Zeitschrift, 
welche  sich  für  meteorologische  BeoLachlun'^en  inleressiren ,  drin- 
gend auf  denselben  aufmerksam  machen,  da  er  in  Uücksicht  auf 
Uistruraente,  Benbachlungsniethoden ,  Rechnungsmethoden  u.  s.  tv. 
lo  zMi  eck  massiger  Kürze  fast  Alles  enthält,  was  bei  meteorologU 
scben  Beobachtungen  zu  wissen  nüthig  ist.  —  S.  106.  Herr 
V.  Ettingshausen  theilt  eine  Note  übet  eine  directe  und 
«trenge  Ableitung  der  Ta;r  lor'schen  Formel  mit.  Da  es 
unser«  Absicht  ist,  diese  Note  in  einem  der  nächsten  Hefte  unse- 
rer Zeitschrift  zu  ihrer  «eiteren  Bekanutiverdung,  die  sie  sehr 
verdient,  vollständig  mltzutbeilcn,  so  sagen  wir  hier  jetzt  nichts 
weiter  über  dieselbe.  —  S.  130.  Derselbe  theilt  eine  Note 
Ober  den  Ausdruck  der  zwischen  einem  galvanischen 
Strom  und  einem  magnetischen  Punkte  stattfindenden 
Aetion  mit.  ~  S.  140.  Baumgarf  »er,  fl  her  die  Wirkun- 
gen der  natürlichen  EI ektrici tat  auf  magnetische  Tele- 
graphen. —  S.  149.  V.  Ettingshausen,  über  einen  Sats 
Green's,    das   elektrische  Potenzial  betreffend. 

Ausser  diesen  vorzugsweise  in  den  Kreis  unserer  Zeilschrift 
sebSrenden  Abhundlungen  und  Notizen  entitallen  die  Silzungs- 
oericbte  des  Wichtigen  und  Interessanten  in  naturwlssenschaft' 
lieber  Rücksicht  noch  so  Vieles,  dass  wir  alle  Leser  unsers  Ar- 
chivs im  Allgemeinen  noch  schliesslich  dringend  auf  dieselben 
aofmerksam  zu  machen  nicht  unterlassen  können.  ■ 


Hnllelln»  derAcRrf^inie  Royale  dtm  sriaBecs,  dM 
lettres  et  <l»s  beaux-artii  tle  Bclftiqtio-  T«m«  XIH 
II'  l'arlie.  1847.  Tome  XV.  I"  Purtiu.  lH4a  (V^rgT 
Literar.  Ber.  Nr.  XXXVIII.     S.  5&V.). 

Tome   XIV.    11'  l'tirtle.    f.   Vi.    Rajipftrt  de  M.  M.  Vtf 
hülst  et  Timmermana  tiur  iilie  note  f!e  M.  MOhl  relativ»  if 
th^orie  des  paratlj'lts.  —    (■■  13.    Itaptmrt  de  M.  M.  PvgKol  i 
Timmcrmaiis,   sur  un  memoire  He  !n.  A.  de  Laveleye,  ed 
cernmit  lu  m^tii|ihysiaue  Hu  taicul  Hiff^rentiel,    —    p.  14.  Sar'f 
Läse  g^oHöäitgue  <)ue  Ton  mesiire  actndleiiient   darnt   Ita    «ntkt 
t)e   Bonn,   note  de  M.  Meyer.   —     f^iir    Tinea ndeticence  < 
n^tallitjnee  ditns  le  sein  des  liquides,  |iar  M.  Maus.  —  < 
rationij  sur  le    moureineiit  de    la    dynamiijue  electrique,    pur  i 
J.    Maus.    ~    p.  100.     Hur    rb^Iiotrnpe    de    Bertram,    uot*    '' 
M.  Meyer.  —  p.  'J4U.  Sur  les  »lyst^iiies  de   locorootion   ft^rlei 
de    M.  M.  Van    Hecke   et   Vsti  F-ssthen.    —   p.  3-21.    "- 
Herr  Timmcrmana  folgendes  Theorem  ohn^   Beireis  mit: 
autour  de    chuqiie  pohit   d'uti   axe  fpd  truverse  on  corps,  on  c 
struit  l'ellipsoide  des  monients  d'inerlie,    t'aic  xera   un   diami 
dons  chaeun  de  ces  ell>p«>'>i'leH,     et  Ics  plans    Hiametrauz  c;in_ 
gu^B  ii  ces  diam^tres,    pUHseruiit    tous  par  une    minie  droite,   i 

pröecnlant  la  direction   du  ehou  ijui  iie  produit  »ueiine  perc ' 

nur  l'iuce."  —  ,,Cette  drni^-  e.-il,  enf;eii^ral,  olillijuc  au  plan  ji 
par  PaXe  et  le  centre'de  graviti^.  Elle  n'est  perpendieululre  ,.. 
Taxe  est  axe  d'inertte  prindral  rctjiliveniciit  a  Tun  de  c«s  pQn 
Dans  le  cai«  de  i'oldiquile,  re»l  ä  dir;;  lorsqite  Taxe  n'cat  prin 
iial  relativemeiit  a  amun  do  »es  poiitls,  un  etioc  eserci  s  " 
ja  dir«dion  de  riiitersetliun  mniniuiie  nc  produit  nucunc  ii 
sioij  proprement  dlle  sur  l'>ixe,  nm'iüi  il  Tait  naitre  une  aclion  iwt 
le  sens  de  sa  lancueuT."  —  p.  4'jii,  Snt  les  nivolutiona  4ii  glal 
terrestre,  par  Kf.  d'Omalius  d'Ualloy. 

Tome  XV.    !"■  Partie.     Sur   le  reitversenient  du  sigrte  ^W 
trique  qut  ee  präsente  iiHm^diatemcnl  apr^^  la  ddcharge  aea  Cff 
deiisuteurs,  pur  M.  A.  .1.  Maas-  ~  iSur  le  renversement  sppilT4L 
du  sij'ii';  eleclrlque  apr^s  la  d^charge  des  cnndensateurs,  par  H>^ 
G.  Craliay.  —  p.  201.  Theor<Jmes  sur  les  polyedres,  parM.M'eVA 
Utese  Theoreme  sind  foluende ;  I.Daus  lout  tetra^dre,  l'excö»  ot'f 
sonimc   des   angles  di^dres  sur  la  somtne   des  angics  solides  t 
i^gule  A  quatr«  anwies  diidres  droltN.  —  II.  Uans  toule  pj-ramtill 
l'ejci'äs  de  lu  somme  des  angles  di^dres    sur  celle  des  anglea  ^' 
lides  est  ^gale  a  autatit  de  lois  deux  anetes  dl^dres  dräit«  oi 
y  a  de  cWa  Hans  la  base  moins  un.  >—    lll.  Dans  toul  poly^ 
eonvexe,    IVtc^s  de   la  somnic  des    ani;les   Hiedres  Sur  cell«  d 
anales    si)lides    est    e^ole    a  autunt  He    fni^  dcux    unj^les  dlHr^ 
droits  Oue  le  polyedre  a  de  faces  mfilns  deux.    —    p.  2^" 
mil^me  Memoire  snrlTnditction:  par  M.  Elic  Wnrtmann- — p.  1 
Quelques  r^desions   th^pri(]ues   sur  Ic  eliansement  de  aigne  Ü^ 
trique  d'une  boutciUe  d(!chati;^e,  pnr  M-  A.  J.Masii. —  Qaeln 
mots  en  reponse  K  In  note  de  M.  Maap.  Jmr  M.  J*.  CI.'Cra)ia«! 
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p.  3S3.  Sur  des- aiotion«  «ttctriques  «xtse^eB  ä  difltaiwrei,  par  M. 
J.  G«  Grahay.Tr-  p.  341.  8ur  r^tat  de  U  vi^tatioii  it  BrazelU», 
nendaiit  Ua  moii»  de  fävrier  et  de  mare  1848,  par  iVJ.  A.  Qiiete« 
lef.  — ^  p.  44*2.  Note  fiur  lee  tremhleroents  de  teire  en  1847,  par 
M.  Alexis  Perrey.  —  p.  460.  Note  supplömentaire  aur  (e  moii* 
▼eraent  dynamique  de  relectricite,  par  M.  A.  J.  Maas.  —  p.  482. 
Queiouee  exp^rienoea  relativeH  au  vol  des  oiseatiz,  par  M. 
M.  Tniemesse  et  Gluge.— p.578.  Sur  les  lignes  longitudinales 
dana  le  spectre  solaire,    par  M.  J.  G.  Crahay.  —  p.  580.  Des 

Sroportions   du    corps   huiiiain,    par  M.  A.  Quetelet. —  p.  605. 
ut    une    anonialie    dans    lea  reactions  ^lectriquea,    par   M.    A. 
J.  Maas. 

Ausser  diesen  grösseren  Aufsätzen  enthalten  die  beiden  vor- 
liegenden Bäiide  noch  eine  grosse  Menge  kleinerer  interessanter 
und  wichtiger  Notizen  und  Mittheilungen,  von  denen  sehr  viele 
von  Herrn  Quetelet  herrühren. 

Das  Annuaire  de  TAead^niie  Royale  des  sciences, 
des  lettres  et  des  beauz-arts  de  belgique.  Quator- 
ziöme  ann^e.  Bruzelles  1848.  enthält  p.  125.  eine  im  höch- 
sten Grade  iiit<Tessante  und  anziehend  geschriebene,  von  Herrn 
Quetelet  verfasste  Notice  biographique  sur  le  Colonel 
G.  P.  Dandeiin,   menibre  de  TAcademie  Royale  de  Bel- 

Sique,  ne  le  12.  avril  1704«  mort  le  15^  t^vrier  1847, 
•r  durch  mehrere  ausgezeichnete  mathematische,  vorzfiglich  geo« 
metrische  Arbeiten  auf  das  Vortheilhafteste  bekannt,  und  der 
Wissenschaft  leider  durch  einen  zu  frfihea  Tod  entrissen  wor- 
d«tt  Ist. 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edlted  by  W.  Thomson,  M.  A.,  F.  R.  S.  E.,  Fellow  of 
8t.  Peters  College,  Cambridge,  and  Professor  of  Na- 
tural Philosophy  in  the  University  of  Glasgow.  Vergl. 
Literar.  Ber.  Nr.  XLIV.  S.  629. 

No.  XVII.  XVIII.  Notes  on  Hydrodynamics.  IV.  Demon- 
stration of  a  Fundamental  Theorem.  By  6.  G.  Stokes.  —  On 
8ymbolical  Geometry.  By  Sir  William  Rowau  Hamilton.  ^*« 
On  certain  points  m  the  Theory  of  the  Caiculus  ot  Variatlons. 
By  the  Rev.  Harvey  Goodwin.  —  Suggestion  on  the  Integra- 
tion of  Rational  Fractions.  By  Professer  De  Morgan.  — 
Application  of  certain  Symbolical  Representations  of  Fundtions  to 
Integration.  By  t'»e  Rev.  Brice  Bronwin.  —  On  the  Strength 
of  Materials,  as  influenced  by  the  Ezistence  or  Nonezistence  of 
certain  Mutual  Strains  among  the  particles  composing  them.  By 
James  Thomson.  —  On  the  Elasticity  and  Strength  of  Spi- 
ral   Springs,    and  of  Bars  subjected    to   Torsion.     By    James 
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f  FnRti«n&l  Indice«,  and  im  ß^nvral  IKffrrentialwa.  Bj  tb«  R»t. 
"  W.  Cnnler.  —     Malhri»ltcal  N'<ir<>a:    UemiMtnilinM  ef  Pa»al'« 

Heueniiune.  Bv  T.  Weddl*.  —  Ow  im  Inl««»!  T»ti*ri*rw- 
'  Hob.  By  A.  Caylcv.   —     tlti   «■•^rtaiii  («rre«   Iracod   "o    the  Sur- 

bc«  oran  RIUpMtld' (foinsotii  Polmds).     By  G.  J.  Allin&B- 


I  lli<!  Ul  »(  KebriHn 


B  r  r  i  rb  t  i 
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tu  TM.  \1.  S.  232.    Seil 
UnK*r*T  !£<■!(   Kvarhrirbvn  tat.  lam  mir  da«    , 
na  Ur.  Thnixliir  Wittitntn"  «>■  Gotchl.     d 
[  Aeilonf  S.  109  C  virllständi^  fUgcIn  enthält. 
Tht.  XI.  S.  a?«  ZHIc  S,    12.    13.   It  T.  0.  Dil 


XJLVIIl. 

üiterarlselier   Bericht. 


Arithmetik. 


Sumnilung  von  algebraischen  Aufgaben  xuni  (•(■- 
rauch  bei  dem  Unterricht  von  W.  H.  v,  Houirov. 
ranntmunn  im  K.  SShUb.  ArMIIerie-Coriis  uuil  Lehrer 
er  Math,  an  der  Militair-ßil  dunesanstalL  Erste  Ah- 
heiluiig.  Aufgahcn.  Dresden.     lülS.     8.     Preis  %  Tbit. 

Der  Inhnlt  dieser  Sunnnlung  algebraischer  Aufgaben  ist  fol 
render:  Vorübungen.  —  Anfgaben  über  die  vier  Rechnungsarten 
ler  Buchstabenrechnung.  —  Üebungeu  in  der  Facto  reu  zerhdllunt;. 
m  Quadriren  und  Kubiren  algebraischer  Ausdrdckc  und  im  Recn- 
lea  mit  algebraischen  Brüchen.  —  Ausziebung  der  Wurzeln  und' 
Rechnung  mit  Wurielgrilssen.  —  Reduction  der  Gleichungen  mit 
iner  UnbeLannten.  —  AuHüaung  von  Gleichungen  mit  mehreren 
Inbekaniiteo.  —  Auflösung  von  Aufgaben  durch  (ileichiingen.  — 
lebnngen  in  der  Anwendung  der  Anfangsgründe  dor  Cnmhiiiations- 
ihre  und  der  Lehre  von  den  Reihen  so  «ic  im  Gebrauch  des 
jenton'schen  Binomiuni.  —  Uebungen  im  Rechnen  mit  Logarith- 
«n.    —    Berechnung  der   reellen    Wursteln    höherer  Gleichungen. 

DieAufgaben  sind  in  allen  Abschnitten  in  hinreichend  grosser 
Inxahl  vorhanden,  und  bieten  durch  ihre  Verschiedenartigkeit 
}tnff  zu  vielfachen  Uebungen  dar,  scheinen  auch  meistens  zweck- 
sftssig  geMghlt  zu  sein.  Die  Auflösungen  der  Aufgaben  enthalt 
lieses  tieft  nicht,  und  werden  dieselben  »ohl  in  einem  zweiten 
lefte  nachfolgen  sollen.  Eine  solche  Trennung  der  Aufgaben  und 
Lnflösungen  scheint  zweckmässig  zu  sein,  da  sich  dann  die  Anf- 
;sbeHsaninilu[ig  in  den  Uiinden  der  Schüler,  die  Auflügungen  nur 
n  den  Hiinden  des  Lehrers  belinden  können,  wenn  es  auch  nicht 

tui  wird .  doss  mnnche  Schüler  Nch  bald  in  den  Besitz  des  die 
isungen  enthulteuden  Hefts  setzen  werden.  Da  Lehrer  der- 
ihen  Aufgaben  eigentlich  nie  genug  haben  können,  so  werden 
ie  gewiss  auch  dieses  Büchlein  scbun  von  selbst  nicht  ganz  ud- 
eacntet  lassen. 


leometrie. 


guT  gconiciriscbe  Cfi 
ter    Abschnitt.      Aafgal 
Kupft-rtafehi.    Wli 


iiil  Iieouiiderer  RArfcatiM 
fien,  von  E.  Adttn«.  Zwei- 
•T  TlitiilonK-     Mit   «icbn 
thur.  IS^y.  S.    I»rel»    1',.^  Thlr. 

D«r  erste  Abschoitt  allcacr  »i-hr  «nipfelileiiKiverlbun  SamO' 
luHR  ;;RQmelrie<-her  Aul^uben  inll  bcsniid^rcr  llGcksicbl  4of  cea- 
metriocht!  Conatnictioa«»  i<«t  im  Liirrar.  Befi  Kr.  XIA.  8,  SüO 
ani;ezci)(t  worilcii.  Den  IWibcr  mitüclboiltcn  -17  Auri>alten  über 
ein-  und  utuscbricliene  Fi}[ureii  bat  diit  Hurr  Vt-rfiiKscr  iutzl  Dotb 
8  awur  iiicbl  uttnx  in  ilieüelhe  Kutv)!om  ,QL-hüreDdc,  aber  dach 
Terwaridte  Aiileaben  biiiKii^ercigt ,  und  der  in-eit«  Abuchnitt  flb«r 
Thrilunat-a  eottiält  45  Aofjtttbent  ho  data  die  icanze  Schrift  dber- 
liaunt  lUO  Aiir^aben  enlhät.  Jedenfalls  gehlirt  dioxe  äamailuH 
CO  ilen  iodtructivesten  Uücherii  ihrer  Art,  und  inusa  Lebreniiutd 
Heiler  vargen'icIitGn  ürhtikrn  nnKulegentlichst  era(>r(ihlcn  worden. 
Duas  die  geaebenen  Auflüsuiißeii  fust  alle  clesunt  sind  und  ride 
EifteDtbanilicnk eilen  darbit-len ,  bruncbcii  ivir  d<;i>ei) .  diu  ilc»  Rem 
Vcrfiiasers  Triihero  gconietriiicbe  Scbrlften  kt-oncii,  nicht  t-riit  n 
Terficbern.  Von  den  meisten  Aiiff^ithttn  jriebt  der  Ht-rr  Vprfn^n 
verHchledene  Auflüsun^en,  welches  zu  lehrreichen  VcrßleicfiuDgco 
i  Veranlassung  sieht.  Müf^e  eins  b>b[Tei<-he  Buch  recht  vielen  NulMi 
^'stiften  und  iu  uniner  fitütitttTet  B«ld>ung  des  so  wi«hti{f«n  gpnnic- 
triscben  Cnlerrictiti,  und  Akk  muthcinntSschen  Uiit«trrchtH  flbv- 
haupt  beilr.ii;pii,  dessen  h.ilii;  nedcrtlnn^  iiuiuentlivh  in  der  Jetzi- 
gen aul  (las  »nbclian  Nüt/liche  mit  kecht  iniiner  mebi  biiislre- 
benden,  und  vielen  eiteln  veralteten  Kram  (buffenllich  Auch  bei'n 
Unterricbte)  von  »iuh  werfenden  Zeit  geivii«s  immer  mehr  erkannl 
und  beherzigt  werden  wird. 


System. 
Hit  dre 


Ein 
Abhandlun 


Figurentafeln.  Coblenz.  1848.4.  1  Thlr.   15  S^r. 

Die^e  ausgezeichnete  Schrill  verdient  jcdcnralls  allgenieinei 
bekannt  zu  werden  und  eine  etwas  weitläufiRere  Besprechung,  alt 
sonst  in  diesem  literarischen  Berichte  eewühnlicb  ist.  In  der  Eio- 
leititnE  sagt  der  Herr  Verfasser;  „Das Bestreben,  die  r^tumlichen 
Verh.'dlnisse  durch  Zulilenwcrtbe  uusxudrücken ,  hat  die  analyti- 
sche Geometrie  hervorgerufen,  und  grade  hieraus  entspringt  die 
Quelle  der  srossartigen  Resultate,  durch  welch»  das  Feld  der 
«rmittelten  \>ahrheile(i  fo  bedeutend  vcrgrössert  worden,  da  man 
uun  auch  umgekehrt  sich  in  den  Stand  gesetzt  sah,  allen  den  un- 
endlich raannichfaltigen  UmforniungeTi  in  der  Aritbmelilc  eine  geg; 
metrische  Bedeutung  unterlegen  zu  können.  —  Die  erste  Be*^ 
guog  einer  solchen  UeWrselznng  in  die  Zahlensprache  ist  nunoifi 
gehDrige  Bestimmung  eines  Punktes;  aus  den  verschiedenen  Ar- 
ten, wie  diese  vorgenommen  werden  kann,  eotsprjn"en  die  ver- 
schiedenen Zweige  der  aoalytiscfaen  Geometrie.  —  Viu  **olIeii  die 


linfacheren  ßestimmungsarten  hier  kure  aufzählen:  —  Üie  erste, 
Ite  ihrer  Natur  nach  am  frtibesten  nngewetiilel  wnrHc,  verlang! 
lie  An^ab«  der  parallelen  Abi<läiide  des  bezüglichen  Punkte«  mit 
len  Schenkeln  eines  ala  der  Lage  nach  fest  angenommenen  Wiii' 
:els.  Dies  sind  die  l'unktconrd  inaten,  die  in  den  meisten 
ffillen  rechtwinklig,  nach  dem  l'esfeu  Winkel,  gevvählt  werden. — ■ 
>i«  sweite  Art  geschieht  dudarch,  dass  man  nur  eine  (Jirade  unil 
a  ihr  einen  Punkt,  den  Pol,  als  lest  betrachtet,  wo  dann  lur 
VnfSndung  eines  beliebigen  Punktes  die  Entfernung  desselben  vom 
i*ole  und  die  Neigimg  dieser  letztem  gegen  d'te  gegebene  feste 
Srede  hinreicht.  Dies  sind  die  Po  larcoordiiialen.  —  Dieie- 
Am9  Art  nun,  die  diese  Abbandlune  ins  Leben  eenifen  hat,  bc- 
[tiinmt  einen  Punkt  durch  die  Winkel,  nelcbe  tjie  Eiitfernnngeit 
lesselben  von  zweien  festen  Punkten  mit  der  durch  diese  letzte- 
en  laufende»  Graden  bilden.  Wir  tvullen  diese  Ermillelungsneise 
lie  der  Winketcoordiiiaten  nennen. —  In  den  emUhnlen  drei 
iyatemen  ist  demnach  die  Bestimmung  volirührl,  eutivcder  durch 
vffii  Abstände,  oder  durch  einen  Abstand  und  einen  Winkel,  oder 
rittens  durch  znei  Winkel.  —  Man  hat  noch  eine  andere  Bcstim- 
lune  zu  einem  ungemein  fruchtbaren  Systeme  geivähll'),  bei 
welchem  der  Punkt  mittelbar  durch  gerade  Linien,  die  durch  ihn 
eben,  aufgefunden  wird,  w.ihrend  diese  Graden  selbst  durch  ihre 
ibschnitte    an    den    Schenkeln    eines    festen    Winkels    ermittelt 

Anf  die  Winkelcoordioaten  hat  mm  der  Herr  Verfasser  ein 
chunes  System  der  analytischen  Geometrie  gegründet,  »elches 
[gemeiner  beachtet  zu  werden  recht  sehr  verdient,  und  wenn  er 
etost  auch  iti  der  Vorrede  in  sehr  bescheidener  Weise  hei  den 
^esern  seiner  Schrift  Entschuldigung  wegen  der  kleinen  Zahl  der 
«gebenen  Enlwickelunsen  anspricht,  so  reicht  doch  das  von  ihm 
18  jetzt  Gegebene  jeüenralls  vollständig  hin,  um  die  Fruchtbar- 
st des  neuen  Coordinatensyetenis  deutlich  übersehen  zu  lassen, 
nd  legt  zugleich  ein  schönes  Zeugniss  von  der  Gewandtheit  des 
lerrn  Verfassers  in  analytisch -geometrischen  Betrachtungen  ab. 
>er  Hauptinhalt,  anf  dessen  Angabe  wir  nits  hier  bescbrKnken 
ifissen,  ist  folgender:  Einleilang.  —  Ertfet  Kapitel.  Die 
etbstständige  Behandlung  der  Winkelcoordinalen  aut 
en  Punkt  und  die  gerade  Linie  angewendet.  Zieritrx 
lupitel.  Die  Winkelcoordinaten  in  Beziehung  auf  die 
'unktcoordinatcn  betrachtet,  jcducb  nur  insoweit 
ies  die  Theorie  der  graden  Linie  betrifft.  -  Orifiet 
Xapitel.  Die  Winkelüoordina  ten  auf  die  Curveu  des 
weiten  Grades  angewendet.  -  Viertes  Kapitel.  Kelu- 
Ionen,  welche  allen  Curven  zukommen.  —  Sclitust- 
fM-erkung. 

Benlerken  mflsaen  wir  nnch,  dass  der  Herr  Verfasser  in  der 
Irundidee,  aus  welcher  seine  Schrift  hervorgegangen  ist.  mit 
[ey*  Doctor  Swellengrebel  in  der  im  Literarischen  Bericht 
Ir.  XXXVIII.  S.  S49.  angeeetgtcn  SchriA  zusammeiigetrnfFi'n  ist. 
lasa  aber  hier  von  einem  Plagiat  nicht  im  Entferntesten  die  Rede 


Min  kann,  zeigt  die  in  beiden  8cliril)en.  deren  j«d«  ihre  »elii 
TenlienHtlicbeD  Seiten  hat,  liulotgltf  Bi>hutdlunfp<nt)iB(i  »ml  tuath 
^■r  materielle  Inhalt  auf  das  Ueulliclii^te.  Di«  4:ruttdMe«  \ 
Herrn  Verfassers  ist  ja  luw.h  nn  steh  eine  ho  einrarbe  tmi  aick 
W  leicht  von  selbst  ilarbietvnde .  daati  t-a  iiar  ntihl  xu  vermimllU 
tat,  daKtt  sn-ai  Persniiüii  Tiuit  filttickuttilix  aiii*  diMidho  ImmMü 
tinnen;  und  da<«  Verdienstliche  lis^;!  ja  auch  bei  lualiivnuilitKbM 
Uin<>en  nieiatena  nicht  in  der  GmndaTiitcliaiiuitB ,  sondum  w  dar 
Art  und  WeiMi  nie  das  Uebrinde  auf  dersetbeti  auftieltlhrl  iit, 
was  Gerade  im  vtirÜeicendeu  Falle  rei-.lit  in  die  Au<;mi  lallend  hw- 
torlntl.  Die  Krfarirt  des  Herrn  VerfsKsprs  int  judenfolls  eine  aa« 
selbsIstSDdJKe  Arbeit,  vonn  kein  Vrrnaiifliiie'r,  der  beide  ntleiih 
verdienstlicn<>ii  .Schrillen  mit  einander  T9r|tie<('ht ,  t-iitea  Aus^nr 
blick  7,weil'elu  kanu. 

Namentlich  ist  nuch  jiliigern  Miitheniittikvrn ,  dii>  mit  <lcr  ff 
wohnlichen  analytttche»  Geometrie  scbnn  hinreichend  bekannt  sind, 
die  vorliegende  Srlirift  ^zii  ivettofcr  Uebung  in  dt4!seiii  «chAnüD 
.   iJBi)  frucbtnttren  Tbeile  der  Malliematik  recht  sehr  zu  cmpfehleii. 


Trigonometrie. 

»«iter  uiilen:  Nautik. 


Praktisclie  JllechanlJk. 

Lehrbuch  der  Anwendung  derMechanik  auf  Maschi- 
nen. Von  J.  V.  Poncelet.  Deutsch  herausgegeben  vaa 
Dr.  E.  H.  Schniise.  Zureiter  Band.  Zweite  Ahtheilung. 
Mit  einer  lit)i  ograuhirten  Tafel.  Darmstadt  1848.  8. 
I  Thlr.  7  Sgr.  G  Pf. 

Schon  im  Literar.  Ber.  Kr.  XXII.  S.  338.  haben  wir  mui  Sba 
die  Verdienstli<-hkeit  der  Ver|>llnnzung  dieses  ausgezeichneten 
Werkes  eines  der  ersten  fraiizösi sehen  Mathematiker  auf  deat- 
sehen  Boden  ausges|trochen,  weit  manchem  Praktiker  doch  die 
Darstellung  in  einer  l'reroden  Sprache  manche  Schwierigkeit  dar- 
bieten, und  auch  der  hohe  Preis  des  Originals  manchen  von  der  An- 
acbaffuDg  abhalten  müthte.  Deshalb  hat  es  uns  Wunder  f^enouunen, 
daijs  zwischen  dem  Erscheinen  der  ersten  Ahtheilung  des  zweiten 
Bandet,  im  Jahre  1845  (m.  s.  Liter.  Bericht.  INr.XXVlt.  S.40l.)|iind 
dem  erst  jetzt  (1848  steht  zwar  auf  dem  Titel,  aber  nur  eben  %rat 
iu  diesem  Aui;enblicke  ist  das  Buch  in  unsere  Hände  gelai 
erfolgten  Erscheinen  der  zweiten  Ahtheilung  desselben 
ein  so  langer  Zeitraum  verflossen  ist,  wenn  darin  von  unserer 
Seite  keiu  Irithum  obnaltet,   was  wir  jedoch  nicht  gUnbra.     Die 


Ueberaetzunt;  liest  sieb  gut,  tlie  Aiisstudung  liisül  uichts  zu  w flu- 
ochel)  äirif!,  und  wir  wünschen  dnher  recht  sehr,  dieses  aueee- 
zeichiiett;  \Vurk  in  den  lläiulen  uller  deier  xn  seilen,  »'düie  sich 
mit  dem  Bau  und  der  Ueurtheilung  \ui>  ftliinchiuL'ti  zu  beschäiti- 
een  Uerul'  uud  Veranlaätjung  haben,  uubei  tfir  scb)iest<lich  noch 
beffierketi  wollmi,  dass  die  vorliegende  zneito  Abtheiluiig  iß» 
zweiten  Bandes  haujnts.ichlich  die  Thenric  ilirs  Widerstund  es 
fester  Kürper,  und  die  Theorie  der  Ü am jif maschinell  und  Loca- 
Dtotiven,  endlich  auch  eineu  Abschnitt  fiher  die  von  Girard  er- 
tdme  tieue  iSchiff'icbleuse  mit  Schi«  initiiur  eiitbiilt. 


k 


ÜT  a  u  t  i  k. 


iNs 


utik.    Von   Jobs 
•21  Nur. 


August  Üruiiert.    LeipEig.  1841). 


Diese  Schriß  enlbält  die  Uarstelluiig  einer  neuen  niathenmti- 
scheii  Uoctriii,  die  dem  einen  der  beiden  Theile,  in  welche 
sich  fäclich  die  Sleuemiann^kuiist  theileu  lägst ,  zur  H'issenschaß- 
tichen  unindluge  dient,  und  lierert,  unter  Voraussetzung  der 
^häroidischen  Gestalt  der  Erde,  die  volUtändige  AuHüsung  aller 
in  (Heseiw  Theile  der  Sleuerniannskunst  vorkommenden  Aufgaben. 
Der  Schiffer,  welcher  immer  eine  IBngere  Zeil  denselben  Curs 
berznb  eh  alten  gcniilhigl  ist,  segelt  während  dieser  Zeit  nnch  einer 
alle  Meridiane  unter  demselben  Winkel  schneidenden  Linie,  die 
unter  dem  Namen  der  Rhumb- Linie  oder  der  loxodromischen 
Linie  bekannt  ist.  Unter  einem  loxod romischen  Dreieck  nlrd  ein 
Dreieck  zwischen  drei  Punkten  auf  der  Obernäche  des  Erdellip- 
suids  verstanden,    desxen  eine  (tpitze  immer  in  dem    einen    Erd- 

Cole  lie^t,  der  mit  den  beiden  andern  Spitut'n  durch  Mcridinti' 
ogea  verbanden  ist,  und  die  beiden  andern  Spitzen  selbst  sfnA 
durch  eine  Loxndrnme  mit  einander  verbunden,  worans  soj;leich 
die  Analogie  solcher  Dreiecke  mit  den  sogienannlen  sphürnidtschen 
Dreiecken  erhellen  nird.  In  einem  loxod  römischen  Dreiecke  sind 
aber;  da  die  Loiodrome  gegen  alle  Meridiane  unter  gleichen 
Winkeln  geneigt  ist,  nicht  wie  in  einem  sphämidiBcheii  Ureieclce 
«echs,  sondern  nur  fünf  Stncbe  zu  betrachten,  niimlich  die  Brei- 
ten seiner  beiden  nicht  mit  den  Erdpolen  zusammenfallenden 
Npitzen,  die  Längendifferenz  dieser  beiden  Spitzen,  der  ftir» 
(Winkel  der  Kbumb-Linie  mitden  Meri<lianeiO  und  die  sogenannte 
gesegelte  Distanz,  d.  h.  die  Loxodroine  nder  Rhiimb-Linie,  welche 
die  beiden  in  Rede  stehenden  Spitzen  mit  einander  verbindet,  und 
die  loxod rnmi sehe  Trigonoraetrie  hescbäfligt  sich  mit  der  vollstHn- 
dlgen  Aullüsung  dieser  Dreiecke;  da  wie  in  allen  Trigonometrieen 
auch  hier  immer  drei  Stilclie  als  gegeben  betrachtet,  die  beiden  ande- 
ren Stucke  eeeucbt  werden,  ho  kommen  in  der  loxodromiechen  Trigo- 
nometrie überhaupt  zehn  Aufgaben  vor.  Was  nun  die  „ebene 
Trigonometrie"  für  die  „niedere  Geodäsie",  die   „snhä 
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riscbe  Trig<>iiorii«tri«"  fSr  ilie  ..höhere  GeodSaie"  < 
die  „spharoiilUche  Trigonometrie"  ftir  die  ..hileliat« 
GeodHtfle"  ist,  rlusselbe  Ist  die  ..loxodroruieche  TrinoBtc 
melrie",  —  als  piiie  neue  vierte  Trigonometrie—,  IHrdonTlMM 
der  „Stenermatinskunst",  welcher  ^wi««ermMsen  die  Ge» 
d^sie  aof  dem  Meere  ist,  sich  bei  seinen  Messung«»  ouT  dM 
l.oca,  de»  Sanil>;lases  und  des  Komiiusses  hedietit,  und  di 
nicht  in  das  (jebiet  der  nautischen  Astronomie,  »1«  den  and 
Theil  der  Steuermannskunät,  IKIIt.  Wie  schon  gesagt,  sind  «II* 
AurifHben  der  loxod römischen  Trii^nomotrie  In  ilieser  SdirlA^  tut- 

Seliist  uordcn,  so  dass  dieselbe  eine  voIistKnOtee  systemaltaclie 
iehandlunc  dieser  neuen  Wi »mensch alt  liefert,  immer  ganz  alltt«- 
inein  far  nie  Erde  als  Ellipjoid,  nuvou  über  der  Uebereang  uu 
Kugel  in  allen  Fällen  leicht  dadurch  vernntlelt  "ird,  du»  nun 
die  Excentriuilüt  als  verschwindend  betrachtet.  Ausserden  ent- 
hält dici^e  Schrilt  auch  die  mit  der  bixod römischen  TrigononcMB 
unmittelbar  zusamnicnhllngende  Theorie  der  Seelcarlen  mit  <*«&• 
senden  Breiten  oder  der  sogenannten  Mercator's-Kiirtcn,  und  da 
Theorie  der  Meridioiialtheile,  welche  der  Zeichnunt;  der  anmdk- 
senden  Seelcarton  zur  noihivendigen  Grundlage  dienL  Doxa  dan 
auch  endlich  noch  die  grajibische  Aullüsuifi^  der  in  d«T  lUBli- 
sehen  l'rasis  am  häufigsten  vorkommenden  AufßuWn  der  loxodit-  , 
mischen  Trigonometrie  mit  Hälfe  der  Seekarten,  wnc  der  S-4iifter 
vorzugsweise  „Besteckselzen"  oder  „Absetzen"  nennt,  Jfr 
gehen  worden  ist,  braucht  wohl  kaum  noch  besonders  erinnert  a  ' 
werden. 

Ich  hoffe  und  wDnache,  da«s  diese  Sdirift  sowubl  we^en 
ihres  Iheoretiiichen  Inhalts  und  der  in  ihr  ge|{ebcnea  atreu|t  af- 
stemalisch  Beordneten  und  ee!>liederten  Darstellung  eiuor  neuca 
mathematischen  Wissenschalt  fiir  den  Mathematiker,  aJs  ank 
wegen  der  höchst  wichtigen  prnk titschen  Anwendungen,  deMy 
diese  neue  Wissenschaft  inre  Ensteliun^  verdankt,  fiir  den  wiuflt 
schafflich  gebildeten  Seemann  von  Werth  und  Interesse  »ein  weiü 
und  müge.  Da  Deutschland  in  der  jetzigen  bewegten  Zelt  iIb 
tilQck  seiner  Zukunft  vorzugsweise  mit  auf  die  Herstellungdacr 
den  {ihrigen  seefahrenden  Nationen  Achtung  gebietenden  Tlottt 
grQndet,  SU  kann  ei;  nicht  fehlen,  das.t  auch  die  nautischen  Vli»- 
senschaften  bald  einen  grosseren  Aufschwung  als  bisher  in  uiwe- 
rem  Valerlandc  nehmen  müssen,  und  hierzu  ein  Scherflebi  bet 
Eutrageu ,  ist  mit  ein  Zweck  dieser  Schrift.  Hoffcullich  wird  M 
aber  dem  Verfasser  bald  vergijnnl  sein,  die  wetteren  FrQchte  sei- 
ner  schon  seit  einer  Reihe  von  Jahren  aus  besonderer  NfliguB| 
unternnmnienen  oautiscben  Studien  und  Arbeiten  in  einem  grüMe- 
ren  Werke  über  die  Princi[>ien  der  Scbiffsbiiukuuat  und  des 
Scbiffsmanoeuvres  dem  mathematischen  und  nautisi;hen  Pobliknin 
vurzulegen;  niü^e  so  wie  die  vorliegende  loKodro mische  Trigono- 
metrie such  künftig  dieses  grüssere  Werk  froundlicbe  Aufnahme 
finden  I  Gr. 


Vermischte  Schriften. 


inü.n   ,1er 

iul.irror.chci..len    «««elLohaH 

lOS   Iji,  Nr 

.   130.   (A'oiii  -10.  becember  1847 

«48). 

Wegen    des  sich   immer  mehr  anhüareiidün  MaleriaU  i«t  di^m 
Anzeige  ilpr  obigen  iVuniinern  dieser  sehr  veniienstlichen  Mitt)i«i-  J 
lungen,   deren  Nr.  I(M.  im  Lilemr,  Ber.  ^r.  XLll.  S.  608-  ango-i 
zeigt  ivordeo  ist,    ungebtihrlich  verspätet  «-ordcn. 

C  Brnoner,  Sohn,  Berielit  über  neue  Untereucbungeii  dar 
Cohüsion  der  Fl üstiigk eilen.   (Nr.  103  u.  100.) 

Bei  diescra  leiirreicberi  AiifsutEe  befindet  sich  auch  ein  Bri«f  1 
von  Herrn  Riid,  Merian,  Sohn,  in  Baael ,  der  eine  scharfe  Krt  i 
tik  der  von  Herrn  Dr.  Buys-Bullut  in  seinem  Aul'sntze:  ,.Uetier  , 
den  Bindus^  der  Temperatur  auf  die  Synaphie  (l'oggendurffs  An- 
nalen.  B.  71-  S.  177.)"  ungewandten  '  Berecb nun ga weise  enihältt  j 
welche  die  von  Herrn  Dr.  Buys-Ballof  a.  a.  O.  erhalteneu  R»  i 
eultate  als  i^ebr  zweifeibafl  erscheinen  IHsst. 

S.  I5K.  fillirt  Herr  Brunner  einen  »chltnen  Sprudi  von  Fnn- 
tenelle  an,  der  uns  liisher  unbekannt  gewesen  ist,  und  viellvieM 
tpanchem  Leser  des  Archivs  eben  so  viel  Vergnügen  machen  n ' 
wie  er  uns  gewährt  hat: 

„Partout  dans  la  natnre  il  y  a  de  la  g^ometrle;   mal«  eile  est 
«riliniiirement  fort  compliqu^e,    et  Seile  qui   avait    fonde  »os   rai*  ^ 
eonntiments    «ilail    trop  simple   pour  iittrajier  juste  les   effels  tels 
qu'ils  sunt.'* 

Noch  ein  in  anderer  ße/.ioliung  eben  so  scbuner  Spruch  vor 
Cuvier  fiber  die  Natur  im  Allgemeinen  wird  S.  160.  angeführt, 
und  Hing  hier  auch  noch  stehen:  „Tout  se  lie,  taut  se  tient; 
chaqne  existence  est  encbain^e  h  une  nutre  exlittence,  et  cette 
chaiue  dnnt  nous  ne  pouvons  appercevnir  que  quelques  anneaux 
iinperteiilildes ,  est  infinie  en  longueur,  en  iftendue,  et  en  duree." 

R.  Wolf,  Notizen  inr  Geachichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.  (Nr.  107  und  108.) 

Hierin  auch  einige  schiilzbare  Notizen  über  des  grossen 
L.  Euler  bei  Weitem  nicht  nach  Verdienst  hinreichend  bekann- 
ten Sohn  Jobann  Altirecht  Euler,  von  dem  der  Herr  Verfas- 
ser mit  Recht  sagt:  „er  stand  neben  der  Sonne,  und  diese  ver- 
mochte er  nicht  zu  überglänzen".  J.  A.  Euler  war  den  16.  No- 
vember 1734  XU  Petersburg  geboren,  und  starb  daselbst  am 
5.  September  1800,  als  Sekretair  der  K.  R.  Akademie  der  Wis- 
senschaften. Sieben  Preisschriften  von  ihm  wurden  von  den  Aka- 
demien zu  Paris,  Petersburg,  München  und  Glittingen  gekrönt. — 
Vielleicht  ist  es  den  Lesern  des  Archivs  angenehm,  die  Abhand- 
lungen, welche  J.  A.  Euler  überhaupt  verfattst  hat,  bei  dieser 
(jetegenheit  dem  Titel  nach  kennen  zu  lernen,  und  wollen  wir 
"   leiben  daher  hier  angeben,  so  vreit  unsere  Kenntuiss  reicht: 


Ad  dbisertatiuiii^m  patrb  de  tribu«  uuiueria.  i|uonini  1^ 
,  ■urntna,  nu»in  Kiiniina  produclorani  kx  b'mU  sit  qaadnttnm  (A*b 
Acad.   P«troi>.  177'J.  P.  1.  M«n>.  p-  40.). 

U^choTchcs  det  mouveroeni>  dun  gtnbc  sur  un  plan  hatiiiM- 
UL  (Kern,  de  »erlitt.  17»).  p.  '284.  I7ß0.  p.  -Jil.}. 

Des  cerrs-volans  (Mem.  de  Berlin.  1756.  p.  i^.). 

Eine  weitere  Antfährung  und  llieilwcise  Hvrii'lili^ne  dlpaar  Tliraria 
I,  A.  EnUr«  i1«r  Oiiiiii-Ip»  <>u  cvtU  tcilHn*  (du  unter  drm  Namea  Dlo- 
vtnd«  Dnchnn  lir'linnni*  S|>Icl«nrh  ii-rK'inäet)  enihill.  TirtlSufiif  g«««», 
«M  für  dieSnhilTatmaVnnirt und diii S<-hilf(mBiio(iaiir«  wlchtie*"  Wert:  ,.0< 
la  »■tn*Eriif.liiin  d|  d«  1»  iiiiinapnTrcdcK  Tiili*cniia  «t  nntret 
hAtiinoDta,  an  exsiu«»  nmriiiiiiR  tii^nrlque  ot  pratl<|«>i  fmr 
Dga  GnoTt;r  Jnna:  (raduit  de  l'KxpaKnul  piir  U.  l.«*«qB«. 
,  T.  1.  Far<*.  lT9ä.  4".   p    :iT2.      Uie  Tbi-orl»  ri«r  ccrf*  inlMM  Ul  «•- 

Kn  der  inimor  iiuiJi  «ehr  Im  Ar^fm  IleKcndoii  Tbeoric  ir^  WtdirrMawlM 
•»iger  Masjien  S^gcti  in  ibnen  bewegte  fc*tv  Uürpor  wi('liti((  uiul  t«T- 
dient  mit  Räcli»ichl  auf  dies«  trüberen  rnUriucliuugcp  weiter  bvarliei- 
tot  la   werden, 

Sur  le  tcms  de  la  cbiite  d'im  corps  nttire  vtta  tin  centie  d« 
tbrces.  en  raison  recinroquc  des  disUnces.  Musi.  de  llerlUi.  17tit). 
p.  250. 

Von   der   Bencguns;    ebener   FISchen,    wenn  sie  vom  Winde 
gptrieben  »erden.   Abhandlungen  der  Bairisehen  Akademie.   B.  3, 
Tbl.  2.  S.  3. 
.  Projet  de  quelques  notive  lies  experiences  a  faire,  donl  l'idt^em'esl 

L  venne  en  cianiinanl  les  differens  fourneaiix,  qui  ont  ^t^  reconi- 
mand^s  au  erund  Direcloire  conime  tes  roeilleurs  relativ  ement  n 
Tepargine  du  bois,     Mem.  de  iJerlin.   1700.    p.  W'J.  3I'J. 

Recberches  sur  rarriniage  des  vaisseanx,  et  quellea  bonnes 
qualit^s  on  en  peut  procurer  ä  un  vait<seau.  Prix  de  l'Acad.  des 
Sc.  de  Paris.  T.  VIL  Mem.  6. 

Sur  les  diverses  manierea  de  faire  avancer  les  vxisseaaxsana 
eniployer  la  fbrce  da  vent.  Mem.  de  Bei|in,  1764.  p.  240. 

J.  A.  Euler  nar  ancb  ein  fleissiger  astroDomischer  und  ine- 
teoroli^iscfaer  Beobachter. 

Mögen  diese  gelegentlichen  historischen  tmd  literarischen 
Notizen  geeignet  sein,  daa  Andenken  an  einen  mit  Unrecht  fa«t 
ganz  vergessenen  Mathematiker  wtader  zu  ernenem. 


R.  Wolf,  Ober  den  eelebrten  Briefwechfi«!  der  BemeuIlL 
Nr.  109. 

C.  Brutiner,  Sohn,  Beitrige  zur  Kenntnira  der  schweizeri- 
schen Nummuliten-  und  Fly^chformalion  (Nr.  HO.  n.  lll.)> 

R.  Wolf,  Note  Ober  die  Transformation  rschtwinldiger  Coot- 
dinateo  im  Räume  (Nr.  112.  u.  113.). 

C.  Scblälli,  über  die  Relationen'  zwischen  den  neun  Cosi- 
nus,  durch  welche  die  gegenseitige  Lage  zweier  rechtwinkliger 
Coordinatensysteme  bestimmt  wird.   (Nr.  112.  u.  Nr.  113.). 

(Auf  die  beiden  voritebcDden  Anfiätie  hnffen  wir  «(läter  im  Arehi* 
*ii  rücbiu  h  um  meii). 


m 


R.  Woir,  NaL-hricblen  über  die  Sternivarle  in  Bern.  Histi)- 
riache  Notiz.   Beobachluiigen    einea  »aniUiores.  (Nr.  114.  u.  115.). 

C.  Bruniier,  Sühn,  Diamagnetismus  des  Eiaes.  (Nr.  114. 
u.   115.). 

H.  Woir,  Notizen  zur  Geschichte  der  >Iu(beraaHlc  und  Phy- 
sik In  der  Schweiz.  (Nr.  114.  u.  115.). 

Ein  für  die  Gescbichte  der  Matbematik  intereSHSiiter  Aufsat/.. 
Der  Si^hweizer  B  ii  r  g  i  hat  nänilii:b  ivahrscbeiiiliub  n  enigsleuü 
gleicbzeitifc  mit  Nener,  »o  nicht  vor  deinüclben,  die  L>'i!aritb- 
inen  erlunden.  Obeleidi  dies  bekanntlich  schon  Scbeibel  und 
Käalner  bemerkt  Tiuben,  der  letztere  auch  Büigi's  sogenannte 
Progreastahul,  die  er  zufüllig  in  einem  Pack  aller  Si^hririeii 
aulTend,  in  seiner  Fortsetzung  der  Rechenkunst  beschrieben 
hat,  BO  scheint  doch  Herr  Wolf  allerdings  jetzt  von  Neuem  ein 
Exemplar  dieser  Pruerosstabnl  Bürp's  auf  der  Küuicl.  Bibliothek 
in  Mitrieben  aufgefunden  zu  haben.  Da  die  Sache  jerfenfaUs  bisln- 
risch  Hichtig  iüt,  SU  diirfte  es  zweckmässig  sein,  den  ganzen  Auf- 
satz des  Herrn  K.\Vo(f,  wozu  derselbe  seine  Erlaubniss  erlbeilt 
hat,  im  Folgenden  abdrucken  zu  lassen,  da  die  Alittheilungen  der 
nalurforschenden  tieselUchaft  in  Bern  wohl  nicht  in  die  B.'indc 
«ehr  vieler  Leser  kommen  möchten.  Alle  im  Folgenden  eingeklam- 
merte Zahlen  sind  in  der  Urschrift  roth  gedruckt,  was  sich  hier 
ohne  Weit  lau  ligkeit  nicht  gut  bewerkstelligen  liess. 


lieber  Bfirisfl'fii  fjog^arUhmen. 

Die    ungemein  grosse  Wichtigkeit    der   Logarithm 


für   die 


reine  und  angewandte  Mathematik  stempelt  ihre  Erfindung  i 
der  schönsten  des  17ten  Jahrhunderts,  und  berecbtiet  England 
mit  Stob  seines  Neper  zu  gedenken.  Aber  auch  die  Schweiz 
darf  sich  mit  Freuden  ihres  Bürgi  erinnern,  denn  es  ist  mehr  als 
wahrscheinlich,  duss  Bürgi  wenigstens  gleichzeitig,  wo  nicht  vor 
Neper,  ähnliche  Tafeln  constriiirle ,  und  nur  durch  das  ihm  eigen- 
thümlicbe  und  von  Kepler  mit  Recht  bitter  aet adelte  Zögern  im 
Bekanntmachen  seiner  Erfindungen  um  den  Ruhm  der  ersten  oder 
wenigstens  Mileuldeckung  der  Logarithmen  gebracht  wurde.*) 

Scheibel  theilt  im  zehnten  Sfflcke  seiner  Einletlung  lur  nia- 
lAeinatUchen  BHcherUenntitiss  mit,  dass  Benjamin  Bramer  in  seiner 
Beiclireibtmg  einet  lehr  leichten  PeTspecliv  und  gnindreuien- 
den  Instriimeitts  auf  einem  Stande  (Hassel  IÖ30)  in  einer  Zuschrift 
an  Fuulbaher  bemerke;  „Aus  diesem  Fundament  hat  mein  lieber 
„Schwager  und  Praeceptor  Jobst  Burgi ,  vor  zwanzig  niid  mehr  Jah- 
„ren,  eine  schöne  pmeress-tubul  mit  ihren  differcntzen  von  10  zu 
„10  in  9  Ziffern  calcuhrt,  auch  zu  Prag  ohne  Bericht  In  Anno  1020 
„drucken  lassen.  Und  ist  also  die  Invention  der  Logarith.:  nicht 
„des  ^Jeueri,  sondern  von  gediichtem  Burgi  (wie  solches  vielen 
„wissend,  und  ihm  auch  Keplerus**)  zeugniss  gibt)  lange  zuvor 
„erfunden."    Niemand   hatte  aber  in   neuerer  Zeit  diese  Progress- 


*)  Vcrgleii'Jie    hierüber  und   vcgen    Bürgi   überhaupt  Pag.  163  bii 
11)6  ivr  MittheiliiBgcii  ■un  dem  Juhrc    IM«. 

IbIVIt  in  PrseceptU  Tabul.  Iluduipl).  C.  Ill.I'ag.ll. 


labul  gesehen.  Ms  b\e  Kästner  KufllllU,'  in  «inrnn  Pack  iül«r  Schrif- 
ten ,  da«  Biis  l)o|iwel«iuyr8  gilcr  Joh.  Christ.  Ktitnu«  ßiÜliotbek 
stamiule,  auffand.  Er  bescbrieh  «ie  auf  Pa[(.  liU — JOS  «einer  Fe/rl- 
sfttunt/  dfT  Rechcnhanl  anA  nach  ihm  Moohtcla  int  xwclleo  Bande 
(Pag.  lU  und  11)  seiner  Ge^chtcbte  der  Mutliematik. 

Bdrgi's  Proßreestabul  mochte  um  «o  eher  unbekltnnl  geblie- 
ben sein,  aU  ium  seine  Bemcbeidenheit  nicht  erlaubt  hatte,  sie 
mit  seinem  Namen  auszustatten,  und  auch  die  \\'ieHerauffindi)ng 
wurde  dadurch  natfiflich  iiii;*emein  erschivert.  ^achdem  ich  eie 
auf  tnelireren  grossen  Bibliotheken  I)c^iila(;hlnnds  vergebens  eesucbt 
hatte,  fand  ich  endlich  auf  der  krmiclichen  Bibliothek  in  MÖncbeii 
eine  lalt  KSstners  Beschreibung  (lbereiiistimniei<de ,  aus  30  Quart- 
bISttem  bestehende, _  jedes  Textes  oder  Vorwortes  entliehrend« 
TafGlnSarainlunE!,  betitelt:  ArHmetitche  und geamttrUvhe  Pnt^rftt- 
Tabulm,  samht  gründlichem  vtiterrieMt,  wie  »ofrhe  tHltthrh  m 
allerlei  Rcchnungsn  tu  uebratich/:n  tatd  vvrstanden  teerdim  tt>t. 
GrdTUCkl  m  dfT  alten  IStadt  Prag  Ha  Jahr  1620.  Auf  dem  Ti- 
telblatt steb«n  im  Kreis  herum  folgende  Zahlen: 

(8000) 1W126407 

riOOOO) II05I6539 

(15000) iir>l8-2553 

(30000) 1-2'JI3»055 

(■JSOOO) I28400Ö37 

(30000) 1:J4!IS3»56 

(36000) UI»(U27^ 

(40000) 14yi7<)486 

(4fi000) IS6827690 

(50000) I6A%S000 

(33ÜD0) in-i-m^m 

(60000) 18-.^30ß414 

(65000) HH54785S 

^*''  (70000) 201368-223 

,'"'-'  (75000) 21I69906i 

(80000) .  22^45191 

(85000)  .    .    .    .."i   ',    .  233954743            v/i 

(90000)  .    ;    -    ,  •-   '.    .    .  245949244 

(96000)     .    .    .1 25»558683 

(100000) 271Hl45il3 

(105000) 2S5750IU      .  '. 

(IIOOOO)  - 3004000SI 

(IIGOOO)   3I5S0I133 

(120000) 33I99I744     .«» 

"*       (125000) 349012483 

n       (130000) 366905819 

m*      (135000) 38Ö716518      1' 

t^'-      (140000) 405491613     _,» 

«■■1      (145000) 428980547      ,, 

— <      (150000) 44813B298 

(155000) 471110508 

(160000) 495263623 

-'       (IßSOOO) 620655030 

(170000) 54734821»      .• 

'■      (175000) Ö75409920 


(180000) tiü4<ll0300  «. 

(iteooü) 635y2;ji3i 

(lyoooo) (Jös»_>r>!)3ü 

aySOOO) 7ü28(K)-2a(i 

(liüOOOO) 7:j»«J17>2M 

(205000) 770?l04'.Ht 

(210000) 8ltB3l25? 

(215000) 8583»3664  '*» 

(220000) <K>24(>2087 

(225000) 'USÖfiOSOO 

(2.3ÜÜÜ0) 'J97303357 

(230270) lÜUOOÜOÜOO 

lUleii  im  KroUe  stellt; 

T.        IJ. 
(Die  ganze  Rote  Zahl  230370022) 
Die  ganze  Schwarze  Zahl  lOüOÜOOOOO 

Jede  Seite  hat  in  vertikalem  Eingange  die  Nummern  0,  10. 
30. ..500.    Die  Uehetschriften   dagegen  laufen  von  0,  500,  (000, 

iSOO 230000  fort.    Bei  dieser'  letztern  Zahl  etelit  <l9730;Ji557. 

LDsnn    ist  noch    eine  nicht  mehr  in  das  vorige  Schema  passende 
'''Fortsetzung   bis  auf 

(230270023)    ..... 


Die   nähere   Einrichtung  der  Tafel  ist  i: 
n  Muster  enthalten: 


Üebrigen  iii  folgen- 


t 

(4000)          (4Ö00) 

lüOOO) 

(•■ 

••) 

(7S00) 

1 

eoo) 

10408a«0 
....91277 
10410168(1 
....  12097 
....22508 

1046O2{)51 
....13011 
....23472 
....33935 
....44398 

105126847 

37;159 

47873 

■ 

107788011 

Die  Betrachtung  dieser  Tafel  zeigt  zunächst,  dass  die  rotlien 

Zahlen  eine  arithmetische  Progressioo  ,  die  schwarzen  Zahlen  alter 

Keine  geometrische  Progression  darstellen,  also  die  rothen  Zahlen 

rliOguntlimen    der    schwarzen   Zahlen   sind.     Ferner  wird  sogleich 

r.klar,    dass  Bürgi,    während    die  gewöhnlichen  Logarilhmentafetn 

j  nach  dem  Vorgange  von  Keper  und  Brigg  die  Logarithmen  eioer 

bestimmten  Zahlenfolge   enthalten,    untcekehrt  zu  einer  Loganth- 

menfolge  die  Zahlen    berechnete.     Da  Bürgi  in    seiner  Tafel  die 

'Ganzen  und  Deciraalstellen  nicht  trennt,  so  ist  hierüber  eine  der- 

oelbeu  cnkp  reeben  de  Annahme  zu  treffen.    Nimmt  man  min>  v,  B. 


I 


Uli.  Bür^i  habe  die  Logarilhmeu  auf  5,  die  Zahlen  auf  H  DeEt- 
maleii  gegelieii,   d.  h.  es  sei 

1,00000:- log  2,71814593 

oJet    es   8oi    2,7ISt45<<3   die  Ha. 

rilhmen,    »o    erhält   man   durch   Anwendung    der    ^^ivülinlic 

Reihen  Iiir  die  Jiogaritbmenberechnung 

Ioglü='2,30i70a2> 

was  ganz  mit  Bärgis  Tafel  ü  herein  stimmt.  Die  [gleiche  Ueberein-^ 
KliinniunE;  zeigt  tiich ,  wenn  man  in  Beziehnne  uuf  jene  Basis  den' 
lioicarithnius  irgend  einer  andern  in  Bürgia  TaM  enthnltencD  Zafat*', 
herechnet,  und  es  ist  daher  die  ohige 

lige.  Die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist  belconnllictf 
2.718-28183  und  weicht  somit  nur  neni^  von  der  Basis  Uärgis  ab.' 
Zur  Erläuterung  der  Abweichung  darf  min  Mnhj  nicht  aiinenmen,' 
dass  sie  auf  einem  Kechiiüngsrehler  Bfirgis  beruhe:  denn  weaa' 
man  »ich  der  Berechnung  einet  Tafel  von  hedeutender  Ausdeh- 
nung unierzieht, .  eo  geht  man  gev^iss  nicht  aber  ihr  FundauienL 
weg,  ohne  es  vorher  gründlich  geprCft  zu  haben.  \m  (iegenfbeif 
lässt  sich  jene  Abireichung  auf  eine  Weise  erkläroii^  die  Bfii^id 
ohnehin  erwiesenem  praktischen  Sinne  Ehre  mucht:  Cntcr  \  oK 
aussetzung  der  natürlichen  Logarithmen  musste  nümlicli  Biii^l, 
wenn  die  Loffarithmen  um  0,00010  fortschreiten  sollten,  seitie  Zah- 
len mit  1,0(100100005  multipliziren.  Vernachlüssigte  er  aber  di« 
5  Tausendmillionstel,  so  hatte  er  immer  nur,  um  aus  einer  Zahl! 
die  folgende  zu  erhalten,  zu  ihr  ihren  zehn  tausendsten  Thett  ztf 
addirettt  wodureh  die  Berechnung  «einer  Tafel  ungemein  erleicb«' 
tert  wurde,  ohne  duss  e*e  filr  praktische  Zwecke  auch  nur  das 
Mindeste  an  Brauchbarkeit  verlor,  üass  er  aber  seine  Zahlen  auf 
letztere  Weise  fand,  «nd  so  zu  jener  etwas  verAnderten  Basis 
gelangte,  dafilr  scheint  seine  Tafel  hinlänglich  x^  bürgen. 

Negiers  logarith  misch  er  Canon  erschien  0  Jahre  vor  B&rgis 
Progresstabul ,  und  es  kann  daher  von  einem  Priorithtsstreitfi' nie 
die  Rede  sein;  dagegen  sichern  einerseits  die  Zeugnisse  von  Kep 
ler  und  Brumer,  und  anderseits  die  im  Obigen  enthaltene  Aus* 
eihandersetzung  der  Ahweichiingen  zwischen  den  Tafeln  von  Neiier 
und  Bi'irgt  dem  Letztern  jerlenfalls  zum  weuigsten  die  Selbst-, 
eründung.  Die  historische  Gerechtigkeit  hat  als»  ßQrgi  von  der 
auf  ihn  hin  und  wieder  gcwiikten  Anklage  de^  Plagiats  frehu- 
sprechen,  und  ihn  bei  Erfmdung  der  Logarithmen  wenigstens  In 
zweiter  Linie  ehrenvoll  zu  erwähnen. 


C."'Bl^nnuer,  Sohn,  Ueher  die  Wirkung,  wel^leversi^itiBi^ 
dftne  Subaliinxen  durch  Berührung  auf  nervenkrlinke  Person«!)  Bus- 
öb'en.  (Nr.  116— 1-20.). 

R.  Wolf,  Koliis,  an  Geschichte  der  Uradmcssungm  (Hk  116 


ea 


L.  Scitläfli,  Uolier  eine  Verall^eineineTuiig  des  La^ranae'- 
sehen  LelirsaUeB.  für  ilie  der  Ben-de  noch  gefortlert  wird  (Nr  t'21. 
«nU  1-w.). 

(Wir  hnlTi-n  ■päccrliiii  nuf  dieicn  AufaaU  lo  rück  xuh  am  inen). 

C.  FisL'her-Ooster,  Ueher  Vegetationazonpn  und  Tempera- 
tur verhSl  toi  sse  in  den  Alpen   (Nr.  li'.I.  — 126.). 

(Wir  cmjifehlra  ditmen  inlercKaiilcn  Aufnalx  auch  Mntliemalikem, 
da  er  die  herrnclicDdcn  GueUb  in  malheiiialitclirn  Fiiriucln  itHrTuilctlun 
.uchl). 

K.  Wnir,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.  lieo- 
bachlung  der  lotitlen  Mondlliisternia!)  am  ID.  Mars  1»4S.  (Nr.  127. 
u.  1-2».). 

L.  R.  V.  FellenhcTg,  Destillnlion  von  Plirsichbl3(torn. 
(Nr.  V>7.  n,  VIH.). 

M.  Perty,  Bemerkungen  flber  Bacillaricn.  (Nr.  12<J.) 

K.  Wolf,  Nuchnchten  vdti  der  Sternwarte  in  Bern.  Sonnen- 
fleck en-BeoImchtungen.   (Nr.  1.30.). 

AuHserdüm  hat  Herr  R.  Wolf  in  mehreren  Aufs.^txen  seine 
Auszü(;e  uus  A.  v.  Hatlere  Briefen  fleijssig  f'i>Ftgeselzt, 

The  CnmUridge  and  Dublin  mathemalical  Journal. 
Editeit  hv  W.  Thomson,  M.  A.  F.  R,  S.  E.  etc.  Veral.  Li- 
terar.  Ber.  Nr.  XLVII.  S.  ßGI. 

Nu.  XIX.  Ou  ehe  Perfect  Blackness  (if  th«  Central  Spot  in 
Newton'»  Hinge,  and  on  Ihe  Vcrifiration  of  Fresnel'«  Formulae 
Inr  Hte  ItitenHities  of  Rellected  and  Kefracled  Rays.  By  G.  G. 
Stokes.  —  On  a  General  Theorem  of  UeUnite  Integration. 
By  George  Boole.  —  On  Üifferentiation  nith  Fractiotial  Indi- 
ce«,  and  nii  General  Differentiation.  Part.  11.  By  tlie  Rev.  Wil- 
liam Center.—  On  tlie  Theorems  in  Siiai^e  analo'^ons  to  those 
of  Pascal  and  Brianehon  in  a  Plane.  By  Thomas  Weddic.  - 
Abstrurl  of  u  Memoir  by  Dr.  Hes.ue  on  the  ron.stnietion  of  the 
Stirface  of  tbe  Second  Order  wliich  (lasses  throu^h  Nine  givefi 
Points.  By  .Arthur  Cayley.  —  On  Ilie  SininKaneon»!  Transforma- 
tion of  Two  Ilnnmi^eneons  Functions  nf  the  Second  Order.  By 
Arthur  Cayley.—  On  the  Atlratlioii  of  an  Elliiisnid.  By  Arthur 
Caylev-  Pari-  I.  On  Lege  ndre's  Solution  of  the  Problem  ofAttrac- 
tion  of  an  Ellipsoid  on  an  Fxternal  IVmt.  Part  II.  ün  a  For- 
mula  for  the  Transforniatinn  ol  ri-rlain  Klultiple  Integrals.—  On  a 
Clotis  of  Curyes  on  the  H^iierboloid  of  One  Sheet  cunneclei!  with 
Gcneratrices  of  the  Surfa'ce.  By  II.  Townsend.  —  Gcometrical 
Detniinstration  of  some  Pro|ier(ieR  nf  Geodesic  Lines.  Bv  An- 
drew S.  Hart.  —  On  Svmbolical  Geometry.  Cnntinued.  Bv  Sir 
William  Rowan  Mamiftun.  —  Notes  on'Hydrodvnainics'  By 
William  Thomson.  ~  Mathentatical  Notes.  I.  On  a  Solution 
of  a  Cubic  Equalion.  By  James  Coekle.  ü.  Remarks  on  the  De- 
viation of  Falling  Bodies  lo  fhe  EasI  and  to  the  South  of  the 
Perpendicutar;  and  Correctioas  of  a.  previously  puhlished  Paper 
on  the  same  subject.  ' 

No.  XX.  will  be  published  ou  the  Ist  of  May,  1849. 


■ 
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Sitxaiigsbericlil«  der  Ki 
WissenBchaften  eu  Wien. 
S.  606.)- 

Viertes  Uefl.  S.  7.  macht  Herr  Prafes.  v.  Steinbeil  ia 
M buchen  der  Akademie  die  folgende  iiilereesaiile  Miltbeilurigi 
„In  neuestet  Zeit  hübe  ich  eine  Ihnen  schon  bekannte  Idee  — 
ein  Wurfgeseboss  durch  Benutzung  des  Fugafachwuuee»  —  auf 
Veranlassung  des  Ministers  Heinlz  im  Grossen  ansgelQbrt.  Ein 
an  drei  Centner  schwerer  Kreisel  wird  vom  Damiil'e  einer  Loco- 
niotive  durch  eine  Reactionstnrbine  in  Rotation  versetzt  und  bi« 
zu  einer  Geschitindigkeit  von  hundert  UnigSngen  in  der  SeeudA 
beschleunigt,  wozu  etwa  zwei  Minuten  Zeit  erforderlich  sind.  D«r 
Kreisel  schleudert  jetzt  dreilütbige  Kartätschenkugeln  von  ge- 
schmiedetem Eisen  mit  einer  Initialgeschnindigkeit  von  die» 
110Ü  Fuss  so  schnell  hinter  einander  nach  dem  beabsicbtigten 
Ziele,  als  man  Kugeln  in  die  Maschine  einlaufen  Ifisst.  Das  Ge- 
schnss  ist  auf  einem  Eisen bahnnagen  aufgestellt,  gestattet  rascfae 
und  sichere  Azirouthal-  und  Höhen-Einstellung  und  wird  von  der' 
Locomntive  geschoben,  wenn  man  eine  Vertheidignng  der  Bahn- 
linie oder  der  BuhnhiSfe  beabsichtigt.  Gestern  wurden  die  ersten- 
Versuche  mit  dieser  Maschine  angestellt.  Sie  haben  ganz  den  vaV' 
der  Theorie  gegebenen  Erwartungen  entsprochen.  Die  Aurülellang 
auf  d^  Eisenbahn  kann  jedocb  erst  nacn  meiner  Rfickbehr  ^on 
einer  amtlichen  Reise)  erfolgen.  Für  die  Uauerhaßigkelt  der  Ha* 
schine  bei  so  überaus  grossen  Geschwindigkeiten  mussle  auf  eani 
eigne  Weise  Sorge  getragen  werden.  Sie  kunate  jetzt  Monatelang 
in  Bewegung  bleiben,  ohne  sieb  merklich  abKunülzen.  »Die  ma- 
thematische Klasse  der  K.  Akademie  erachtele  es  für  angemes- 
sen, das  Kriegs-Ministerium  auf  diese  Mittheiinng  aufmerksam  ui 
macbeii."  —  S. 8.  Herr  Professor  Franz  Mnth  in  Linz  (iberr«icht 
eine  Abhandlnng:  „Die  mathentatische  Zeicbensprache  in 
ihrer  nraauischen  EntwlcLelung.  —  S.  if.  — '  S.  b7.  ist  «iaa 
ausrührliche.  der  Beachtung  der  Physiker  sehr  wcrthe  Abband* 
hing  voD  dem  Uirectur  der  Realschule  in  Meiningen,  Herr* 
Konehenbaner:  „Ueber  die  Veränderungen,  welch«  def 
Entladnngsutrom  einer  elektrischen  Batterie  erleidet, 
ivenn  mit  dem  Seh  lies  sungsilrah  le  eine'  zweite  Bat  teil« 
in  Verbindung  gesetzt  wird"  niitg«theill.  —  S. 87.  Jelin*k: 
„Elemente  des  von  de  Vico  um  20.  Februar  1816  ent- 
deckten Oometcn."  ~  S.  flO.  Kyll:  „Abhandlung  Aber 
Ortsversetzungen  durch  Re.hnnng  oiler  üt>er  die  Ele- 
meule  der  Lagereciinung. "  Beacbtenswerlb  In  Bexug 
auf  die  neuen,  aus  den  Literarischen  Berichten  hinreichend  tid 
kannten  Bestrebungen  und  Versuche,  eine  tienmctrie  der  Lftgq 
im  eigentlichen  Sinne  zu  begründen;  m.  e.  z.  B.  des  Herrn  Prot 
Listing  in  Gnttinpen  im  Literar.  Ber.  Nr.  XLVII.  S.  653. 
angezeigte  Vorstudien  zur  To[iologie,  die  allgemeiner  imd 
in  einem  weitern  Kreise  bekannt  zu  werden  sehr  verdienen-  — 
S.  127.  Harlmann  Edler  v.  Franzensliuld:  „Ein  nevea 
allgemeines  Gesetz  der  Dreieckeeitcn  und  de»»OD  Ad-^ 
wenduneen."  Der  Herr  Verfasser  ^eht  von  folgendem  Lehrmts« 
aus:  Wird  iu  einem  Dreiecke  vom  bcheitel  des  von  den  Seitcp  a 
und  b  eiogeschlossenen  Winkeln  zur  dritten  Seite  eine  G< 
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ffezoeen,  wodurch  die  Segmente  c  und  d  entstehen,  so  findet  die 
Gleichung 

Statt. —  Pecho:  „Ueber  die  BestinnDiung  der  Integrale 


A 


un«l  /    , ;■ 


wenn  tt  eine  eance  Zahl  vorstellt,  in  eeschlossenen 
Formen."  —  Herrmanu:  „Bestimmung!;  der  tri^onome» 
trischen  Functionen  aus  den  Winkeln  und  der  Winkel 
aus  den  Functionen,  bis  zu  einer  belicbicenGrenze  der 
Genauiekeit.  Herr  Oberst  Herrniann  hat  in  der  mit  der  Uebcr 
Schrift:  Rapports  des  iongueurs  des  de^r^s  au  rayon 
pris  ponr  unite  versehenen  Cailet'schen  Tafel  die  folireuden 
Fehler  entdeckt,  was  wegen  der  grossen  Anzahl  dieser  Fehler 
jedenralls  sehr  merkwürdig  und  wichtig  ist,  da  alle  Cailet'schen 
Tafeln  bekanntlich  immer  fiir  sehr  richtig  und  genau  gehalten 
werden ;  in  den  hier  folgenden  verbesserten  Bogenlängen  ist  jede 
Ziffer,  welche  in  die  Callet'sche  Tafel  statt  der  fehlerhaften  ein- 
zutragen ist,  umklammert: 


53": 
69" 

13»: 
U: 

17  = 

24  = 
38: 
59  : 
71  : 
74  = 

75: 


=a00023 
=0,000-28 

=0,20420 
:0,21991 
:0,26703 
0,37699 
:  0,59690 
:  0,92676 
:  1,11526 
:  1,16238 
:  1,17809 


69512 

60400 
Degr^s 

35224 

14857 
6375(5) 

11184 
26(0)4t 

983-28 
5(3)920 
9C2)8I8 

72460 


5(0)988  05407 
71854  626-23 
modernes : 
8333(6)  56050 


51-285 
55132 
30775 
8-2060 
08989 
24376 
282-23 
9617(2) 


62669 
42526 
(I)8S61 
71530 
00534 
59966 
498-23 
46442 


66027 
6218(0) 

00718 
(2)3850 
93247 
55172 
79022 
6479(8) 
42384 
11781 
34913 


Ausser  den  hier  angefiihrten  mathematischen  und  physikali- 
schen Abhandlungen  linden  sich  in  dem  vorliegenden  vierten  Hefte 
der  Sitzungsberichte  noch  viele  interessante  Abhandlungen  natur- 
wissenschuilichen  nnd  andern  Inhalts,  und  es  macht  in  der  That 
grosse  Freude  zu  sehen,  eine  wie  grosse  Thätigkeit  selbst  in  der 
*etzigen,  den  Wissenschaften  weniger  gflnstigen,  Zeit  die  Kaiser- 
icbe  Akademie  der  Wissenschaften  entfaltet. 


1 


A  n  K  c  i  9  e. 

Herr  Professor  Dr.  S  ch  1  ß  m  i  I  ch ,  wclcliem  flas  Ar- 
chiv scKoii  eine  so  grosse  Anzahl  w er tli voller  Beiträge 
verdankt,  hat  bereits  im  September  v.  Jlirs.  gegen  mich  den 
Wunsch  ausgesprochen,  da»s  ich  seinen  zahlreichen  Freun- 
den durch  das  Archiv  anzeigen  müchtc,  dass  in  Keiner  anit- 
licben  Stellung  Michaelis  1848  eine  Aemlerung  eintreten  werde. 
Diese  für  den  Umschlag  bestimmte  Anzeige  hat  aber  bisher 
immer  nicht  recht  Platz  finden  kUnnen,  weshalb  ich  jetzt 
am  Schlüsse  des  ]2teuTiieils  dazu  den  Literarischen  Bericht 
benutze.  Herr  Professor  Dr.  SchlÜmilch  hat  nämlich  Jena 
verlassen  and  eine  Lehrerstellc  an  der  neu  gegründeten 
Realschule  in  Eisenach  angenommen,  jedoch  mit  Reservi- 
riing  seiner  Stelle  in  Jena,  und  gewiss ermasscn  nur  mit 
Urlaub  von  doit.  Die  Veranlassung  zu  dieser VerSndeninz 
liegt  lediglich  darin,  dasn  Herr  Professor  Dr.  Sehlömilch 
in  Jena  gar  kein  Liehalt  erhält  und  auch  in  der  nächsten 
Zukunft  keine  Aussicht  hat,  welches  zu  erhalten.  Wenn  sich 
Hern]  Professor  Dr.  Sehlömilch  auch  ohne  Zweifel  in  Ei- 
se uach  ein  sehr  segensreicher  Wirkungskreis  erSlhicn  wird, 
und  die  Thätigkeit  an  einer  Schale,  namentlich  im  matbe- 
matischeu  Lehrfache,  der  Freuden  so  mancherlei  ilBrbietet> 
wie  ich  selbst  mit  freudigem  Rückblicke  auf  meine  zwölf- 
jährige Wirksamkeit  als  Gymnasiallehrer  dankbarlichst  zn 
bekennen  nie  unterlassen  werde,  so  dass  mir  der  Hiitktritt 
in  ein  solches  Amt  gewiss  nie  schwer  werden  würde:  sn 
muss  ich  doch  jede  Universität  wahrhaft  beklagen,  die 
einen  so  ausgezeichneten  Lehrer,  Gelehrten  und  Schrift- 
steller wie  Herrn  Prof.  Dr.  Sehlömilch,  dessen  Stelle  sehr 
schwer  wieder  zu  ersetzen  sein  wird,  wegen  einiger  hun- 
dert Thaler  Gehalt  sich  verloren  gehen  lässt.  Der  neuen 
Realschule  in  Eisenach,  die  gewiss  auch  eine  erfreuliche 
Geburt  der  neuen  fortschreitemlen  Zeit  ist,  wünsche  ich 
aber  aus  dem  (irnnde  meines  Herzens  Glück  zu  der  Enver- 
bung  eines   so  trefflichen  Lehrers! 

Wenn  nun  die  geehrten  Leser  des  Archivs  in  demsel- 
ben Herrn  Sehlömilch  immer  nach  als  Professor  in  Jena, 
anderwärts  aber  vielleicht  als  Lehrer  an  der  neuen  Real> 
schule  in  Eisenach  bezeichnet  linden,  so  werden  sie  aus 
dem  Obigen  leicht  das  wahre  hier  obwaltende  Sachverhült- 
niss  zu  beurlheileu  im  Stande  sein.  G. 
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